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P R O LOG O 


Esta abra es, en sus líneas generales, una edición revisada y 
aumentada del texto debido al profesor Granville, Los únicos cambios 
introducidos se reducen a pequeños detalles en lajs demostraciones, a 
la revisión de los problemas —añadiendo algunos de aplicación a la 
Economía y otros adicionales al final de cada capítulo para alumnos más 
aventajados— y a la redacción de un capítulo sobre Funciones hiperbó¬ 
licas, junto con algunos ejemplos de aplicación de las coordenadas cilin¬ 
dricas en las integrales dobles. El capítulo añadido ha sido escrito 
siguiendo el método del libro, procurando que forme un todo armónico 
con el resto de la obra. 

Las soluciones de la mayor parte de los problemas se dan en el 
texto. Algunas soluciones se omiten de intento para acostumbrar al 
estudiante a tener confianza en sí mismo. 

El trabajo de los autores de esta edición se verá amplí amen te com¬ 
pensado si tiene la misma acogida que tuvo la primera edición de la 
obra de Gran vi lie. 

Percey F. Smith 
W lLLlAM Rh IjONGLEY 
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CAPITULO PRIMERO 

RESUMEN DE FORMULAS 


1, Fórmulas de Algebra y de Geometría elementales. Para como- 
ílídad del estudiante, en los Artículos 1 a 4 damos un resumen de 
fórmulas elementales. Empezaremos por las relativas al Algebra, 

ti) Resolución de la ecuación de segundo grado 
Ax 2 + Bx + C = O. 

1 Factorizando : Se descompone Ax ‘ + Bx + C en factores > se 
iguala cada factor a cero y se resuelven las ecuaciones que resultan t 
con respecto a x. 

2 . Completando el cuadrado : Se transpone C al segundo miem¬ 
bro j se divide la ecuación por el coeficiente de x 2 } se añade a ambos 
miembros el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y se extrae la 
raíz cuadrada. 

3 , Empleando la fórmula 

-4 AC 

X ~ 2 A 

Carácter de las raíces. La expresión R 2 — 4 AC } que aparece en la 
fórmula debajo del signo radical, se llama discriminante de la ecuación, 
Las dos raíces son reales y desiguales , reales e iguales ? o imaginarias, 
según que el discriminante sea positivo f cero o negativo. 

(2) Logaritmos, 

log ah = log a -f log b . log a 11 — n log a „ log 1 — O. 
log y = log a — log b „ log \f a = ~ log a . toga a = X. 
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(3) Fórmula del binomio de Newton (siendo n un número entero 
positivo). 

(a + b) n = a" + ■ —— a"* 2 b 2 -f 


+ .(’.-l)(»-2) i .- tl + 


+ »(»-!) («-2)...(n-r + 2) on _ r+) 6 ,._, + 

| r — 1 

(4) Factorial de un número* 

n í = |^= 1 * 2 - 3 ■ 4 ... (n — 1) n. 

En las siguientes fórmulas de la Geometría elemental f rofi repre¬ 
senta el radio , a la altura, B el área de la base y s el lado o altura 
inclinada. 

(5) Círculo* Longitud de la circunferencia = 2k r. Área = jtr 9 . 

(ó) Sector circular. Area = /2 r 2 a r siendo a — ángulo central del 
sector, medido en radianes, 

(7) Prisma. Volumen = Ba. 

(8) Pirámide* Volumen = ){ Ba . 

(9) Cilindro circular recto* Volumen = . Area lateral — 2 jtra . 

Area total = 2 jrr(r + a). 

(10) Cono circular recto. Volumen = }ínr z a t Area lateral - nrs. 
Area íotal — 7 rr(r + - 9 ). 

(11) Esfera* Volumen = % jtr 3 . Area — 4 jtr*. 

(12) Tronco de cono circular recto. Volumen = )í jza(B 2 +r 2 +Rr). 
Area lateral = 3 is(R + r). 


2* Fórmulas de Trigonometría plana. Son de uso frecuente mu¬ 
chas de las siguientes fórmulas - 

(1) Medida de ángulos. Hay dos métodos generalmente usados 
para medir ángulos ; es decir, hay dos sistemas de unidades angulares. 

Medida en grados „ En este sistema el ángulo unidad es de una 
revolución completa y se llama grado. 

Medida circular. En esté sistema el ángulo unidad es el que sub¬ 
tiende un arco de longitud igual a! radio del arco, y se llama radián. 

La ecuación que da la relación entre los dos ángulos unidad es 
180 grados — n radianes (jc — 3 , 14159 ...), 
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de donde: 


1 grado = ■= O ,0174. .. radianes ; 

loü 

1 radián = — 57 ,20. ,, grados. 


De dicha definición tenemos 

Numero de radianes en un ángulo — 


arco correspondiente 
radio 


Estas ecuaciones permiten pasar de una medida a la otra. 

(Z) Relaciones entre las funciones trigonométricas. 

1 1 1 


ctg x = 
tg £ = 


tg X ’ 

sen x 


sec x — 


ctg as» 


eos X ' 
eos X 


esc x = 


sen x 


eos x sen x 

sen 3 x + eos 2 x = I; 1 + tg 2 x = sec 3 x ; 1 + ctg 3 x — esc 3 x t 

(3) Fórmulas para reducir ángulos. 


Angulo 

Seno 

Coseno 

1 

Tangente 

Cotangente 

Secante 

Cosecante 

— x 

— sen 

X 

eos 

X 

“ tg 

X 

— ctg 

X 

sec 

X 

— CSC 

X 

90 o —jt 

eos 

X 

sen 

X 

ctg 

X 

tg 

X 

CSC 

X 

sec 

X 

90°+* 

eos 

X 

— sen 

X 

- ctg 

X 

— tg 

X 

— CSC 

X 

sec 

X 

180 o - x 

sen 

X 

— eos 

X 

“ tg 

X 

— Ctg 

X 

— sec 

X 

CSC 

X 

180°+* 

— seo 

X 

— eos 

X 

tg 

X 

Ctg 

X 

— sec 

X 

— CSC 

X 

270 o — x 

— eos 

X 

— sen 

X 

Ctg 

X 

tg 

X 

— CSC 

X 

— sec 

X 

270°+ je 

— eos 

X 

sen 

X 

— Ctg 

X 

- tg 

X 

CSC 

X 

— sec 

X 

360 o — x 

“ sen 

X 

eos 

X 

- tg 

X 

— ctg 

X 

sec 

X 

— CSC 

A 

t 


sen 


(4) Funciones trigonométricas de (x 4- y) y (x — y). 

sen (x + y) = sen x eos y + eos x sen y . 

sen (x — y ) — sen x eos y — eos x sen y . 

eos (x + y) — eos x eos y — sen x sen y . 

eos (x — y) — eos x eos y + sen x sen y . 

■»(» + y)- i <li ; + l *, 1 ' ■ 

1 — tg x tg y ' 1 + tg x tg y 

(5) Funciones trigonométricas de 2 x y de 34 x - 

2 te x 

sen 2 x = 2 sen x eos x : eos 2 x = eos 3 x— sen 3 x ; tg 2 x = --— -rr . 

1—tg 4 x 

x 1 1 — eos x x ! 1 + eos x , x í 1 

- 2 — - 2 ' l ^l¡~ 1 


— eos x 
H- eos x 


serr x = Yz — H eos 2 x ; eos 2 x = 34 + K ¿os 2 x . 
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(6) Transformación de sumas y diferencias de senos y cosenos en 
productos. 

seo x + sen y — 2 sen (x + y) eos )A (x — y ). 

sen x — sen y = 2 eos M (# + 2/} sen ¡4 (x ~ y) - 

eos x + eos y = 2 eos ]4 (x + y) eos J 4 (.* — y) - 

eos x — eos i/ = — 2 sen J4 (x + y) sen 54 (x — y ). 


(7) Relaciones en 

Ley de los senos „ 

Ley de tos cosemos", 
Fórmulas para el área, 


un triángulo cualquiera, 

a _ ó _ c 
sen A sen B sen C 

a 1 = ir -h c 3 — 2 he ccjs A , 
K = /2 be sen A . 

3^ a 2 sen B sen C 

«m(B+C) * 


íl = V s(s — a) (s — 6) (s — c) , siendo s - J*¡ + h 4- e) T 


3, Fórmulas de Geometría analítica plana. Las fórmulas más 
importantes son las siguientes : 

(l) Distancia entre dos puntos P\ (jr^ yO y PAxh ya), 

d — V (xi — xs)*+ (y¡ — y*)-. 


Pendiente de Pi P-¿. 


m = 


Vi —y 2 

Xi — X2 


Coordenadas del punto medio . 

x = l A (x 1 + a= 2 > , y = >2 (?/! + tf») - 


(2) Angulo de dos rectas en función de sus pendientes. 


lg O = 


mi — mi 
1 -)- mi m 2 + 


(Si ks rectas son paralelas es mi = ms; 
diculáres es mi tm = — 1.) 


si las rectas son perpeu- 


(3) Ecuaciones de la línea recta. 

En función de uno de sus puntos y de la pendiente , 

y — yi = m {x — xi) 

En función de la pendiente y de la ordenada en el origen . 

y — mx + b . 
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En función de dos de sus punios. 

y — yi _ y* — yi 

X — *1 Xs — Xí 

En función de los segmentos que determina sobre los ejes 



(4) Distancia del punto Pi{xt, g\) a la recta Ax 4 - By + C = 0. 
jj _ Asi + Byi + C 
± VA- 4 - B* 


{5) Relacionas entre las coordenadas rectangulares y las polares. 


x = ij coa 6 , y = o sen 6 , o = V * a + y 2 , $ = are tg 

(6) Ecuación de la circunferencia. 

Centro (h , k) , (x — A) a + (y — fe) a — r a . 

(7) Ecuaciones de la parábola. 

Con vértice en el origen. y i = 2 px, foco (J4 P 0). 

x 1 = 2 py, foco (O j %p). 

Con vértice en (h, k). 

(y — k) l = 2 p(x — h), ej ey = k. 

(i — A) a = 2 p (y — k), eje x = h. 


Con eje en el eje de las y. y = Ax* + C. 

(8) Ecuaciones de otras curvas. 

Elipse con centro en el origen y focos en el eje de las x 

£+£- 1 - 


Hipérbola con centro en el origen y focos en el eje de las x. 

-íl r , 

o J 6 a 


Hipérbola equilátera con centro en el origen y los ejes de coordenadas 
como asíntotas . 

xy = C. 

Véase también el Capítulo XXVI 
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4. Fórmulas de Geometría analítica del espacio. He aquí algunas 
de las fórmulas más importantes. 

(1) Distancia entre P\(xi, y\, zi) y jP?(x 2 , yi, z 2 ). 

d = V (xi — X2) 2 + (2/1 — 2/2 ) 2 + (zi — 22 ) 2 . 

(2) Línea recta. 

Cosimos directores : eos u , eos (i, eos y 
Números directores : a, b, c. 


Entonces 


eos a _ e os p _ cus y 
a b c 

eos 2 a + eos 2 P + eos 2 y = 1. 
a 


eos a = 


eos P = 


eos y = 


db v a 2 + b 2 + ’ 

b 


\/ a 2 + + c 2 

c 


* V a 2 + b 2 + c 2 ‘ 


Para la recta que une los puntos {xi , yi, zi) y , yi , 22 ), se 
tiene: 


eos a _ eos p _ eos y 

X 2 — Xi y 2 — 2 /i ~ 22 — 21 


(3) Angulo de dos rectas. 


Cosenos directores : eos a , eos p , eos y ; eos a', eos p', eos y'. 
Números directores : a, b , c ; af , b* , d . 

Si 0 = ángulo de las dos rectas, se tiene : 


eos 6 = eos a eos a' + eos P eos P' + eos y eos y', 
aa f 4* bb' + cd 


eos 6 = 


V á 2 + ó 2 + c 2 V a' 2 + b n + c' 2 ' 


Rectas paralelas . 


b 

V 


c 

d 


Rectas perpendiculares. aa' + bb' + cd = O. 


(4) Ecuaciones de la recta que pasa por el punto (xi, y ]y Z\) y y sus 
números directores son a f b } c. 

x — Si _ y _ g — 2 i 
a 6 c 






















http://carlos2524.jimdo.com/ 


RESUMEN DE FORMULAS 9 

(5) Ecuación del plano» En el plano Ax ■+ By + Cz + 1) = O , loa 
coeficientes A, B f C son los números directores de la recta perpen¬ 
dicular al plano, 

licuación de un plano que pasa por el panto (xi, yi, ai) y es per¬ 
pendicular a la recta que tiene los números directores A, B, C, 

A (x - Xi) + jB (y — y¡) + C(z — z } ) = O . 

(ó) Angulo de dos planos. 

Ecuaciones : Ax + By + Cz A- D = U» 

A f x Ar B*y + C f z + D* = 0. 

Números directores de la recta de intersección : 

BC f -CBCA'-AC f , AB'—BA’. 

8i ti es el ángulo de los dos planos, se tiene r 

_ AA* + BB* + CC r _ 

“ V A* + B* + C 2 V A n + B n + C '* ' 

(7) Coordenadas cilindricas. La distancia z (fig. i) de un pimío 
P(Xj y, z) al plano XY y las coordenadas polares (q , 0), de su 
proyección A(#, ¡i/, 0) sobre el plano XY t se llaman coordenadas 
cilindricas de P , Las coordenadas cilindricas de P se escriben (p, B } z). 

Si x t y, z son las coordenadas rectangulares de P , entonces, de las 
definiciones y de la figura , tenemos : 

x = p eos 6 3 y = g sen $ t z = z\ 

e 2 = x- + y 1 1 O - are tg — 

x 




(8) Coordenadas esféricas- El radio vector r (fig . 2) de un pun¬ 
to P f el ángulo *£ que forma OP con el eje de las z y el ángulo O 
que forma la proyección de OP sobre el plano XY con el eje de 
las x f se llaman coordenadas esféricas de P, El ángulo 4> se llama 
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la colatilud y O la longitud. Las coordenadas esféricas de P se escriben 

ir, <t>, e). 

Si x f y, 2 son las coordenadas rectangulares de P, entonces, de 
las definiciones y de la figura, tenemos : 


X — 

r sen </► eos 6 , 

y = 

r 

sen ^ sen 0 ? 

z = r eos ; 


r- = 

x i + y i + z\ 

e = 

. y 

are tg — , 

X 

\/ 

— are tg 

x 1 + y- 

z 

5. Alfabeto griego. 






LETRAS 

NOMBRES 

LETRAS 

NOMBRES 

LETRAS 

NOMBRES 

A a 

Alfa 

/ 

f 

Iota 

' J Q 

Ro 

li fi 

Beta 

K 

K 

Kapa 

2' 

Sigma 

r r 

Gama 

A 

A 

Lambda 

r 7 

Tau 

A 5 

Delta 

M 


Mi o mu 

r ü 

Ipsilon 

E i 

Epsilon 

A 

V 

Ni o nu 

<p <t> 

Fi 

z t 

Dseta o zeta 

E 


Xi 

X X 

Ji o ki 

H , 

Eta 

Ú 

0 

Omicron 

r <!> 

Psi 

e o 

Teta 

H 

7? 

Pi 

í2 

Omega 
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VARIABLES, FUNCIONES Y LIMITES 


6* Variables y constantes* Una variable es una cantidad a la que 
se le puede asignar, durante el curso de un proceso de análisis, un 
número ilimitado de valores. Las variables se designan usualmente por 
las últimas letras del alfabeto 

Una cantidad que durante el curso de un proceso tiene un valor fijo 
se llama constante . 

Constantes numéricas o absolutas son las quejxmservan los mismos 
valores en todos los problemas, como 2, 5 , V 7, k , etc. 

Constantes arbitrarias, o parámetros, son aquellas a las que se pueden 
asignar valores numéricos, y que durante todo el proceso conservan 
esos valores asignados. Usualmente se representan por las primeras 
letras del alfabeto. 

Así * en la ecuación de la recta t 



x y y son las coordenadas variables de un punto que se mueve sobre la 
línea, mientras que ay b son las constantes arbitrarias que representan 
la abscisa en el origen y la ordenada en el origen , ks cuales se supone 
que son valores definidos para cada recta. 

El valor numérico (o absoluto) de una constante a, para diferenciarlo 
de su valor algebraico t se representa por | a\ . Así, | - 2] = 2 = ¡ 2|„ El 
símbolo | a\ se lee 1 f valor numérico de a * * o t f valor absoluto de a * *. 

7. Intervalo de una variable* A menudo nos limitamos solamente 
a una porción del sistema de números. Por ejemplo ? podemos restrin¬ 
gir nuestra variable de manera que tome únicamente valores compren¬ 
didos entre ay b. También puede ser que ay b sean incluidos o que 
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uno o ambos sean excluidos. Emplearemos el símbolo [a t h ] , siendo 
a menor que b, para representar loa números ayby todos loa núme¬ 
ros comprendidos entre ellos, a menos que se diga explícitamente otra 
cosa. Este símbolo [ a , b ] se lee tl intervalo de aa6 M , 

8, Variación continua. Se dice que una variable a vana de una 
manera continua en un intervalo [a, 6] cuando x aumenta desde el 
valor a hasta el valor b, de tal manera que toma todos los valores 

intermedios entre a y b en el 

0 _g_ ¿ t orden de sus maguí tudes; o 

6 cuando x disminuye desde x = b 
Fíg, y hasta x = a, tomando sucesiva¬ 

mente todos los valores interme¬ 
dios. Esta idea se ilustra geométricamente mediante el diagrama 
de la figura 3, 

Tomando el punto O como origen, marquemos sobre la recta los 
puntos A y B correspondientes a los números a y b . Además, haga¬ 
mos corresponder el punto P a un valor particular de la variable x 
Evidentemente, el intervalo estará representada por e! seg¬ 

mento AjS . Al variar x de una manera continua en el intervalo [ a , b ], 
el punto P engendrará el segmento AB si x aumenta o el segmento BA 
si x disminuye. 

9, Funciones* Cuando dos variables están relacionadas de tal 
manera que el valor de la primera queda determinado si se da un valor 
a la segunda, entonces se dice que la primera es función de la segunda. 

Casi todos los problemas científicos tratan con cantidades y rela¬ 
ciones de esta naturaleza , y en la experiencia de la vida diaria nos 
encontramos constantemente con situaciones en las que intervienen 
magnitudes dependientes unas de otras. Así, por ejemplo, el peso 
que un hombre puede levantar depende directamente, a igualdad de 
otras circunstancias, de su fuerza. Análogamente, se puede considerar 
que la distancia que un muchacho puede recorrer depende del tiempo . 
O también podemos decir que el área de un cuadrado es una función de 
1.a longitud de su lado , y que el volumen de una esfera es una función 
de su diámetro. 

10, Variables independientes y dependientes. La segunda varia¬ 
ble , a la cual se pueden asignar valores a voluntad dentro de límites 
que dependen del problema particular, se llama la variable dndependieníe 
o el argumento . La primera variable, cuyo valor queda fijado cuando 
se asigna un valor a la variable independiente, se llama la variable 
dependiente o la función . 
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Frecuentemente , cuando se consideran dos variables ligadas entre 
sí , queda a nuestro arbitrio el elegir a una de ellas como variable inde¬ 
pendiente ; pero una vez hecha esta elección , no es permitido cambiar 
de variable independiente sin tomar ciertas precauciones y hacer las 
transformaciones pertinentes* El área de un cuadrado, por ejemplo, 
es una función de la longitud del lado, y, recíprocamente, la longitud 
del lado es una función del área. 

11. Rotación de funciones. El símbolo f(x) se emplea para desig¬ 
nar una función de x, y se lee / de x . Con objeto de distinguir entre 
diferentes funciones se cambia la letra inicial, corno en F{x) } <l>(x), 
/'(»), ele. 

Durante todo el curso de un proceso, un mismo símbolo de funcio¬ 
nalidad indicará una misma ley de dependencia entre una función y su 
variable. En los casos más simples, esta ley expresa la ejecución de un 
conjunto de operaciones analíticas con la variable. Por consiguiente f 
en un caso de esta clase el mismo símbolo de función indicará la misma 
operación , o conjunto de operaciones , aplicadas a diferentes valores de 
la variable. Asi, por ejemplo, si 

/{#) = x 2 — 9 x + 14 , 

entonces, 

/(?/) - y 2 - 9 y + 14 ; 

/(fi + 1) - (6 + l) , — 9(& + 1) + H - ¥ - 7 b + G 
/(O) @0*-9-Ü + 14-l4, 

/(-O - C-l)*-9(-l) + l4«24 f 
/(3) = 3 5 - 9-3 + 14 = -4. 

12* La división por cero, excluida* El cociente de dos números 
a y b es un número x tal que a — bx . Evidentemente, con esta defini¬ 
ción la división por cero queda excluida. En efecto , si b — 0 , y recor¬ 
dando que cero tomado cualquier número de veces como sumando es 
siempre igual a cero, se ve que x no existe, a menos que a = 0. 
Si a = 0, entonces x puede ser cualquier número, Por lo tanto, las 
expresiones que se presentan en una. de las formas 

A _0 

0 J 0 ' 

carecen de sentido por no sor posible la división por cero. 
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Debe tenerse cuidado de no dividir inadvertidamente por cero. 
La siguiente paradoja es un ejemplo. 

Supongamos que a — b . 

Entonces, evidentemente, ab — a 2 * 

Restando b 2 , ab — b 2 = d l — b-. 

Descomponiendo en factores 3 h(a — b) = {a + b) (a — h), 
Dividiendo por a — b , b = a + b. 

Pero, a = b ; 

luego p b = 2b t 

o sea que 1 = 2. 

El resultado absurdo proviene de haber dividido por a — b = O. 


PROBLEMAS 

1* Dado f ( + v) = a* 3 — 5 x- —4 x + 20, demostrar que 

ffi)=]2 í f (5) = 0, ÍR) S ?Í(-D. 

2* Si f(x) = 4-2 A'H-vt calcular / (O). /(!), ff-t), í(2), f(-2í 
3, Sí F = sen 2 & + eos tí, bailar ^(0). f (*■) • 

4* Dado f {x) — — 5 jt ^ — 4 jc + 20. demostrar que 

f(t + 1) = f 3 - 2 f* - 11 t + 12. 

5» Dado / ( y ) = y 3 — 2 y + 6 T demostrar que 

My + h) = y 2 “2 y +ó + 2iy ~ \ )h + fr a . 

fí. Dado í’ (x> — x 1 + 1 jt. demostrar que 

fix + /?) - fí*) - 3 fxr 2 + Ub + 2 ab 2 + 

7. Dado f (x) = -L . demostrar que f (je + h ) — f í x) »= — ——-- 

x jt 2 + xh 

8. Dado <p {z) = 4-, demostrar que $ (z + 1) — í t ) 3 ^ ( z) . 

9. Si *p (x) = a r , demostrar que ^ (y) * 0 (z) = ^ ( y + z ) , 

] ■- x 

10. Dado ^ (je) — log-- demostrar que 

I + x 

<t>(y) + ^ (z) = ^ ^ l^yz ) h 

11. Dado f(x) = sen.v n demostrar que 

f (ar + 2 b) — f (ar) = 2 eos (x + b) sen b, 


SUGESTION. Utilizar las fórmulas (61 del Artículo 2 H 
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13* Gráfica de una función; continuidad- 
y hagamos 

(1) y — x ¿ . 


Consideremos la función 


Esta relación ria un valor de y para cada valor de x ; es decir, 
(1) define unívoramente a y para todos Los valores de la variable inde¬ 
pendiente. El lugar geométrico de (1) es una parábola (fig 4) y se 
llama la gráfim de la función x 1 . Si x varía continuamente (Art , 8) 
desde x — a hasta x = b , entonces y variará continuamente desde 
y — ha ata y = h 2 , y el punto P(x , y) se moverá continuamente, 
a lo largo de la curva , desde el punto (a, a?) hasta {b , 6 a ). Además, 
a y b pueden admitir todos los valores. En este caso decimos que 
1 ' la función x 7 es continua para todos los valores de x 1 *. 




Consideremos ahora la función —, Hagamos 

% 

(2) y = ~- 

Está ecuación da un valor de y para cada valor de x, con excep¬ 
ción de x — Ü (Art- 12 ) ; para x — O la función no eMá definida . La 
gráfica (ftg, 5), que es el lugar geométrico de (2), es una hipér¬ 
bola equilátera . ñi x aumenta continuamente en cualquier intervalo 
I a , 6] que no incluya x = O, entonces y decrecerá continuamente 

desde ~ hasta y, y el punto P(x , y) describirá la curva entre tos 
p u ti t os co r respo nd i e n t es (“•■)' ( 6 > t) , En este caso decimos 

que (i la función -y es continua para todos los valores de x con excep¬ 
ción de x — tí J * . No existe en la gráfica un punto correspondiente a 
x = O. 

Estos ejemplos ilustran el concepto de continuidad de una función. 
Una definición se dará en el Artículo 17, 
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14* Límite de una variable* La noción de una variable que se 
aproxima a un límite se encuentra , en la Geometría elemental, al 
establecer o deducir la fórmula que da el área del círculo * Se considera 
el área de un polígono regular inscrito con un número n cualquiera de 
lados , y se supone, después t que n crece infinitamente * El área 
variable tiende así hada un ¡imite, y este límite se define como área 
del círculo. En este caso, la variable v (área) aumenta indefinida¬ 
mente , y la diferencia a — v {siendo o. el área del círculo) va disminu¬ 
yendo hasta que , finalmente, llega a ser menor que cualquier numero 
positivo escogido de antemano, sin importar lo pequeño que éste se 
haya elegido . 

El concepto de límite se precisa mediante la siguiente 

Definición * Se dice que la variable v tiende a la constante i como 
límite , cuando los valores sucesivos de son tales que el valor numé¬ 
rico de la diferencia v — l puede llegar a ser, finalmente, menor que 
cualquier número positivo predeterminado tan pequeño como se quiera. 

La relación así definida se escribe lím v = l, Por conveniencia, nos 
serviremos de la notación v l, que se leerá * ( v tiende hacia el 
límite l 1 ' o, más brevemente , 1 i v tiende a l’\ (Algunos autores 
usan la notación u = L) 

Ejemplo. Sl ü toma U sucesión infinita de valores 

2 + 1 , 2 + 1 . 2 + 1 , .... 2 + J- . 

2 4 2 U 

cís evidente que v 2 al crecer n. es decir, lím o — 2* 

Si sobre una linca recta , como en el Artículo S, se señala el punto L 
que corresponde al límite l f y se coloca a ambos lados de L la longitud r, 
sin importar lo pequeño que éste sea t entonces se observará que los 
puntos determinados por v caerán todos, finalmente, dentro del seg¬ 
mento que corresponde al intervalo [ Z — e , l + e ], 

15. Limíte áe una función. En las aplicaciones de la definición 
de límite, se presentan usualmente casos como el siguiente: se tiene 
una variable v y una función dada z de v s y se supone que la variable 
v recibe valores tales que u —> ¿. Tenemos que examinar entonces los 
valores de la variable dependiente z e investigar t particularmente, si 
z tiende también a un límite. Si efectivamente existe una constante a 
tal que lím z = a f entonces se expresa esta relación escribiendo 

lím z — a , 

y se leerá : 11 e\ límite de z T cuando v tiende a l , es a „ * * 
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16, Teoremas sobre límites. En el cálculo del limite de una fun¬ 
ción tienen aplicación los teoremas siguientes. Las demostraciones se 
darán en el Artículo 20. 

Supongamos que u, v y w sean funciones de una variable x y que 
lím w-i, lím v = B 7 lim w = C . 

Entonces son ciertas las siguientes relaciones. 

(1) lím (ü + v — w) — A + B — C, 

i— 

(2) lím {üiM = ABCs 

(3) lím - = ir t sí B no es cero. 

v B 

En breves palabras: el límite de una suma algebraica, de un producto 
0 dr un cociente, es igual, respectivamente f a la suma algebraica, al pro¬ 
ducto o al cociente de los límites respectivos f con tal de que, en el último 
caso, el límite dd divisor no sea cero . 

Sí c es una constante (independiente de 2 ) y B no es cero , de lo 
anterior se deduce : 

c c 

(4) lím (« -+- <•) = A + c, lira cu = cA , lím — = -k ■ 

a;+>n V 15 

Consideremos algunos ejemplos. 

1. Demostrar que Jim. {je 2 + 4 x) = 12. 

Demostración, La función dada es la suma de x ,¿ y 4x. En primer lugar 
hadaremos los limites de estas dos funciones. 

Según (2). 1 im x 2 ~ -L puesto que jc? = .r-.v- 

T— 

Scgun [4] . \ i m 4 x = 4 li m x — 8, 

*—I—*2 

Luego, según íi), e[ limite buscado es 4 + 8= 12. 

,2 . Q 5 

2. Demostrar que Jim ±—. 

z + 2 4 

Demostración. Considerando el numerador, lím íz* — 9} = —5, según 

x —^2 

(2) y (41 . En cuanto al denominador, lim (2 + l) — 4 Luego, de (1) . 

z—}'¿ 

tenemos el resultado bustado. 

17. Funciones continuas y discontinuas. En el ejemplo 1 del 
Artículo 16, donde se demostró que 

lim (x~ + 4j) = 12 , 
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observarnos que la solución es el valor de la función para x = 2 ; es 
decir T el valor límite de la función cuando x tiende a 2 es igual al valor 
de la función para x — 2. En este caso decimcs que la función es 
continua para x = 2, La definición general es la siguiente : 

Definición. Se dice que una función f(x) es continua para x—a 
si el límite de la función , cuando x tiende a a , es igual al valor de 
la función para x — a. En símbolos, si 

]¡m f[x) = /(a), 

entonces f(x) es continua para x = a. 

Se dice que la función es discontinua para x — a si no se satisface 
esta condición, 

Llamamos la atención de los dos casos siguientes, que se presentan 
frecuentemente, 

Caso I. Como ejemplo sencillo de una función que es continua 
para un valor particular de la variable 3 consideremos la función 



Para ar=l,/(&)=/{l)=3. Además, sí x tiende a 1 f la fun¬ 
ción f(x) tiende a 3 como límite (Art. Ifi). Luego la función es 
continua para x = i, 

Caso II * La definición de función continua supone que la función 
está definida para x = a . Sin embargo , ú este no es el caso , a veces 
es posible asignar a la función tal valor para x — a que la condición de 
continuidad se satisfaga, En estos casos se aplica el siguiente teorema : 

Teorema* Si f(x) no está definida para x = a t pero 

lím f(x) = B, 

X — 

entonces í(x) será continuo para x — a, si se toma como miar de f (x) 
para x = a el valor B. 

Así f por ejemplo, la función 

x 1 - 4 
x — 2 

no está definida para x = 2 (puesto que entonces habría división por 
cero) , Pero para todo otru valor de x 
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y 


luego, 


líin (x + 2) = 4 ; 

z—$'¿ 


Jim 

x —^2 



= 4. 


Aunque la función no está definida para x= 2, si arbitrariamente 
asignamos a ella para x = 2 el valor 4, se hace continua para este 
valor * 

Se dice que una función f (x) es continua en un intervalo cuando es 
continua para lodos los valores de x dentro de este intervalo. * 

En el Cálculo diferencial e integral, es frecuente tener que calcular 
el límite de una función de la variable v , cuando v tiende a un valor a 
situado en un intervalo donde la función es continua. En este caso el 
límite de la función es el valor de la función para v — a. 


18. Infinito (oo). Si el valor numérico de una variable v llega a 
ser y permanece mayor que cualquier número positivo asignado de 
antemano , por grande que éste sea f decimos que v se vuelve infinita . 
Si v toma solamente valores positivos, se hace infinita positivamente ; 
si solamente toma valores negativos, se hace infinita negativamente. 
La notación que se emplea para los tres casos es 

Km d — og } Km v — + oo f Km v = — & , 

En estos casos v na se aproxima a un límite, según la definición del 
Artículo 14. La notación Km v — to t o f debe leerse ‘ i v se 

vuelve infinita 11 y no 11 v se aproxima al infinito } J ** 

Con esta notación podemos escribir, por ejemplo t 

Km — *= no 
x * 

significando que se hace infinito cuando x tiende a cero. 


* En este libro trataremos solamente funciones que son, en general, conti¬ 
nuas, es decir, que son continuas para todos los valores de x . con la posible 
excepción de ciertos valores aislados; se sobrentiende que, en general, nuestros 
resultados son válidos solamente para aquellos valores de x pata los cuales la 
función que se considera es realmente continua. 

** A causa de la notación y para mayor uniformidad, a veces la expresión 
o— >+ se lee ' tiende at limite más infinito* *. De igual manera l 1 —* — oo 
se lee ' K ü tiende al limite menos infinito' f y ¿o se lee r r l\ en valor numé¬ 
rico, tiende ai limite infinito*'. 

Esta fraseología es cómoda, pero el lector no debe olvidar que el infinito no 
es un limite, puesto que el infinito no es un numero. 
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Según el Articulo 17 , es evidente que si 
Hm f(z) = oo f 

í's decir, sí /(t) se hace infinita cuando x tiende a a, entonces /{.r) es 
discontinua pañi x = a. 

Una función puede tender hacia un límite cuando la variable inde¬ 
pendiente se laico infinita. Por ejemplo, 

Itm — = O. 
x 

En general, si f(x) tiende al valor constante A como limite 
cuando , empleamos la notación del Artículo 17 y escribimos 

lím f(x) = A . 

Ciertos límites particulares que se presentan frecuentemente se dan 
n continuación , La constante c no es coro. 

Escrito en forma de limita forma abreviada, f recaen temen te usada 


(1) 

lím — 

= QÓ L 

o|n 

II 

00 . 




(2) 

lím ri i 

= 00 4 

c ■ oo = 

00 

(3) 



00 


lim — 

= 00 t 


00 



Cr 


(4) 

Hm — 

t — 7* U 

- 0. 

C 

ao ~ 

0, 


Estos límites particulares son útiles para hallar el límite del cociente 
íle dos polinomios cuando la variable se hace infinita. Ei siguiente 
ejemplo ilustrará el método, 

T 3 7 j i ,| 

EjéMPLO ILUSTRATIVO. Demostrar que lim J~ = — —. 

a 5 x — r-/x 3 7 


Demostración. Divídanse el numerador y el denominador pot a* 3 , 
la mayor potencia de x que entra en la fracción. Entonces tenemos: 

2-2+i 


lim 

* 


5 X — A 2 — 7 A 3 


lím — 

-^ -J2 5 



que es 


El limite de cada término que contiene a x, tanto en el numerador como en el 
denominador del segundo miembro, es cero, de acuerdo con (4) , Por consi¬ 
guiente, se obtiene la solución aplicando las fórmulas (1) y (1) del Artículo 16. 
En cualquier caso análogo se procede, por lo tanto, como sigue: 

Se dividen numerador y denominador por la mayor polencta de la variable 
que entre en la fracción. 
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Si w y v son funciones de x, y 

lím u = A, lím v = O, 

i— 

y A no es igual a cero, entonces 


lím — = oo, 

Esta fórmula resuelve el caso excepcional de (3), del Artículo 16 , 
cuando B — O y A no es cero. Véase también el Artículo 20, 


PROBLEMAS 

Demostrar cada una de las siguientes igualdades: 
5 - 2 x 2 2 


1. Jim 


i—> + 5 x 2 


A 

X 2 


5-2x 2 .. - 

Demostración* lím ", ^ , v “f =■ lint t ♦ 

r—>x + ?jc i —^ _|_ 5 

x 

[Dividiendo numerador y denominador por x 2 . ] 

El límite de cada término conteniendo a x, en el numerador y en el denomi¬ 
nador, es cero, de acuerdo con (4). Aplicando (I) y (3) det Articulo 16 se 
obtiene la solución. 


2 . lím 1^4 = 2 . 

X— 2 x i 

, lím íjl+ll+l - - 1 

t — >0 f 3 f ” 6 3 

, x 2 /? + 3 x/? 2 + h* x 

4* hm ^ ^ ¿ . a ~ = -T' 

h—^o 2 xh 4~ > n 2 2 


7* lím YlÍ b ^Íf = °- 
i—4- ex 3 ~E rx 

8. lím • 

i—dx 3 4- ex 2 + fx 4- g 


9* lím 


s< ~ = 2 a *. 




5* lím 

x— 


Jfc“>o 


6 x 3 

- 5 x 2 

+ 3 

3. 

xo* 

lí m 

x 2 + x 

-6 

2 x 3 

+ 4* - 

- 7 


i—^ 2 


1 

(2? 

+ 5 *) 

S _4 fe! z 

1 ♦ 11, 

11 m 

4 I/ 2 - 

3 

2 

z (2 z 

- A) 2 


—>* 

2 y 3 + 3 

í y 2 


12* 

lím 

3 /j + 2 xh s + 

x*h* ; 

= _J_ 





4 - 

3 xh - 2 x 3 /? 3 

2 x 




r 

CIííX^ 

+ a iX w - 1 

4- ... 

*E 

oes 


* 


¿O** 

4- óix^- 1 

4- --- 

+ Óíi 

V 


14, 

1 i m 

13 QX n 

4-uix^í 

+ v . 

4" Gil 

On_ 



i—^0 

b a x n + 6ix"-‘ 


+ bn 

Ón 
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15. lím — VÍL -*-— =n.v" _1 , (n — número envero y positivo.) 

h—h 


16* Um 


V x ± h - Vx _ 1 _ 

* ~i\n 


Demostración, No s¡¡ puede hallar el limite sustituyendo h — Q r porque se 
obtiene la Jorma indeterminada -ji (Art. 12) . Por esta razón hay que trans¬ 
formar U expresión de una manera conveniente, como se indica abajo a saber* 
racionalizando el numerador. 


V a + h — V x V x + h + V 

A 


jc -b h — 


í 


V" x +~h + V x h (\/ a + h + \/ .*) V Je + h + V. 

„ .. V x + h- y/H .. I I 

Por tanto. Iim - = ]un — ■ ■ -— = - 

h-*0 h lt->Q V a + h + V x 2 v' a' 

17* Dado f (x) = .v 2 r demostrar que 

Un. H* + h ) -f(x) _ 2jf . 

b—b 

18* Dado f {*) = ax? + bx + c, demostrar que 


lím ^í*±*l=Ííá.-2M + fc. 


19* Dado f (x) = — * demostrar que 
X 


lím + (O = _ _L 

A —h x 2 


20* SÍ f fx) ■= jc*, bailar 
lím 

¿i— 


f (x + h) — f (x) 


19* Infinitésimos. Una variable n que tiende a cero se llama un 
infinitésimo Simbólicamente se escribe (Art. 14) 

lím v = 0 o v —> 0, 

y quiere decir que el valor numérico de v llega a ser, y permanece, 
menor que cualquier número positivo asignado de antemano, por 
pequeño que sea , 

Si lím v = l , entonces lím (& 1 ~~ l) — 0; es decir, la diferencia 
entre una variable y su límite es un infinitésima, 

Recíprocamente, si la diferencia entre una variable y una constante 
es un infinitésimo s entonces la constante es el límite déla variable * 
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20. Teoremas relativos a infinitésimos y límites, En las siguientes 
consideraciones todas las variables se suponen funciones de la misma 
variable independiente, y, además, que tienden a sus límites respec¬ 
tivos cuando esta variable tiende a un valor fijo a La constante e es 
un número positivo asignado de antemano , tan pequeño como se 
quiera , pero no cero. 

En primer lugar demostraremos cuatro teoremas sobre infinitésimos. 

I. La suma algebraica de n infinitésimos } siendo n un número 
finito, es otro infinitésimo. 

En efecto, el valor numérico de la suma llegará a ser, y permane¬ 
cerá , menor que e cuando el valor numérico de cada infinitésimo llega 

$ 

a ser, y permanece, menor que “ + 

II. El producto de una comíante c por un infinitésimo es otro inji 
nüésimo. 

En efecto ? el valor numérico del producto será menor que s cuando 

£ 

el valor numérico del infinitésimo sea menor que r-¡ 

kl 

III. El producto de un número finito n de infinitésimos es otro 
infinitésimo. 

En efecto, el valor numérico del producto llegará a ser, y perma¬ 
necerá , menor que e cuando el valor numérico de cada infinitésimo 
llega a ser, y permanece , menor que In raíz n de t. 

IV. Sí Um de v = l y l no es cero, entonces el cociente de un infini¬ 
tésimo í dividido por v es también un infinitésimo. 

En efecto, podemos elegir un número positivo c, numéricamente 
menor que /, tal que el valor numérico de v llega a ser, y perma¬ 
nece, mayor que c, y también tal que el valor numérico de i llega a 
ser, y permanece, menor que ce. Entonces el valor numérico del 
cociente llegará a ser, y permanecerá , menor que e. 

Demostraciones de los teoremas del Articulo 16, Sea 

(1) u — A = i j v - B — j, w — C — 

Entonces i t j t k so n funciones de i, y cada una tiende a cero 
cuando z a ; es decir, son infinitésimos (Art. 19). De las igual¬ 
dades (1) obtenemos 

(2) u + v — w — {A + B — C) — i + j — k. 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


24 


CALCULO DIFERENCIAL 


El segundo miembro es un infinitésimo según el teorema I. Luego , 
según el Artículo 19, 

(3) lírn (u + v — w) = A + B — C , 

JE— 

Según (1) tenemos u = A + i t Multiplicando y trans¬ 

poniendo A B resulta: 

(4) uv — AB = Aj + Bi + ij. 

Según los teoremas I a IET que hemos demostrado, el segundo miembro 
es un infinitésimo Luego f 

(5) lím uü - AB. 

■t— 


La demostración se extiende fácilmente al producto wata 
En fin , podemos escribir, 

,,, u A _ A + i Á _ Bi — A j 

W v ~ B ^ B + j~ B ~ B(B + j) ' 

El numerador es un infinitésimo según los teoremas I y lí. Según 
(3) y (4), lím B(B+j) = B 2 . Según el teorema IV, el segundo 
miembro de (6) es un infinitésimo y, por lo tanto, 


V) 


lira — — 

x—^a V 


A 

B 


Luego las proposiciones del Artículo 16 esLán demostradas. 
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21. Introducción, En este capítulo vamos a investigar cómo varía 
el valor de una función al variar la variable independiente- El proble¬ 
ma fundamental del Cálculo diferencial es el de establecer con toda 
precisión una medida de esta variación . La investigación de problemas 
de esta índole, problemas que trataban de magnitudes que variaban de 
una manera continua, llevó a New ton * al descubrimiento de los prin¬ 
cipios fundamentales del Cálculo infinitesimal i el instrumento científico 
más poderoso del matemático moderno. 

22. Incrementos. El incremento de una variable que pasa de un 
valor numérico a otro es la diferencia que se obtiene restando el valor 
inicial del valor final. Un incremento de x se representa por el símbo¬ 
lo Ax t que se lee ** delta x J * _ El estudiante no debe leer este símbolo 

delta veces x * J 

Es evidente que el incremento puede ser positivo o negativo } ** 
según que la variable aumente o disminuya al cambiar de valor. 
Asimismo } 

Ay significa incremento de y f 
significa incremento de # , 

A/ (x) significa incremento de / (x) t etc, 

* El célebre matemático y físico inglés Isaac Newton (1642-1727) ha sido 
uno de los genios más grandes que han existido. Desarrolló la ciencia del Cálculo 
diferencial e integral bajo el nombre de fluxiones. Aunque Newton descubrió 
y empleó la nueva ciencia desde 1670, su primera obra publicada que la exhibe 
está fechada en 1687, teniendo el título "' Phílosophiae Naturalís Principia Ma- 
thematica’*. Esta es la obra principal de Newton. De ella dijo Laplacc: 

'Siempre permanecerá preeminente sobre todas las otras producciones de la 
mente humana. * * 

** Algunos autores al incremento negativo le llaman decrcmento** ♦ 
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Si en y=/ (x) la variable independiente x toma un incremento Ax, 
entonces A y indicará el incremento correspondiente de la función / (x) 
(o sea , de la variable dependiente y ). 

El incremento A y siempre ha de contarse desde el valor inicial defi¬ 
nido de y , que corresponde al valor inicial arbitrariamente fijado de x 
desde el cual se cuenta el incremento Ax. Por ejemplo , consideremos 
la función 

y = x 2 . 

Si tomamos x = 10 como valor inicial de x, esto fija y — 100 
corno valor inicial de y. 

Supongamos que x aumenta hasta x = 12 , es decir, Ax = 2 ; 
entonces y aumenta hasta y = 144, y Ay = 44. 

Si se supone que x decrece hasta x = 9 , es decir, Ax = — 1 ; 

entonces y decrece hasta y = 81, y Ay = —19. 

En este ejemplo , y aumenta cuando x aumenta , y y decrece cuan¬ 

do x decrece. Los valores correspondientes de Ax y Ay tienen un 
mismo signo. Puede acontecer que y decrezca cuando x aumenta, o 
viceversa ; Ax y A y tendrán entonces signos contrarios, 

23. Comparación de incrementos. Consideremos la función 

(1) y = íc 4 . 

Supongamos que x tieno un valor inicial fijo y le damos después un 
incremento Ax. Entonces y tomará un incremento correspondiente Ay, 
y tendremos: 

y + Ay = (x + Ax) 2 , 

o sea , y + Ay = x 2 + 2 x- Ax + (Ax) 2 . 

Restando (l), y = x 2 

(2) A y = 2 x- Ax + (Ax) a 

obtenemos el incremento Ay en función de x y Ax. 

Para hallar la razón de los incrementos, basta dividir los dos 
miembros de (2) por Ax, y resulta : 
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Si el valor de x es 4 , es claro (Art, 16) que 


lím £¡ 


— 8 . 


Observemos ahora con cuidado, mediante una tabla, cómo se 
comporta la razón de los incrementos de x y de y cuando el incre¬ 
mento de x decrece. 


Valor 

inicial de x 

Valor 
ñnal de x 

Incremento 

Ax 

Valor 

inicial de y 

Valor 
final de y 

Incremento 

Ay 

Ay 

Ajr 

4 

5,0 

LO 

16 

2? 

9 

9 

4 

4.6 

0,8 

16 

23,04 

7,04 

8,8 

4 

4,6 

0.6 

E6 

21,16 

5.16 

8,6 

4 

4,4 

í), 4 

16 

19,36 

3.36 

8,4 

4 

4,2 

0,2 

16 

17,64 

1,64 

8.2 

4 

4, ] 

0.1 

16 

Ib,8! 

0,81 

8,1 

4 

4,01 

0,01 

16 

16,080i 

0,0801 

8 t QI 


Esta tabla pone de manifiesto que al decrecer Ax también dismi¬ 
nuye A y t mientras que ia razón de los dos incrementos toma los 
valores sucesivos 9 , 8,8 , 8 , 8 ,4 , 8 >2, 8 ,1 , 8 ,01 . Esta sucesión 

Ay 

de valores nos dice que podemos hacer que el valor de la razón — sea 

tan próximo a 8 como deseemos con sólo tomar a Ax suficientemente 
pequeño. Luego, 


lím ~ = 8. 
Ax 


24. Derivada de una función de una variable. La definición fun¬ 
damental del Cálculo diferencial es la siguiente : 

La derivada * de una función es el límite de la razón del incremento 
de la función al incremento de la variable independiente cuando éste 
tiende a cero , 

Cuando el límite de esta razón existe, se dice que la función es 
derivable o que tiene derivada r 

La definición puede darse mediante símbolos , en la forma siguiente : 
Dada la función 

(i) y=f(.i■), 

consideremos un valor inicial fijo de x. 


Llamada también coeficiente diferencial o función derivada , 
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Demos a x un incremento Ax - entonces obtenemos para la función 
y un incremento A]y, siendo eí valor final de la función 

(2) y + Ap = /(s + A*). 


Para hallar el incremento de la función , restamos (1) de (2); se 
obtiene 

(3) A y = /(x + Ax) - / (x) 

Dividiendo los dos miembros por Ax, incremento de la variable 
independiente, resulta : 

m M /U + As) -J(x J 

K } As Ax 


El límite del segundo miembro cuando Ax—^0 es, por definición f 
la derivada de /(x), o sea, según (1), de y , y se representa por el 
dv 

símbolo —. Luego, la igualdad 


U) 


dy f{x+ \x) —f(x) 

j = írm —-- 

dx >o Ax 


define la derivada de y \o de f (x) ] con respecto a x . 
De (4) obtenemos también 


dy 

dx 


= lím 


Aü 

Ax 


Asimismo, si u es función de £, entonces, 

“ lím — derivada de u con respecto a í. 
a£ Ai 

La operación de hallar la derivada de una función se llama derivación. 


25. Símbolos para representar las derivadas. Puesto que A ¿y y Ax 
son siempre cantidades finitas y tienen valores definidos, la expresión 

A y 

Ax 

es una verdadera fracción Pero el símbolo 

tly 

dx 


ha de mirarse no como una fracción t sino como el valor límite de una frac¬ 
ción , En muchos casos veremos que este símbolo sí tiene propiedades de 
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fracción , y más adelante demostraremos el significado que puede atri- 

rfí/ 

huirse a dyydx, pero, por ahora, el símbolo™ ha de considerarse. 


como conjunto. 

Puesto que, en general, la derivada de una función de x es también 
función de x t se emplea también el símbolo f f (x) para representar la 
derivada de /(x). Luego, si 

y =f(x), 


podemos escribir la igualdad 


dy 

dx 


/'(*) , 


que se lee la derivada de y con respecto a íes igual a / prima 
de x M El símbolo 

d_ 

dx ' 


considerado por sí mismo, se llama operador derivada: indica que 
toda función que se escriba después de él ha de derivarse con respecto 
a x. Así, 

™ o indica la derivada de y con respecto a x; 

~ f(x) indica la derivada de f(x) con respecto a x; 


(2 x 2 +5) indica la derivada de 2 x ? +5 con respecto a x. 
El símbolo y es una forma abreviada de ~ . 

ú 

El símbolo D x se emplea por algunos autores en lugar de ^ Lite’ 
go, si 

ti =/(*), 

podemos escribir las identidades 


Debe hacerse hincapié en esto ; en el paso esencial de hacer que 
Ax—M3, la variable es Ax y do El valor de x se supone fijo desde 
el principio. Para hacer resaltar que x = x Q desde el principio hasta el 
fin, podemos escribir ; 


7 


f{xo + &x) —/(Xo) 
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26, Funciones derivables, De la teoría de los límites se deduce 
que si existe la derivada de una fundón para cierto valor de la variable 
independiente ; la función misma debe ser continua para aquel valor de 
la variable. 

Sin embargo , la recíproca no es siempre cierta : se han descubierto 
funciones que son continuas y, a pesar de eso, no tienen derivada. 
Pera tales funciones no son frecuentes en las Matemáticas aplicadas, 
y en este libro se consideran solamente las funciones derivables, es decir, 
las funciones que tienen derivada para todos los valores de la variable 
independiente, con excepción , a lo más, de valores aislados, 

27* Regia general para la derivación. Según la definición de 
derivada se puede ver que el procedimiento para derivar una función 
V = /(e) comprende los siguientes pasos : 


Regla general para la derivación 

Primer paso. Se sustituye en la función x por x + Ax, y se 
raícula el nuevo valor de la función 3 ^ +■ Ay. 

Segundo paso . Se resta el valor dado de la función del nuevo valor 
l¡ se obtiene Ay (incremento de la función ). 

Tercer paso. Se divide Ay (incremento de La función) por Ax 
(mcrevumto de La variable independienteJ . 

Cuarto paso. Se calcula el límite de este cociente cuando Ax 
(incremento de la variable independienteJ tiende a cero. El límite así 
hallado es la derivada buscada. 

El estudiante debe familiarizarse con esta regla, aplicando el pro¬ 
cedimiento a muchos ejemplos. La resolución detallada de tres de 
estos ejemplos se da a continuación. Nótese que los teoremas del 
Artículo 16 se emplean eu el cuarto paso , manteniéndose x constante 

EJEMPLO L Hallar la derivada de la función 3 

Resolución, Aplicando los pasos sucesivos de !¿ regla general, obtenemos-, 
después de bacrr 

</ - 3 x a +í. 

Primar puno. y + Ay = 3 (je 4- A*) 3 + * 

= 3 + + 5. 

Segundo panu. y + Ay = 3 x 3 + t> a-Ajt+ 3 (A*)* + 5 
y - 3 jc 2 +5 


& x Aje + J (Ajc} * 
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Tercer paso. 
Cuarto paso. 

O bien. 

Ejemplo 2 . 

Resolución, 
Primer paso . 

Segundo paso* 

Tercer paso. 
Cunría paso. 

O ble n. 

Ejemplo 3. 

Resolución, 

Primer paso. 
Segundo paso 

Tercer paso. 
Cuarto pí/sü. 
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£ií.-b jr + 3 .Aí. 
A A- 


En el segundo miembro hagamos Ax—>CL Según CA ) re* 
sülta i 

dx 

u‘ = — (3 Jc a +Sl*=bjf. 
dx 


Hallar la derivada de a 3 -* 2 x + 7 
Hagamos y = x 3 - 2 jr + 7. 

y -j- Ay - (x + Ax) 3 — 2 (x + Ax) ~h 2 

- x 3 +3 x 2 Ax+3 x * ( Ax) 2 + ( Ax) 3-2 x -2 . Ax-j-7. 
y + Ay - x :í +3 x 2 * Ax+3 x ^ < Ax) (Ax) 3 —2 x— 2 - Ax-f-7 
y = x 3 — 2 x +7 

Ay — 3 x 2 -Ax+3 x< (Ax) 2 +(Ax) 3 — 2 -Ax 

4^-= 3 x 2 + 3 *• A* + ('Ax) 2 - 2. 

Ax 

En el segundo miembro bagamos Ax— 7 O. Según (A) ten¬ 
dremos : 

^ = 1^-2. 
dx 

y' = -íL fjK-a _ 2 Jf + 71 = 1x ! -2, 


Hallar la derivada de la función -—. 

x* 

Hagamos y = 

IT* 


y + Ay = 


c 

Íx + Ax) 2 ' 


y + Ay = 


c _ 

(x ’E Ax) - 


^ _ r _ ~ c* Ax (2 x ~h Ax) 

^ ( x + Ax) 2 x 2 x 2 ( x + Ax) á 

Ay _ _ _ 2 x ~b Ax 

Ax x 2 (x + Ax) 2 


En e\ segundo miembro bagamos Ax—£0, Según (A) ten¬ 
dremos : 


i_y - _ c 2 * 

dx x 3 (x) a 


2 r 
x 3 




] 
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Calcular U derivada de 
general. 


CALCULO DIFERENCIAL 

PROBLEMAS 

cada una de las siguientes funciones usando la regla 


1. 

y =2-3 jr. 

Sol. y' = 

16, 

u 


1 dy_ 2x 

2. 

y = 

y' = m. 

y 


x 2 -\-a 2 dx 

3. 

y-üjr 3 . 

y f = 2 üx , 

17, 

y 


x dy __ \—x 2 

4. 

s=2 t-P. 

s* — 2 — 2 t. 


x 2 +l dx (x 2 +l) 2 ' 

5. 

y = cx 3 . 

y f = 3 ex 3 . 

18. 

y 


x 2 dy_ 8x 


4—x 2 dx (4-x 2 ) 2 ' 

6. 

y -3 x—x 3 

y f = 3—3 x 2 , 




7. 

u=4 

t? 3 . u! — 8 uHró i-* 2 » 

19, 

y 

= 

3 x 2 - 4 * - 5. 

8. 

y = x A . 

y f = 4 * a . 

20. 

s 

= 

at 2 + bt + c. 

9. 

2 

2 

21, 

U. 

= 

2 y 3 — 3 y*. 

* í + f 

c 16 (éf+l) 2 ’ 

22, 

y 


ax* + i>x 2 + íx + d. 

10, 

3 

dy _ 6 x 

dx {x»+2) *’ 

23, 

Q 

_ 

(a - be) 2 . 

y x 2 +2' 




11. 

s = l±1 

1 

II 

v> 1 ^ 
'sri'ej 

24, 

y 

= 

(2 — x) (I — 2 x). 


t 

25, 

y 

— 

(Ax + B) (Cx + D). 

12, 

1 

tfy 2 

26, 



(a + bt) 3 . 

y 1 -2 x 

dx (l-2x) 2 ' 




a 

do 2 

de (fl+2) 2 

27, 

y 


X 

13, 

e= í+T 


a +bx 2 ' 

14, 

S- At+B . 

ds _ AD-BC 

28. 

y 

= 

a + bx 2 

Cf+D 

¿i (Cf+D) 2 




X 2 

15* 

**+l 

ík- 2 *-*Í 

29. 

y 


Jf* 

y 

X 

dx X 2 ’ 


a + 6x 2 


28. Interpretación geométrica de la derivada. Ahora vamos a 
considerar un teorema que os fundamental en todas las aplicaciones 

del Cálculo diferencial a la Geometría. 
Primero es necesario recordar la definición 
de tangente a una curva en un punto P de 
la misma. Supongamos una secante que 
pase por P y un punto próximo Q de la 
curva (fig. 6), Hagamos que el punto Q 
se mueva sobre la curva aproximándose 
indefinidamente a F. La secante girará 
alrededor de P , y su posición límite es , 
por definición, la tangente a la curva enP, Consideremos ahora la gráfica 
de la función /(i),o sea, la curva AB (fig. 6) , dada por la ecuación 

(i) y = /(*)• 
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Procedamos ahora a derivar la función (1) según la regla general y 
a interpretar cada puso geométricamente, Para ello escogemos un 
punto P(x r y) de la curva , y un segundo punto Qbt H- Ax , y + Ay), 
también ríe la curva y cercano a P. 


Primee paso. 

Seoündo PASO. 


Tercer paso. 


y + A y - f(r + A x ) = A 'Q 

V + A y = j\x + Ax) = NQ 

y = /($) = MP = Nli 

Ay = ;{x + Ax) —f(z) ^ RQ 

Ay _ J {x + Ax) —f(x) _ RQ_ = HQ 
Ax~ Ax ^ MÑ “ Pií 

= tg Z RPQ = tg <t> 

= pendiente de la secante PQ. 


(km este paso vemos que la razón de los incrementos Ay y Ax es igual 
n la pendiente de la secante determinada por los puntos 


P&jV) y Q(x + Ax, y + Ay) 
en la gráfica de f{x), 

Examinemos el sentido geométrico del cuarto paso Ahora se con¬ 
sidera el valor de x como fijo Luego P es un punta fija de la gráfica. 
Animismo # Ax varía tendiendo a cero Por tanto, evidentemente, el 
punto Q h¿t de moverse a lo largo de la curra y aproximarse a P como 
posición tímiip, Luego la secante PQ girará alrededor de P y tendrá 
corno límite la tangente en P En la figura, 


</> = inclinación do Ut secante PQ , 
r — inclinación de la tangente PT. 


Luego Hm =■ ~ Suponiendo que Lg $ es una función continua 

—$ií 

(véase el Art. 70 j, tenemos : 

Cuarto caso — f*(x) — lím tg — tg 

= pendiente de la tangente en P, 


Así liemos establecido el importante teorema siguiente : 


Teorema. Kl valor de ¡a derivada en cualquier panto de ana curva es 
igual a la pendí ente de la tangente a la curva en ayueí punto . 
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Este problema de la tangente llevó a Leibnitz * al descubrimiento 
del Cálculo diferencial . 

Ejemplo. Hallar las pendientes de las tangentes a la parábola y — x 2 
ífig. 7) en el vértice y en el punto de abscisa x — ]/¿ . 

Solución. Derivando según la regla general (Art. 27} 
resulta: 

(2) — 2 x — pendiente de la tangente en cualquier 

d x 

punto (x . y) de la curva. 

Para bailar la pendiente de la tangente en el vértice, 
bastará sustituir x = O en (2), obteniendo: 

¿íí = 0. 

dx 

Luego la pendiente de la tangente en el vértice es cero; 
es decir, la tangente es paralela ai eje de las a:, y en este caso coincide con él. 

Para hallar la pendiente de U tangente en el punto P , de abscisa a ~ )A , 
bastará sustii uir x = ] /¿ en (2). Se obtiene: 



es decir, La tangente en el punto P forma con el eje de las x un ángulo de 45 f \ 



PROBLEMAS 


Aplicando las derivadas bailar la pendiente y la inclinación de la tangente a 
cada una de las curvas siguientes en el punto cuya abscisa se índica. Verificar el 
resultado trazando la curva y la tangente. 


1. 

y 

= x 2 — 2. siendo jc ” L 

2. 

y 

= 2 x — i4 x 2 . siendo X = 3, 

3» 

y 

= ——— , siendo x = 2. 

x — 1 

4. 

y 

= 3 + 3 x — x s , siendo x — 

5. 

y 

— x 3 — 3 jc 2 , siendo x = 1. 


# Gottfrícd Wiihelm Leibnitz (1046-1716) nació en Leipzig. Su gran 
talento se manifestó con investigaciones originales en varios ramos de la Ciencia 
y de la Filosofía, Fue el primero que publicó sus descubrimientos de Cálculo 
infinitesimal en un breve ensayo que apareció en la revista Acta Eruditorum, 
de Leipzig, en JÓ84, Se sabe, no obstante, que ya existían manuscritos de 
Newton sobre las “'fluxiones' 1 , y algunos historiadores creen que Leibnitz 
recibió las nuevas ideas de aquéllos. Actualmente se cree, a lo que parece, que 
Newton y Leibnitz inventaron el Cálculo infinitesimal independientemente 
el uno del otro. La notación que hoy se usa es la que Leibnitz introdujo. 
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6* Hallar el punió de U curva > x - x H en c! que la inclinación de la 
Ungeme es de 45 0 . Sot ♦ (2, 6)* 

7. En la curva y — x 2 H- x hallar los puntos en los que la tangente es 

paralela a la recta y = 4 x. SoL (1, 2). ( — ir —2) . 

En cada uno de los tres siguientes problemas hallar; a) los puntos de intet 
sección del par de curvas dado; bj la pendiente y la inclinación de la tangente 
a cada curva, y el ángulo formado por las tangentes, en cada punto de inter¬ 
sección (véase (2) del Artículo 3) * 

8. y — 1 — x 2 . SoL Angulo de intersección =* are cg % » 53° 8'. 

y -**- i- 

9. y ^ 10, y — x 3 — 1 x, 

x — y + 2 =* O, 2 x -J- y = O, 

11* Hallar el ángulo de las curvas 9 y =- x 3 y y — ó H- 8 x — x 3 en el punto 

de intersección (3* 3) , Sot , 21° 27'. 
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REGLAS PAR A DERIVAR FUNCIONES ALGEBRAICAS 

29, Im por tanda de la regla general „ La regla general para 
derivación r dada en el Artículo 27, es fundamental, puesta que se 
deduce directamente de la definición de derivada f y es muy impár¬ 
tante que el lector se familiarice completamente con ella, Sin embargo , 
el procedimiento de aplicar la regía en la resolución de problemas es 
largo o difícil; por consiguiente, se han deducido de la regla general, 
a fin de facilitar la tarea , reglas especiales para derivar ciertas formas 
normales que se presentan con Frecuencia. 

Es cómodo expresar estas reglas especiales por medio de fórmulas, 
de las cuales se da a continuación una lista. El lector no sólo debe 
aprender de memoria cada fórmula cuando se ha deducido f sino tam¬ 
bién poder enunciar en palabras la regia correspondiente. 

En estas fórmulas u t v , w representan funciones derivabW de x 


F Mi M L 1 LA S DE DERIVA i T1 6 N' 


I 



II 



III 


IV 




V 
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VI 

A {„«) = 

dx dx 

Via 

~(x ") = nx"-'. 
dx 

VII 

du dv 

d / u \ V dx~ U dx 

dx\v ) ~ v i 


du 

VII a 

d / u\ dx 
dx \ c ) ~ c ' 

VIII 

Él = ÉL .ÉL siendo y función áe 
dx dv dx * 

IX 

^ ~, siendo y función de x. 


dy 


30. Derivada de una constante. Si se sabe que una función tiene 
el mismo valor para cada valor de la variable independiente , esta 
función es constante, y podemos representarla por 


V = c 


Cuando x toma un incremento Ax , el valor de la función no se 
altera; es decir, Ay = O } y 


Ay 

Ae 


= 0 . 


Pero 


I 




Ifm ^ 
Ax 


dy 

dx 


0 . 


• de 
‘ ' dx 


0, 


La derivada de una comíanle es cero . 


Este resultado se prevé fácilmente. En efecto, la gráfica de la 
ecuación y — a es una recta paralela a OX; luego su pendiente es 
cero. Y como la pendiente es el valor de la derivada (Art. 28) resulta 
que la derivada es cero, 
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31* Derivada de una variable con respecto a sí misma. 

Sea y = x. 

Siguiendo la regia genera! (Art,. 27), tenemos : 

Primer raso . y + Ay ^ x + Ax. 

Ay = Ax. 

Ay 


Segundo paso. 
Tercer paso. 


Cuarto paso 


II 


Ax 

dy 

dx 


= \ 


= l 


£«i. 

dx 


La derivada de úna vanafrfe con respetdo a míswm es /a nnz'dad. 

Este resultado se prevé fácilmente. En efecto, la pendiente de la 
recta y = x es la unidad , 

32. Derivada de una suma. 

Sea y = u + v — uk 

Según la regla general: 

Primer paso. y + Ay = Au + v + Av - te — A w. 

Segundo paso . Ay — A a + Au — Aw . 


Tercer paso. 


Aliom bien (Art * 24 ), 
Au du 


Ay _ Au Au Au) 
Ax — Ax ' Ax Ax 


Av: dm 


lím ~ = ~, lím ^ — ~, fím — , - 
Ax ax ¿i->o Ax ax Ax dx 

Luego, según (1) del Artículo 16, 

dy _ du dv _ dw 

dx dx dx dx' 


Cuarto paso. 
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Una demostración semejante es válida para la suma algebraica de 
cualquier número de funciones. 

La derivada de Ja suma algebraica de un número finito n de funcione*# 
es Igual a la suma algebraica de las derivadas de las f unciones. 

33* Derivada del producto de una constante por una función. 

Sea y = cv. 

Según la regla general : 

Primer paso y + Ay = c(y + Ap) = ce + cAv . 

Segando paso &y — cA i > 



Tercer paso 


De donde, según (4) del Artículo líi t 


dy _ dv 
dx C dx 


Cparto PASO 


dx 



IV 


La derivada del producto de una constante por una función es igual 
al producto de la constante por la derivada de la función, 

34, Derivada del producto de dos funciones. 


Sea 


y = ur 


Según la regla general : 


Primer paso 


y +- Ay ^ (u + A u) (v + Av). 


Efectuando la multiplicación : 


Segundo paso 


y + Ay = uv + uAo + vAu + AuAr 
A y — uAv 4- tAu + AwAz/, 



Tercer paso 
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Aplicando (2) y (4) del Artículo 16, notando que iím Au = O, 

At— 

y que, por tanto, el límite del producto \u — es cero, leñemos: 


ClJ AUTO PASO * 


thj dn , du 

S-“rf¡ + "S' 


v 


d / , dv , di/ 

-M- us +„ s . 


Lo rfcrmjrfu r/c nn producto de dos funciones es igual al producto de 
la primera función por la derivada de Ja segunda, más el producto de la 
segunda por la derivadla de. la primera . 


35, Derivada del producto de n funciones, siendo n un número fijo. 
Si m dividen aminas miembros de Iji iVVmulu V por uv t se obtiene : 



uv 


du dv 
dx j dx 

U V 


Luego, si tenemos el producto de n funciones t 


podemos escribir 




tíi Vi 


Vi Vt 1 


Vn 3 




\ dvt d t 

1 1 (|>> 

<« Vi ‘ lis Vi • • * V» 

dvi dv 2 d . 

¡ te { Tx^ Vi 

Vi ¿í 2 Vz Vi ■ ■ 

din dv+ dv& 


tf«) 


' V ít 


_ de» 

dx . dx . dx . , dx 

= — H-- i-i - * * * i- 

Vi Vz Vn 


Multiplicando ambos miembros por vl v-¿ - - - v» r tenemos 
d 


’ * Vn) = (thVz-- 
+ (Vi Pi 


v dvt . , 


v dví , 


Vn-l) 


dVn 
dx * 


La derivada del producto de n /unciones, siendo n un número /mzío, 
es igual a la suma de los n productos que se forman multiplicando la 
derivada de cada función por todas las otras funciones . 
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36. Derivada de la potencia de una función, siendo el expolíente 
constante- Si en el resultado obtenido en el artículo anterior f cada uno 
de los n factores es igual a v , se tiene 





4ü- 

dx 
n — 

¡y 


VI 



dx' 


Cuando v — x eslo se convierte en 


Vía 




"En esta demostración VI hemos supuesto (pie n es numero entero 
positivo. En el Artículo 65 se demostrará que esta fórmula es válida 
larri cualquier valor de tí , y nos serviremos desde ahora tie este 
resultado general. 

La derivada de la potencia de una función de exponente constante es 
igual a.l producto del exponente por la función elevada a un exponente 
disminuido en una unidad y por la derivado de la función . 

Esta regla se llama } a veces , regla de potencias. 


37- Derivada de un cociente. 

Sea y — —. 

Según la regla general: 

0 . a u+Au 

Primer paso. y + ay = -— , A . 

v *+■ fiV 

A u + Au u 

Seouxdo paso* Ay = ■—— 

J v + Atf v 


Ttsrcbr paso . 


Ai¿ A y 
Ay v Ax U Ax 
Az v(v + Ay) 


Aplicando los teoremas del Artículo 16 : 


dy 

dx 


du dv 
V dx~ U dx 




(y ^ O) 


v - Au — u* A y 
v(v + Ay) 


Cuarto paso. 
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La derivada de un cociente de funciones es igual al producto dd 
denominador por la derivada dd numerador t menos el producto dd nume¬ 
rador por la derivada del denominador , iodo dividido por el cuadrado dd 
denom inador. 


Cuando el denominador es constante, basta poner /; — a en VII; 
esto da : 


Vil a 



du 

dx 

c 


PuesToquí^i «— - Ü. 
d x dx 


] 


Podemos también obtener VII a de IV como sigue ; 

du 

d_ / u_ \_L du „ dx 

dx \ c ) c dx c 

La derivada dd cociente de una función dividida por una constante es 
igual a la derivada de la función dividida por la constante - 


PROBLEMAS * 


Hallar la derivada de las siguientes funciones: 


1* y = 

Solución. = — (j¡*) =* 3 Según Vio 

dx dx 


2 . y = ax* — bx*. 

Solución. = £- (ox* - k> r 5 ) = -1 (aa- 1 ) - 4- (***) 
dx dx dx dx 

= a A. (x*)-bjL (x») 
dx dx 

= 4 úx 3, — 2 bx . 

3. y = + 5. 

Solución. * 1. + JL (í) 

dx dx dx 

= *Ax H . 


según II 1 

según IV 
Según VIíj 

sttgún ÍII 
Según VI a y I 


* Mientras el estudiante aprende a derivar, debe recibir lección oral de 

derivación de funciones sencillas. 
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7 * 


y = 


\Tx* 


+ s^. 


Solución. 1^ = — (3 x ) — -1- {7 x - (8 .v 7 ’ ( según III 

dx dx d x dx 

= 3 % ,* + % x~^ + x~^. Según IV y VI u 

S. y = (* a -3)\ 

Solución. líí = 5 {x 7 — 3) * — (x* — 3 > según VI 

dx dx 

\o = x* — 3 y ,1=5,1 

- H)*í**- 3) 4 

Es posible desarrollar esta fundón según la fórmula del binomio de New ton 
! (3) , Art. 1] y entonces aplicar IIL etc., pero el procedimiento aquí dado 
es preferible. 


6. y = V i? 2 — x 2 . 

Solución. Íl = -á- (a 9 - x a 1 ,s = 1 fu 2 - .v a ) _ií -¡L (a 2 - x a > según VI 

dx dx 1 dx 

lv - a 2 — x z y n - Vi . 1 

= L( a !~ x i)-% (-2x) = - * - - 

2 vV-* a 

7. H = (3P + l)Vl+5P. 


Solución, 


lií = (3 .v 2 + 2) 4- (I + 5 x a ) 14 + (1 + 5 x 3 ) ' Á 4- n x 3 + 2 1 
dx dx dx 

según V 

lu -3 ** + 2 y u= (\ + 5 x 3 )H. ] 

= O x* + 2) 1(1+5 x 3 ) -XJj-0+5 x 3 ) + 

2 dx 

+ (I +5 x a ) ^ 6 x según VI. etc. 


= {3 x a + 2) (! + 5 x»)- 14 íx + 6x(l + 5 x 2 ) 14 


5 * (3 x 3 + 2) 

Vi+íp' 


+ <b x V I + 5 x ! 


45 jl 3 + 16 x 

V 1 + 5 x 2 ' 


8 . 


n a + x a 



(„» - x a ) * ± (a* + x 2 ) - (a 2 + x a ) ± (a 2 - x a ) 

Solución, p.- ---¿£-----í£- 

tfx a a - x a 

según VII 

_ 2 Jtr ftT a — X 3 ) -f x 

ífl a -x 2 )^ 


[Multiplicando numerador y denominador por fu 2 — r a )X. ] 
J 
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Comprobar cada una de las siguientes derivadas. 


9* 

10 . 

11 . 

12 . 


13. 


14. 

15 . 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 

21 . 

22 . 

23. 

24. 

25. 

2G. 

27. 


~ (1 je: 4 — 2 x 2 + 8 ) - 12 j ; 3 — 4 x> 
dx 

-í- (4 + 3 jt- 2 *9) = 3 -6.v 2 . 

dx 

— (al*-•5 ¿>f s ) = 5 al* - 15 bl 2 . 
di 


L(S^\ = z - 2 >. 

rfz 1 2 7 / 


iL /- 1 

tfjc V y “ 2 vA v d*' 


. 1 + 1 . 

X 3 Jf 3 


rfí\jC W 
d/ 3 

4. fe,*+4,-*)-i 

djc 2 

djc 3 


-/ 

rfjr v 


o + ¿x -f* cjc 2 




y = 


Vx _ _2_ 

2 ~Vl' 

a + bt + c f* 


rfy _ i , _L_ 

dX 4 -y/ jf xVx 


VI 

, - a 

y = v ojc + ~~r- 
v t ix 

r = a/ 1 - 2 9 . 
f(t) - (2 — 3 t 3 ) 3 . 
F(jc) = ^4 — 9 jr. 

1 

y *= . 

Va 3 -** 

f{6) = (2-5 9)^. 


ds 

dT 

dy a 

Tx = iV~ 


—^ + -^r + 

2 i V i 2 V i 


dr 


a* 2 jc\/ ax 

1 


Vl-2S‘ 
f'(0 = — 18 r (2 — 3 f 2 ) 2 . 
3 


F'(*) - - 


(4 — 9 jc) 

Jf 


ir 


dx /~2 _ 


f'W - - 


(a 2 - * 2 ) : 
3 


( 2-5 9 ) 




d* X 2 V Jf / 


3 c\/ t 
2 
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2s - 

29, t/ - -r \AT+Tx . 


30, 


31 . 

32 , 

33 , 

34 . 


s = /V í¡- + 


y - 

y 


a + x 
„ a 3 + a 2 


y = 


y/ d l + x z 


y/ a 2 — x 2 


35, 

r — 

0 a V 3 - 4 0 . 

36. 

y = 

h - ex 

y i + «' 

37. 

1/ 3 

/ « 2 + JC 2 

V - **‘ 

38. 

s = 

*l 2 + 3r . 


\ 2 - 3 i 

39, 

V * 

V 2 par . 

40, 

tj « 

— V rr -.r*. 



(/ 

41 . 

í/ * 

(«* -*#)*. 


dy = 

_6|f a + ¿V. 

ÍJC 

* 4 V W 


2 o + 3 bx 

d* ' 

1 \ f a -\- bx 

ÍÍJ5 

o a + 2 í a 

rfl" 

V o 2 +7* * 

dy ^ 

2o 

dx 

(a + *> 2 ' 

dy ^ 

4o 2 .v 

d* 

(o 2 - X 2 ) 2 ' 

ííí ^ 

o 2 

dx 

Jf 2 V O 2 + X 2 

dy 

a 2 

dx ~ 

(o* - *»)** ' 

dr 

6 # - 10 fl* 

dH ~ 

V 3 — 4~ff 


c 

dx 

(í + ex) yf 1 * c s x á 

dy 

2 a 2 * 

dx “ 

fu 2 — x 2 ) yj a 4 — x 4 

ds 

4 

d/ = 

(2 + 3 i)^ (2 - 3 t) % 

dy _ 

P_. 

d.v 

y 

dy _ 

- *£*, 

dx 

a 3 y 

dtf = 

’/I 

d x 

V* 


Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones: 


42. /(x)«V2jr + VJx. 

47, 

y = x 2 sf 5 — 2 x. 

43. v- 2 ~ x . 
y 1+2 x 2 

48. 

y = xv' 2 + 3 .v . 

X 

44. y = - 

V a — 5x 

49, 


ü + £>f 

45. s - f 

50. 

y = (x + 2} V x 

a + 5# 

46. r= „ 

51, 

V 1 + 2 x 
y ^1+3/ 
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Encada uno de lossiguientes ejercicios, hallar el valor de — para el valor 

dx 

dado de x. 


52. y — í - x) 3 ; x — 3, 

53. y — x + \f~x\ x — 04. 

54. y = (2x)^: * - 4. 

55. y — V 9 H- 4 jr 2 : ,v = 2. 


56. y = 


57. i/ - 


I 


V 25 - x 3 
a/ Ib -F 3 a 


x = 3, 


; * - 3, 


58 . y — x\f 8 — x ‘ 2 ; x = 2, 

59, y=x*V TTí; x=2. 


Sol. 540. 

X Á a- 

Jí- 


0. 

20 . 


60, 

y = 

<4-**)*: = 3. 

G3. 

í/ = AV 3 T 2 _y; 

x — . 

51 , 

y — 

a-' + 2 . 

i ' v = 2. 

64. 

*- Jí?+¡ : 

v - 2. 





\ ÍA - 1 



y — 

V i - 2 r . T 

55. 

„ - 

A = 3 + 



2 aT1 * i' 


\ |u -A a 



Derivada de una función de función. A veces acón te ce que y 
no se define directamente como función de x, sino que se da como 
función de otra variable v que m define como función de x. En este 
eatíO j y es función de x por intermedio de t* , y se llama función de 
fhnritm. 


Prir ejemplo , si 


y 



entonces y es una función de función, Eliminando v podemos expre¬ 
sar y directamente como función de x } pero , en genera! J este método 

no es el mejor cuando deseamos hallar 

Si y — f(y) y u — (%) j decimos que y es función de x por 

intermedio de v . Entonces, sí damos a x un incremento Ax, obten¬ 
dremos para u un incremento Av y para y un incremento correspon¬ 
diente Ay. Teniendo esto en cuenta, apliquemos la regla general de 
derivación simultáneamente a las dos funciones 

y = /(») y * = ${*)■ 
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Primer paso. ij-\- Ay=/(t>+Af) 
Segundo paso. y+&y=f{v+Av ) 

y =fiy) 


v -j-At 1 = (/> (x + Ax). 
y+Az> = ^ (x+Ax) 
w = <£(x) 


A^=/(^+At»)—/( ü) Ay = <£ (x+Ax) — 4* (x) 

Tercer paso . ^ J(v+Av)-f(v) Av_ _¿(aH-Aa)-^) 

&v Aü 1 Ax Ax 


Los miembros de la izquierda expresan la razón del incremento de 
cada función al incremento de la variable correspondiente, y los 
miembros de la derecha expresan las mismas razones en otra forma. 
Antes de pasar al límite f formemos el producto de las dos razones, 
tomando las formas de la izquierda. Resulta : 


Kn símbuW } 


A y Ac 
Aíj Ax J 


que es igual a -- 


Ay 

Ax 


Ay _ Ay &v 
Ax A v Ax 


í Vakth caso. 
límilr f se obtlene : 


u) 


Cuando Ar igualmente Aff—*0, Pasando al 


dy = dy dv^ 
dx dv dx' 


Según (2), Art. Ib 


Esta igualilad puede también escribirse en la forma : 

(B) = /'(*) ■*'(*)• 


Sí y = f (v) y v = *f>(x) , la derivada de y ron respecto a x es igual 
al producto de la derivada de y con respecto a v por la derivada de v ron 
respedo a x. 


39. Relación entre las derivadas de las funciones inversas. Sea 
una función y dada como función de x según la ecuación 

V = /te). 

A menudo es posible, en e! caso de las funciones que se consideran 
en e s 1 o 1 i b ro, resc> 1 ve r la ec u a c i ón eo n respecto a x y h a 11 a r 

x = j>(y) ; 

es decir, podemos también considerar y como la variable indepen¬ 
diente y x como la dependiente. En este caso se dice que /(x) y <£{?/) 
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son funcionen inversas. Cuando deseamos distinguir la una de la otra , 
es usual llamar función direda la que se dió al principio, y función 
inverna a la segunda. Así , en los ejemplos que siguen , si los segundos 
miembros en la primera columna se loman como las funciones directas ¡ 
en lotices los miembros correspondientes en la .segunda serán respecti¬ 
vamente las funcionen invernas. 

y = ar + 1 , x = ±v' y - I. 

y=a z , x = Jog.i y. 

y = sen x, x- are sen y . 


Ahora derivemos las funciones inversas y = /(x) y x — 4 ( 2 /) si¬ 
multáneamente según la regla general. 

Piumkr paso. y-\-Ay=f(x+Ax) x+Ax =4(?/+ Ay). 

Segundo paso, j/4- Ay = f(x+Ax) z+Ax=<l>(y-\-Ay ) 

y = /(*) * =4(»/) 


Ay = f(x+Ax)-f{x) Ax=<t>(y+Ay)- 4(2/). 


Tkiícku paso. 


Ay = fJ^±Ax)~f(x) Aa_ 4(?/-f-A2/)-4(2/) 

A* Ax ' Ay Ay 


Multiplicando este» rasaines, tomando las formas tle la izquierda , 
lañemos: 

A y Ax _ . 

Aa; Ay ' 

Ay l 
V- 

\tj 


O ir arto paso. Cuando entonces, en general, también 

At/^Ü. Pasando al límite, 


(O 

dy _1_ 

dx tíx’ 

yegún (3), Art. 1 i\ 


dy 


{O) 

H 

*1 

II 

*%i 

^ i—i 



La derivada de la función inversa en igual al recípnnto de la derivada 
de la función directa, 
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40. Funciones implícitas. Cuando se da una relación entre x y y 
por medio de una ecuación no resuelta para y , entonces y se llama 
función implícita de x . Por ejemplo , la ecuación 

(1) x 2 - 4 y = O 

define y corno función implícita de x. Es claro que por medio de osla 
ecuación x se define igualmente como función implícita de y . 

A veces es posible resolver la ecuación que define una función implí¬ 
cita con respecto a una de las variables, obteniendo así una función 
explícita. Así, por ejemplo, la ecuación (1) puede resolverse con res¬ 
pecto a y , obteniéndose 



donde aparece y como función explícita de r. En un caso dado, 
sin embargo t puede ocurrir que semejante resolución sea imposible, o 
demasiado complicada para una aplicación cómoda. 


41. Derivación de funciones implícitas. Cuando y se define como 
función implícita de x, puede no ser conveniente (como hemos dicho 
en el artículo anterior) el resolver la ecuación para obtener y como 
función explícita de x } o x como función explícita de y. 

Entonces para calcular la derivada seguimos la siguiente regla : 


Derivar la ecuación , término a término, considerando y corno función 

dy 

de x, y de la ecuación resultante despejar . 


La justificación de este método se dará en el Artículo 231 En la 
derivada pueden sustituirse solamente los valores correspondientes 
de x y y que satisfacen a la ecuación dada. 


Apliquemos esta regla en hallar ~ en la función 


Tendremos : 

iL 

dx 


ax ñ + 2 x 3 y — y 7 x = 10. 


í +E <ü *■*> - i <»’*> ' i <M» i 


dx 


dx 


fi ax h + 2 x 3 ~ + fi x l y — |/ 7 — 7 xif ~ = O ; 

(2 x* — 7 xy r ' ) ( ~j x = y 1 — fi cix* — 6 x 2 y ; 
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y despejando ^ r resulta : 

dy _ y 1 — 6 ax 5 — 6 x-j/ 
dx 2 x* — 7 xy G 

El estudiante debo notar que, en general, el resultado contendrá 
tanto a x como a y . 


PEOELEMAS 


Hallar í LM. para cada una de las funciones siguientes; 
dx 


1 . y = u = l Hh 2 \/ x . Sol, 

2. y = \/ 2 [i - u 2 t u = x 3 — x. 

0 a — u b — x 

a + « í> + x 

4* y = tiV l¡- — t/‘ t ii -■ \/ I — x 3 . 

5. 15 x = 15 y + 5 y 3 + 5 y*- 

fi, a — y + i/ ■ 

7* i/ 3 = 2 px. 

8. x 2 -f y 2 - r 3 . 

9, b 2 x 2 + a 2 y* = 

10. V^x + A/y — ^/u 

11. *^+,,5'» = A 

12. x* — 3 uxy + y 3 = 0, 

Hallar la pendiente de cada 

19. x 3 + *y + 2 y 2 - 28; 

20 . 

21. 

22. 

23. 

24. 


(3x 3 ~ I). 

d y _ _ 4 ab _ 

dx (u + u) 2 (/) 4- x ) 3 

t/y a~ {2 u 3 — u 3 ) 

* <Jf V'(« 2 - « 2 ) (I - X 7 )“ ' 

tl_y = 1 

Jx i +- y 1 + y 4 * 

dy __ 6 y^* 
dx 3 y)^ -L 2 

13. v 3 +3 x 3 y + y a - r». 

14. a ■(- 2%/ Ay + y = u. 

15. x 3 + u\/ xy -j- y 2 — />-- 

16. x 4 + 4 x a y + y* — 20. 

17. ax a — 3 b z xy + ry 3 = L 



una de las siguientes curvas en el punto dado. 

(2, 3). SoL - 34 ■ 

x 3 — 3 xy 3 + y a — 1 ; (2, — 1) . — /£■ 

n/FÍ + \/T^ = 5: (2. 3). 

x“ — 2\f xy — y- - 52; (8. 2) . 

x a — uxi/ + 3 uy ¿ - 3 a 3 ; (a t íí) . 
x- - xVTy -2 y* = 0; (4, l). 


dy . 
dx 

iy 

dx 


: L*\ 

V X 


■(vk- 2 ") 
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2b. Demostrar que las parábolas y- - 1 px -+■ p 2 y y 2 — p 2 — 2 px se cor* 
tan en ángulo recto. 

26. Demostrar que las circunferencias x 2 4- y 2 — 12 x — b y -j- 25 — 0 y 
x- + y 2 H- 1 x + y = 10 son tangentes en el punto (2, 1) . 

27. ¿Bajo qué ángulo corta la recta y = 2 x a la curva x* — xy +2 y 2 = 28? 

28. Si f (x) y ¡P(y) son funciones inversas, demostrar que la gráfica de 
<f*(x) puede dibujarse construyendo la gráfica de —f( jt) y haciendo girar ésta 
a la izquierda 90 a alrededor del origen. 

PROBLEMAS ADICIONALES 

I* El vértice de la parábola y 3 4 5 6 = 2 px es el centro de una elipse* El foco 
de la parábola es un extremo de uno de los ejes principales de U elipse, y la 
parábola y la elipse se cortan en ángulo recto. Hallar la ecuación de U elipse. 

SoL 4 x 7 + 2 y 2 = p*. 

2 . Se traza un circulo de centro (2 u, 0) con un radio tal que el círculo 
corta en ángulo recto a la elipse h-x 2 + tf^y 2 ~ a 2 b 2 . Hallar el radío. 

Su/. r ü =1 ff a l + t,í). 

4 

3. Se une un punto cualquiera P de una elipse con los focos. Demostrar 
que estas recias Jorman con la normal a la curva en P ángulos agudos iguales. 

4. Demost rae que la recta flx + Ay =* AB es tangente a I a elipse 

+ rtV = 

únicamente si se verifica que fí-y- + A^h 2 = A 2 B 2 . 

5. Hallar h ecuación de la tangente a la curva — uW+R en un pumo 

cualquiera. Demostrar que la parte de tángeme comprendida entre los ejes queda 

dividida en la razón ~ por el punto de contacto, 
n 

SoL myi {x — x0 +■ n.vi (y — yi> = 0. 

6 . Si k es la pendren e de una tangente a la hipérbola h 2 x 2 — a 2 y 2 — a-b 2 * 

demostrar que su ecuación es y = kx ^ V ¿i 3 ^ 3 — b 2 . y que el lugar geométrico 
de los puntos de intersección de las tangentes perpendiculares está dado por La 
ecuación x 3 + y 2 = a 3 — b 3 . 
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CAPITULO V 

APLICACIONES DE LA DERIVADA 


42. Dirección de una curva. Se ha demostrado en el Artículo 28 
que si 

y = /(*) 

es la ecuación de una curva (fig. 8), entonces 
du 

— = pendiente de la tangente a ia curva en FÍJir, 




Rg. 8 


Rg, 9 


La dir envión de una curva en cualquier punto se define como la 
dirección de la tangente a !a curva en este punto. Sea T = inclinación 
de la tangente. Entonces la pendiente — tg r f y 

■— = tg * — pendiente de la curva en cualquier punto P (x, y)> 

En los puntos como D , F r H , donde la dirección de la curva es 
paralela al eje de las x y la tangente es horizontal f se tiene 

r -°; % - » ■ 
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En los puntos como A , B , O , donde !a dirección de ia curva es 
perpendicular al eje de las x y la tangente es vertical, se tiene 

" *= 90° ; luego se hace infinita. 

EJEMPLO 1. Dada la curva y = y — x 2 + 2 (fig,9), halUt: 

a) La inclinación r cuando x — 1. 

b) El ángulo r cuando x — 3. 

c) Los puntos donde la dirección de la curva es paralela a OX. 

d) T os puntos donde r = 45°. 

tí Los puntos donde la dirección de la curva es paralela a la recia 
2 x — 1 y =* ti (recta A B1 * 


Solución. Derivando. ^ - .v a — 2 x tg ?. 
dx 

a) Cuando x = L rg r = 1 — 2 = — 1; luego * = 135°. 

b) Cuando x — 3- tg r = Q — 6 = 3; luego r = 7l° 34L 

t) Cuando r = O, tg ' = 0; luego a 2 — 2 * - O, Resolviendo esta 
ecuación, obtenemos x = O ó 2, Sustituyendo estos valores en la ecuación 


de la curva, hallamos y = 2 cuando a = 0 , y “ y cuando a 


2. Por tanto, 


las tangentes en C (0 T 2) y D^2 ( son para lelas al eje OX, 

d) Cuando “ — 45*', tg : = 1. luego a* — 2 x = 1 . Resolviendu esta 
ecuación, obtenemos x — I =t V 2 — 3,41 y —0.41. que corresponden a los dos 
puntos donde la pendiente de la curva (o de la tangente) es la unidad. 


e) Pendiente de la recta dada = y : luego x- 


2 x = 


Resolviendo. 


obtenemos x 




2 .2Q y '0.29, que son las abscisas de los puntos F y E 


donde la dirección de la curva dada (o de la tangente) es paralela a la recta A£L 


Puesto que una curva tiene en cualquier punto la misma dirección 
que su tangente en este punto, el ángulo de dos curvas en uu punto 
común será el ángulo formado por las tangentes en dicho punto. 


EJEMPLO 2, Hallar el ángulo de intersección de las circunferencias 

(A) ** + *■- 4 * - 1. 

(B) X 2 + y*-2 y = 9 . 

Solución. Resolviendo el sistema formado por estas ecuaciones bailamos 
que los puntos dr intersección son O, 2l y (L — Z) - 

Sea rm = pendiente de la tangente al circulo A en („v. y) * 

V rr ?2 - pendiente de la tangente al círculo £5 en (jr, q) f 
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Entonces de (A) 

resai ta 

.. _ dy 

m \ = 

dx 

2 - x 

U 

según el Artículo 41 

Y de (B) 


= d JL = 

dx 

X 

Según el Artículo 41 


1 - y 

Sustituyendo .ir = 

J, y = 2. 

leñemos; 




m i = — pendiente de b tángeme 3 (A) en (i. 2) * 

FTJa — — 3 — pendiente de la tangente a ÍB) en (3, 2) - 

La fórmala para hallar el ángulo 0 entre dos rectas cuyas pendientes son mi y n?i 
cs r según (21 del Artículo 3 P 


Lg O = J* i - 

i -f- 

__ I 7 

Sustituyendo , Lg ti — 1 ■ - — í; ti - 45'* 

1 + H 

Este es también el ángulo de las dos circunferencias en el punto { i. — 2) ♦ 



y 




Fíg> H) 


Fig, II 



43* Ecuaciones de la tangente y la normal; longitudes de la suV 
tangente y la subnormal* La ecuación de la recta que pasa por el 
punto (xí , yi) y tiene de pendiente m es, según (3) del Artículo 3 } 

y — ffi = m (x — Xi). 

Si esta recta es tangente a la curva AB (fig. 11) en el punto 
Pi(x, y \ ) ? entonces m es igual a la pendiente de bi curva en (xi , yi). 
Si representamos este valor de m por mi , la ecuación de la tangente TP¡ , 
siendo Pi ( 3 : 1 , xi) el punto de contacto , será 

(1) 2 / — r/i = m¿fx — Xi). 

Siendo la normal perpendicular a la tangente, su pendiente es, 
según (2) del Artículo 3 , el valor negativamente recíproco de mi * Y 
puesto que también pasa por el punto de contacto Pi(xi, 1 / 1 ) , tene¬ 
mos, como ecuación de la normal PjX : 

y — yi = — ^-(x —* 1 ). 


(2) 
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Lu porción de tangente comprendida entre el punto de contacto 
y OX (fig, 11) se llama longitud de la tangente (== TPi }, y $u pro 
yección sobre el eje de las x se llama longitud de la subtangente 
{— TM). Asimismo tenemos la longitud de la normal (= P\N) y la 
longitud de la subnormal (= MN) . 

En el t riángulo TPiM , tg - — mi — ; luego : 

(3) TAf * = ~ m~ ~ longitud de la subtangente. 

MN 

En el triángulo MPiN f tg • = m\ — i luego ; 

i 

(4) MN * = ntiMPi = mi í/i — longitud de la subnormal. 

La longitud déla tangente {TPt) y la longitud de la normal [PiN) 
pueden calcularse observando en la figura 11 que una y otra son hipo¬ 
tenusas de triángulos rectángulos cuyos cálelos son conocidos 

Cuando se ha determinado lu longitud de la suhtangente o de la 
subnormal en un punto de una curva, la tangente y ta normal se 
construyen fácilmente. 


PROBLEMAS 


1 . Haltar las ecuaciones de la tangente y la normal y las longitudes de la 
subungeruc, subnormal, tangente y normal en el punto (a, u) de U cisoide 


i/ 1 * J. — (fig- 12). 
2 a — x 


Solución. 


d y = 3 ax* ~ jr a 
dx y (2 a - x) B + 


Sustituyendo x - a, y - a. tenemos 

I JT 3 _ bl 

m% = --—- « 2 = pendiente de la 

a (2 a — n) ¿ tangente. 

Su si i Luyendo en (I), se obtiene 

y = 2 x — a, ecuación de h tangente. 

Sustituyendo en (2) > se obtiene 



2 y = 3 o, ecuación de U normal. 


Fig. 12 


Sustituyendo en (3) t resulta TM * ^ — longitud de la subtangente. 
Sustituyendo en (4) r resulta MN —2a— longitud de la subnormal. 


* Si la subtangente se extiende a Ea derecha de T* Ea consideramos como 
positiva: si a la izquierda, negativa. Sí la subnormal se extiende a Ea derecha 
de M, la consideramos como positiva; si a la izquierda, negativa. 
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Asimismo. PT = \/ (TJIÍ) * + (MP) z = A /—+o a =-£ VT = longitud de 

Y 4 2 la tangente 

Y PN = v'TJWW) 3 + (MP) 1 = %/ 4 a 2 -F n 1 = oVT = longitud 

de la normal 

Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a las curvas siguientes en 
el punto dado. 


y = a 3 —‘3a: 

(2. 2). 

Sol. 9 x — y — 16 — 0. 

A + Q y 

— 20 = 0, 

2 a 4- 1 

y s -s —-— > 

3 “ X 

(2. 5}. 

7jc- tf -9 = 0 ( 

x + 7 y 

1 

Ul 

11 

o 


4» 2 * 2 - xy + y* - 16; (K Z K 

5. y 3 + 2 y -4 * + 4 = 0; (I. -2). 

6 . Obtener las ecuaciones de U tangente y de la normal en {xt* i/i) a la 
elipse h 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 . 

5 o f. b*xix + — a 2 = *iyr (ü 2 — b 2 ) > 

7. Hallar las ecuaciones de la tangente y la normal* y las longitudes 
de la subtangente y la subnormal, en el punto {xt, t/j} de la circunferencia 
* 3 + y 2 = r*. 

Sol. Xix + yiy - r 2 * x¡y — yix - 0 , — — * l - 

*1 

8 . Demostrar que la subtangente de la parábola y- — 2 px es bisecada por 
el vértice, y que la subnormal es constante c igual a p. 

Obtener las ecuaciones de la tangente y la normal, y las longitudes de la sub- 
tangente y la subnormal de cada una de las siguientes curvas en los puntos indi¬ 
cados. 

9. uy — * 2 i (o, d) r SoL 2 .x — y = a, x + 2 y = 3 a t —. 2 u, 

10 . x ! —4 y a =9: (í. 2). 5 a — 8 y = 9. 8 a + 5 y = 50, H 5 , * 

11. 9 x a + 4 y* = 71; (2, 3) . 

12. Ay+y* + 2 = 0; (I. -2). 

13. Calculare! área del triángulo que forman el eje de las x, y la tangente 

y la normal a la curva y = 6 x — x 2 en el punto (5. 5) . 5o/. 42 %< 

14. Hallar el área del triángulo que forman el eje de las y. y la tangente y 
la normal a la curva y- = 9 — a* en el punco (5, 2) . 

Hallar los ángulos de intersección de cada uno de los siguientes pares de curvas. 


16. 

y* - *4- 1. 

* a + W 1 - 13* 

SoL 109° 39'. 

IB p 

y =■• 6 - jt*. 

7 je» + y 2 - 32. 

Sol. En (± 2 t 2), 5 o 54 ; en I 

1. 5). 8-58'. 

17, 

y a 1 , y 2 

- 3 y = 2 x. 


IR. 

A J + í V 1 =■ 

61. 2*’ -y* = 41. 
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Hallar ios puntos de contacto de las tangentes horizontales y verticales de 
cada una de las siguientes curvas. 


in* 

y = 5 x — 2 a 2 . SoL 

Horizontal* (%< * 

20* 

3 t/ J - í) ¡/ - x “ 0. 


Vertical, (—3* l)* 

21 * 

-f 6 xy + 25 s* = 16. 


Horizontal, (3, —1), (—3* 4)* 

22* 

x 2 * S xy + 25 y a = 8í. 


Vertical, (5* -%) , (-5, J{) . 

23, 

X" — 24 xy -E 169 y 3 = 25. 



24. 

im x 2 + II) xy + y 2 - 144. 



25. 

Demostrar que b hipérbola 

X* - 

y 1 ^ i y b elipse 4 x 2 — 71 

cortan en ángulos rectos. 



26* 

Demostrar que el círculo x ¿ 

+ !í* 

= 3 üx y la cisoíde (2 u — x) y 2 = .v ;> 


a) son perpendiculares en el origen; 

b) se cortan en ángulo de 45° en otros dos puntos. (Véase la figura en el 
Capitulo XXVI. ) 


27* Demostrar que las tangentes a la hoja de Descartes x' A -f* t/ 3 — 3 axy en 
los puntos de intersección con la parábola y- ” ux son paralelas al eje de bs t/. 
(Véase la figura en el Capitulo XXVI.) 

28. Hallar La ecuación de la normal a la parábola y — 5 x + x 2 que forma 
un ángulo de 45° con el eje de las x. 

29* Hallar las ecuaciones de las tangentes al círculo + y 2 = ^8 que son 
paralelas a la recta J jr — 7 y = 19. 

30. Hallar las ecuaciones de las normales a la hipérbola 4 x 2 — y 4 = 36, 
paralelas a ia recta 2 x + 5 y = 4. 

31- Hallar las ecuaciones de las dos tangentes a la elipse 4 x a + y a — 72 que 
pasan por el punto (4, 4) . Sol. 2 x + y = I2 f 14 x + y — 60* 

32* Demostrar que la suma de las coordenadas de los puntos de intersección 
con los ejes coordenados de la tangente en un punto cualquiera a la parábola 
jcM + y\4 — ííJj es constante c igual a o. (Véase Ja figura en el Capitulo XX VI* ) 

33* Demostrar que en b hipocicloíde x^ + y5» = la porción de b tan* 
gente en un punto cualquiera limitada por los ejes coordenados, es constante e 
igual a a. ( Véase U figura en el Capítulo XXV L ) 

v 2 . 

34* La ecuación de b trayectoria de una pelota es y — x — , siendo la 

IDu 

unidad de distancia un metro* el eje de las x horizontal y el origen el punto 
desde el cual se lanza la pelota* a) ¿Con qué ángulo se lanza b pelota? 
b) ¿Con qué ángulo dará la pelota contra una pared vertical, situada a 75 m del 
punto de pa rtída ? el Si b pelota rae en una azotea horizontal de Í6 m de alto, 
¿con que ángulo dará en la azotea? d) Si la pelota se ha lanzado desde la 
azotea de un edificio de 24 m de alto* con qué ángulo dacá en el suelo? e) Sí 
se ha lanzado desde ]a cumbre de una cuesta, indinada hacia abajo en ángulo 
de 4*’. ¿con qué ángulo dará en el sudo? 
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35, El cable de un puente colgante (fig. 13) tiene la forma de una parábola 
y está amarrado a dos columnas que distan 60 m la una de la otra. El punto mis 
bajo del cable es 12 m debajo de los puntos 
de suspensión. Hallar el ángulo entre el 
cable y las columnas. 




44, Valores máximo y mínimo de 
una función; introducción. Entre los 


Eig. 14 


valores de una función puede haber 

uno que sea más grande (máximo) o más pequeño (mínimo) que los 
demás. * En muchísimos problemas prácticos importa saber a qué valor 
de la variable corresponde tal valor de la función. 

Supongamos, por ejemplo, que se desea hallar las dimensiones del 
rectángulo de área máxima que puede inscribirse en un círculo de 
5 ern de radio. Consideremos el círculo de la figura 14. Inscribamos 
un rectángulo cualquiera j como BCDE ._ 

Sea CD = entonces DE — V 100 — x 2 ) y evidentemente 3 el 
área del rectángulo es 


,4 = xV 100 — x 2 . 


0 ) 


Debe existir un rectángulo de área máxima ; en efecto , si la base 
CD (= x) se aumenta hasta 10 cm (el diámetro), entonces la altu¬ 
ra DE = V 100 — x 1 disminuirá hasta cero, y el área llegará a ser 
cero. Si ahora se disminuye la base hasta cero, entonces la altura 
aumentará hasta 10 cm y otra vez el área llegará a ser cero. Luego 
es evidente, por intuición, que existe un rectángulo que es el mayor 
de todos. Estudiando la figura con atención podríamos sospechar que 
cuando el rectángulo se convierte en un cuadrado es cuando tiene 
mayor área , pero esto sería una simple conjetura. Evidentemente es 
mejor construir la gráfica de la función (1) y observar cómo se com¬ 
porta . Para ayudamos a trazar la gráfica observemos : 

a) que por ta naturaleza del problema es evidente que x y A deben 
ser positivos, y 

b) que los valores de x varían de cero a 10. 


* Más adelante, en el Artículo 4S, estudiaremos una ampliación del concepto 
de máximos y mínimos, de los cuales una función puede presentar varios de ellos. 
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Construyamos ahora una tabla de valores y tracemos la gráfica, 
tal corno se indica en la figura 15, 



a) so ha trazado con lodo cuidado, podemos hallar con bas¬ 
tan le exactitud el área del rectángulo que corresponde a todo valor 
de x midiendo la longitud de la ordenada correspondiente, Asi ¡ 


cuando x — OM == 3 cm , 

A = MP = 28 ,fi enr , 
y cuando x = 0A r = 4 ,5 cm , 

A — NQ = 39 ,8 en x 2 aproximadamente (hallado por 
medición). 

h) Hay una tangente horizontal (HS ). La ordenada 77/ de su 
pumo de contacto es mayor que toda otra ordenada. Por esto obser¬ 
vamos : Uno de los rectángulos inscritos tiene t evidentemente, una área 
imyor que cualquiera de ¡os otros. En otros términos 9 podemos deducir 
de esto que la función definida por (1) tiene un valor máximo „ No 
podemos por medición hallar con exactitud este valor (— IIT) , ni el 
valor de x correspondiente (= OH) , pero mediante el Cálculo dife¬ 
rencial es facilísimo hacerlo. En efecto , hemos observado que en T la 
tangente era horizontal; luego la pendiente será cero eo este punto 
(Art. 42). Por tanto > para hallar la abscisa de T , hallaremos a partir 
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de (1) la derivada de A con respecto a x, la igualaremos a cero y 
resolveremos la ecuación en x así obtenida. Tendremos : 


( 1 ) A = W 100 — 

dÁ = 100 — 2 s s 100 - 2 z* _ 
dx VlOO — ¡b» ? Vi 00 — z* 

Resolviendo la ecuación se obtiene 

# = 5 V~2 , 

Sustituyendo , obtenemos DE = V 100 — x 1 = 5 V 2 , 

Luego el rectángulo de área máxima inscribo en e! círculo de radio 
5 cm , es un cuadrado de área 

A - CD x DE - 5 V2 x 5 V~2 = 50 cm 2 . 


Por tanto , la longitud de HT es 50. 

Tomemos otro ejemplo. Se ha de construir una caja de madera de 
base cuadrada de 108 dm a de capacidad. La parte de arriba debe ser 

abierta, ¿Qué dimensiones debe tener la 
caja para que la cantidad de material em¬ 
pleada en su construcción sea mínima? f 
es decir, ¿qué dimensiones exigirán el me- 
ñor costo? 



Sean x = longitud del lado de la base 
en decímetros, 

y y — altura de la caja. 

Yernos que hay dos variables, pero 
puede hallarse y en función de x , puesto que el volumen de la caja es 
dado. Así, 

Volumen — x 2 y — 108; / . y = . 


Ahora podemos expresar en función de x el número (= M) de 
decímetros cuadrados de madera que entran en la construcción de la 
caja como sigue: El área de la base =2? dm 2 ; el área de las cuatro 

caras laterales — 4 xy = —dm 2 , Luego : 


Af — x 1 + 


432 

x 
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es la fórmula que da el número de decímetros cuadrados que se nece¬ 
sitan para construir una caja cualquiera semejante a la deseada y con 
capacidad de 108 dm 3 . Trácese una gráfica de (2), como se indica en 
la figura 17„ 


X 

M 

1 

433 

l 

220 

3 

153 

4 

124 

5 

111 

6 

108 

7 

111 

S 

118 

9 

m 

10 

143 



iQué nos enseña la gráfica? 

a) Si se ha trazado esmeradamente, podemos medir la ordenada 
que corresponde a cualquier longitud (= x) del lado de la base 
cuadrada y así determinar el número necesario de decímetros cua¬ 
drados de madera. 

b) Hay una tangente horizontal (Rtt). La ordenada de su punto 
de contacto T es menor que toda otra ordenada. Por esto observamos : 
Una de las cajas necesita evidentemente menos madera que cualquiera de 
las abras. En otros términos 4 podemos inferir que la función definida 
por (2) tiene un valor mínimo , Hallemos este punto de la gráfica con 
exactitud ? empleando el Cálculo diferencial. Derivando (2) para 
obtener la pendiente en un punto cualquiera , tenemos 

dM _ 432 

En el punto más bajo , T, la pendiente será cero. Luego 





















http://carlos2524.jimdo.com/ 


<52 CALCULO DIFERENCIAL 

Resolviendo esta ecuación se obtiene que para x — 6 se necesitara la 
menor cantidad de madera. 

Sustituyendo en (2), vemos que esta cantidad es 

M = 108 dm £ - 1,08 m 2 . 

La existencia de un valor de M menor que todos ios demás 3 se 
deduce también del siguiente razonamiento. Hagamos variar la base 
desde un cuadrado muy pequeño a uno muy grande. Es fácil ver que 
al dividir por 11) el lado de la base hay que multiplicar por 100 la altura 
de la caja para obtener el mismo volumen, y, por consiguiente, 
el área de las caras laterales se hará muy grande y se necesitará mucho 
material para la construcción. Recíprocamente, si se disminuye ía 
altura, es decir, si se aumenta el lado de la base, el área llega a ser 
muy grande y el material empleado también muy grande, Luego, 
tanto si x es muy grande como sí es muy pequeño , el valor de M será 
mucho mayor que para un valor mediano de x. De ah! se sigue que 
la gráfica debe tener un punto , el más bajo de todos, que corresponda 
a las dimensiones que necesitan la menor cantidad de madera y que, 
por esto , exigen el menor costo. 

Ahora pasemos a tratar detalladamente el tema de máximos y 
mínimos. 


45. Funciones crecientes y decrecientes, * Una función y ~ f(x) 
se llama función ármente si y aumenta (algebraicamente) cuando x 
aumenta Una función y — f(x) se llama función decreciente si y dis¬ 
minuye (algebraicamente) cuando x aumenta. 

La gráfica de una función indica 
claramente si es creciente o decreciente 
Por ejemplo , consideremos la gráfica de 
la figura 18. 

Al variar un punto a lo largo tic la 
curva de izquierda a de re cha, la curva 
1 1 sube ' J ; es decir , a medida que la x 
del punto aumenta, la función {= y) 
aumenta. Evidentemente f \y y Ax 
tienen un mismo signo. 

Pot otra parte, en la gráfica de la figura 19, si el punto se mueve 
a lo largo de la curva de izquierda a derecha, la curva * 1 baja r '; es 



* Las demostraciones que se dan aquí se apoyan principalmente en intuición 
geométrica. El tema de máximos y mínimos se tratara analíticamente en el 
Artículo 125. 
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decir, a medida que la x del punto aumenta,, la función (= y) dis- 
ínimiye siempre. Claramente, en este caso Ay y Ax tienen signos 
opuestos. 

El hecho de que una función puede ser unas veces creciente y otras 
decreciente, puede verse en la gráfica (fig. 20) de la curva 


(I) 


?y - 2 x 3 — 9 x 2 + 12 x — 3. 


Sí un punto se mueve a lo largo de la curva de izquierda a derecha , 


r 



Fig. 19 


Fig. 20 


la curva sube hasla llegar ai punto A , baja, desde A hasta B y sube 
a la derecha de B. Luego : 

a) desde x = — «> hasta x = I la función es creciente; 

b) desde x = 1 kasía x — 2 la f Unción es decreciente; 

c) desde x = 2 hasta x = + ce la fundan es creciente l 

En cualquier punto (como C) donde la función es creciente, la 
Iungenle forma un ángulo agudo con el eje de las x, La pendiente es 
positiva Por otra parte, en un punto (comoD) donde la función 
es decreciente, la tangente forma un ángulo obtuso con el eje de lab x. 
y la pendiente es negativa. De aquí resulta el siguiente criterio para 
averiguar el carácter creciente o decreciente en un punto: 

Una función es creciente cuando su derivada es positiva; es decreciente 
cuando su derivada es negativa. 










http://carlos2524.jimdo.com/ 


<34 CALCULO DIFERENCIAL 

Por ejemplo, derivando (I), tenemos 

(2) “ /'(i) = 6 x i - 18 1 + 12 = 6(* - I) (z - 2). 

Cuando x < ] , f f (x) es positiva, y f(x) es creciente. 

Cuando 1 < x < 2 | /' (x) os negativa , y /(x) es decreciente 
Cuando x > 2 , f r (x) es positiva f y f(x) es creciente. 

Estos resultados eoneuerdan con las conclusiones deducidas con 
ayuda de la gráfica (fig. 21). 

46. Máximos y mínimos de una función; definiciones. Un valor 
de una función es un máximo si es mayor que cualquiera de los valores 
que le anteceden o le siguen inmediatamente. Un valor de una función 
es un mínimo si es menor que uno cualquiera de los valores que le 
anteceden o le siguen inmediatamente. 

Por ejemplo , en la figura 21, cís evidente que la función tiene un 
valor máximo MA (= y — 2) cuando x — i , y un valor mínimo 
NB (= y = 1} cuando x — 2. 

El estudiante observará que un máximo , así definido t no es t nece¬ 
sariamente, el mayor valor posible de una fundón , ni un mínimo tiene 

que ser el menor de iodos . * En efecto, 
en la figura 21 se ve que la función (—y) 
tiene valores a la derecha de fí que son 
mayores que el máximo MA 7 y valores 
a la izquierda de A que son menores que 
el mínimo Nlí. 

Si f(z) es una función creciente de x 
cuando x es ligeramente tumor que a, 
pero es una función decreciente de x 
mando x es ligeramente mayor que a , 
es decir, si f f (x) cambia de signo pa¬ 
sando de + a. — al aumentar x a través 
de a, entonces /(x) tiene un máximo 
cuando x — a. Luego, si f*(x J es con¬ 
tinua, debe anularse cuando x = a. 

Así, en el ejemplo anterior (fig, 21) en O, /'(x) es positiva; 
en A , f f {x) = 0; en D , f f (x) es negativa. 



* N, del T, Por psio algunos autores les llaman rvlütioos a estos máxi* 
mos y mínimos. 
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Por otra parte, si f(x) m una función decreciente cuando x es 
ligeramente menor que a, pero es una función creciente cuando x 
es ligeramente mayor que a ; es decir, si f* (x) cambia de signo pasando 
de — a + al aumentar x a través de a, entonces f(x) tiene un 
mínimo cuando x-a. Luego, si /'(x) es continua debe anularse 
cuando x — a. 

Así, en la figura 21, cíi D, /' (x) es negativa ; en B , f f (x) = t) ; 
en E t f*[x) es positiva . 

Podemos Formular, pues, las condiciones generales siguientes para 
máximos y mínimos de f(x ): 

f(x) es un máximo si /'(x) = 0 y /'(*) cambia de signo pasando 
de + a 

f(x) es un mínimo si /'(*) = O y /'(*) cambia de signo pasando 
de — a + . 

Los valores de la variable independiente que .satisfacen la ecuación 
/'( x) = O se llaman valores críticos; así, según (2) del Artículo 45, 
x = 1 y x — 2 son los valores críticos de la variable para la función 
cuya gráfica es la figura 21. Los valores críticos determinan puntos de 
cambio donde la tangente es paralela a OX. 

Para determinar el signo de la primera derivada * en puntos vecinos 
a un punto de cambio , basta sustituir en ella en primer lugar un valor 
de la variable ligeramente menor que el valor crítico correspondiente, 
y después un valor ligeramente mayor. 

Si el primer signo es + y el segundo — , entonces la función tiene 
un máximo para el valor crítico que se considera SÍ el primer signo es 
— y el segundo + , entonces la función tiene un mínimo. Si el signo 
es el mismo en ambos casos, entonces la función no tiene ni máximo 
ni mínimo para el valor crítico que se considera. 

Consideremos, por ejemplo, la función (l) del Articuló 45. 


V = /(x) — 2 — 9 x 2 + 12 x — 3, 


( 1 ) 

Según vimos, 

( 2 ) 


f f (x ) = 6(ar—1) (* - 2). 


Resolviendo la ecuación f f (x) = O, hallamos los valores críticos 
x = 1 , x = 2. Consideremos primero el valor x = 1 . Sustituiremos 
en el segundo miembro de (2) valores de x cercanos a este valor 


* Por to que varemos en el capitulo siguiente, a la derivada f f (x) de una 
función f ( ,v) se le llama también primera derivada. 
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crítico y observaremos los signos de los factores. (Compárese con lo 
visto en el Artículo 45.) 

Cuando x< 1 ? f f (x ) — (—) (—) = +. 
Cuando x > 1, f*{x) ~ (+)(—)=—. 

Luego f {x) tiene im máximo cuando x — 1. Por la 
tabla adjunta vemos que este valor es y — /(l) = 2. 
Veamos ahora lo que ocurre para x = 2. Procede- 
remos como antes, tomando en este caso valores de x próximos al 
valor crítico 2, 

Cuando x < 2 , f* (x) = (+)(_) = _. 

Cuando ^>2, /'(*) = (+}( + ) - -K 

Luego f(x) tiene un mínimo cuando x = 2, Según la tabla anterior, 
este valor es y = /(2) — 1 . 

Estos resultados se resumen en la siguiente regla, que sirve de guía 
im las aplicaciones. 

47. Primer método para calcular los máximos y mínimos de una 
fundón. Regla guía en las aplicaciones. 

Primer paso _ Se. halla la primera derivada de la función . 

Segundo paso. ¿íe ¿guata la primera derivada a cero , // se hallan 
las raíces reales de la ecuación resultante. Estas raíces son ¡os mimes 
críticos de la variable. 

Tercer paso. Se consideran los valores críticos uno por uno, y se 
calculan los signos de la primera derivada^ en primer lugar para un valor 
un poco tumor * que el valor critico y después para un valor un poco 
mayor que él. Si el signo de la derivada es primeramente 4- y des¬ 
pués — , la función tiene un máximo para este valor crítico de la variable; 
en el caso contrario, tiene un mínimo. Si el signo no cambia , la función 
no tiene ni máximo ni mínimo para el valor crítico considerado . 

En el tercer paso ? a menudo conviene descomponer f f {x) en facto¬ 
res , como se hizo en el Artículo 46. 

EJEMPLO L En ei primer problema que se resolvió en el Artículo 44 
vimos, por medio de Id gráfica de Li función 

A = Jr\/ 100-> , 

* En este caso, cuando decimos ' un poco menor' 1 queremos indicar cual^ 
quier valor entre la raÍ2 (valor crítico) que se considera y la raíz inferior a día 
más próxima; y 'un poco mayor' * significa cualquier valor entre la raíz que 
íe considera y la próxima mayor. 


X 

y 

1 

2 

2 
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que el rectángulo de ¿rea máxima inscrito en un círculo de 5 ero de radio tiene 
una área — 50 cm 2 . Ahora podemos obtener el mismo resultado analíticamente, 
aplicando U regla que acabamos de dar. 

Solución, f(x) - x\/ 100- x 2 . 

, , 100-2 x* 

Primer paso. f'(x) = ^===. 

Segundo paso. Resolviendo la ecuación f*(x} = 0, tenemos; 

* = 5^2 = 7.07, 

que es el valor critico. Se toma solamente el signo positivo dd radical, pues- 
ro que el signo negativo carece de sentido por la naturaleza del problema. 

Tercer paso. Cuando x < 5 V* 2, entonces 2 x £ < 100, y f f {x } es H-, 
Cuando x > 5 \/ 2, entonces 2 x 2 > 100. y V (x) es —, 

Puesto que el signo de la derivada cambia de -f a —, la función tiene un 
valor máximo f (5 Vi) — 5\/ 2 ■ 5 V 2 = 50. 

Ejemplo 2. Calcular los máximos y mínimos de U función 
(x - L)* (x + l í a - 



Solución, f[x) = (x — I) 2 (x + l} 3 . 

Primer paso. f f (x) — 2 (x — 1) (x + 1) 3 + 3 (jf — 1) 8 (x + I) a 
- (x - 1) (x + l) a ÍS x - 1) . 

Segunda paso. {x — I ) (x + 1) 2 (í x — 1) — 0. 

Luego x == 1, — l, Ji. son los valotes crírteos. 

Tercer paso. f?{x) — 5 (x — 1) (x + 1) 4 (x — ■ 

Examinemos primero el valor crítico x = ! fC en la figura 22} + 

Cuando x < L T(x) = 5f-> (+)* { + ) - -. 

Cuando x > L f*{x) = 5 (-f) ( + J 2 ( + ) = + ■ 

Luego, cuando x = 1 la función tiene un valor mínimo 
f (I) — 0 ( — la ordenada dt C) , 
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[examinemos ¿hora el valor critico a- = y ( B tn U figura) * 

Cuando jf < Jí. P(x) ■= í ( —) f + ) 3 ( — 1 = + . 

Cuando x > Yüi f*tx] — 5 I. - ) í + ) 11 {+) = —- 

Luego, cuando a- ^ y la función tiene un valor máximo f^y^- 
{ = la ordenada de B) . 

Examinemos, por último, el valor crítico j r = —1 (Á en la figura). 
Cuando x < - I. f*{x) = 5 (—) ( —) 2 ( —) — + * 

Cuando * > - L f{x) = í(-) ( + )- (-) = +- 

Luego, cuando a — la función no tiene m máximo ni minimo. 

48. Máximos o mínimos cuando /'(*) se vuelve Infinita y /(*) 
es continua. Consideremos lit gráfica de la figura 28. En i? o G , f(x) 



es continua y tiene un valor máximo, pero f*{x) se vuelve infinita, 
puesto que la tangente en B es paralela al eje de las y . En E T f(x) 
tiene un valor mínimo y otra vez f f (x) se vuelve infinita. Por tanto , 
en nuestra discusión de todos los valores máximos y mínimos posibles 
de f(x), debemos incluir también como valares críticos Jos valores de x 
para los que f f (x) se vuelve infinita, o lo que es lo mismo, los valo¬ 
res de x que satisfacen la ecuación 

1 


( 1 ) 


/'(*) 


= 0. 


Por consiguiente , el segundo paso de la regla dada en el Arlículo 47 
deberá modificarse teniendo en cuenta lo (pie representa la ecua¬ 
ción (1). Los otros pasos no se alteran, 

En la figura 23 obsérvese que f f (z) se vuelve también infinita 
en A , pera la función no tiene en A ni un máximo ni un mínimo. 

EJEMPLO, Determinar los máximos y mínimas di: la función 

a — 6 (jt — *) H - 
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Solución. 


f í jc) = ti - h [x — c) 

Ib 


t‘\x) - ~ 


3(x- - t) í n 
3 {x — v) L 


/'W 


2 b 



Puesto 4 üd .v — c es un valor critico para el 
que —r-í — O, (y f r (x) = so) , pero para el que 

f f tx) 

f(x) no es infinita. veamos si cuando x — c la función tiene un máximo o 
un mínimo. 

Cuando x < c, f * (x) - +. 

Cuando x > i* f*{x) 

Luego, cuando x = r = OM, (fig. 24) la t unción i i ene el valor máximo 

/ { L ) = a = MF. 


PROBLEMAS 


Calcular los máximos y mínimos de cada una de las funciones siguientes: 


1. 

je 3 — b x 7 + 9 Je. 

5o/, Max. = 4 para jc - L 

Min. =0 para x — 3* 

2, 

10 + 12 x - 3 a* - l aL 

Max, — 17 para x — 1. 
Min, = — 10 para x — — 2 

3. 

2 r 1 + J ^ + 12 - 4, 

No tiene n¡ máximos ni mínim 

2. 

je 3 + 2 ** - 1 5 x - 20. 


5, 

2 jc* — x L 

Min. — 0 para je = 0. 

Max. - l para je = = 1, 

6 

x 4 — 4 x. 

Min. = 3 para _v = 1. 

7, 

x*- X a + 1. 


8. 

1 je 4 — 4 x* — 12 x z . 

Mít». = — 5 para x — — 1. 
Máx. = 0 para x *= 0. 

Min. — — 32 para x =*= 2. 

9. 

je® - 5 x*. 

Máx. = 0 para x =0. 

Min. = — 256 para x — 4. 

10. 

3 * 6 - 20 * 3 - 


11* 

... j 2 a :í 
-V +- 

Muí. — 3 u* para x = u. 


12 , 
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13. 

+K- 

JC- 

Sal. Mín. = 2 a ! para x — a. 

14. 

ax 

Mín. — — para jc **= — a. 

Máx. — p$ para x = a. 


15. 

JC 2 


X + ti 


16. 

JC 2 


x 2 + o 5 *' 


17. 

JC* 4-2 a 2 


x 2 + a 2 ' 


18. 

(2 4- x) 2 (1 -x) 2 . 


19. 

(2 4- jc) 1 {1 - JC) 3 . 


20. 

í+c{j - o)S4. 

Mín. = b para x = a* 

21. 

a — b (jc — r) 

No tiene ni máximo ni mínimo 

22. 

Lj 

+ 

k 

1 

k 

Mín, =0 pa ra jc — I . 

Máx, = 4 = 1 ,6 para x — — 

23. 

x{n 4- x) 2 (a - jc) 3 . 

Máx. = 0 para jc = — a. 


Mín. = — 2 }íi a 6 para x = — % a. 

Máx. — a ñ para x * }i a. 

Para el valor crítico x = a , la fun¬ 
ción no tiene ni máximo ni 
mínimo. 

24. (2 x — a) Y* (jc — a) $&, Máx. = ]^ a para x - % a. 

Mín. — 0 para x — a. 

Para el valor crítico jc = a, la 
función no tiene ni máximo ni 
mínimo. 


25. 

jc + 2 

Max. = Y¿ para x = 0. 


jc 1 4- 2 jc 4- 4 

Mín. = — % para jc — — 4. 

26. 

x 2 4-x 4-4 

Máx. = — 5 para x =* — 3. 


jc 4- 1 

Mín. = 3 para x I. 

27. 

x 2 4- x 4- 4 

Máx. = y% para x = — 2. 


jc 2 4-2 x 4-4" 

Mín. » para x * 2. 

28. 

(x — a) (b — x ) 

Máx = ib - a) 2 para x = 2 ab 

ar J 

4 ah u-|-í> 

29. 

+ b 2 

■ Mr (n + b ) 2 a 2 

fVlin — / para x ~ 

x a — x 

a ü + b 



Max. pera X- a * 

ti a — 5 
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30. (a ~ 3 


ti — 2 x 




49, Problemas sobre máximos y mínimos. En muchos problemas 
debemos primeramente hallar, a partir de los datos, la expresión mate¬ 
mática de la función cuyos valores máximos o mínimos se desean , tal 
como hemos hecho en los dos ejemplos resueltos en el Artículo 44. 
Esto es a veces bastante difícil. Ninguna regla es aplicable en todos 
los casos, pero en muchos problemas podemos guiarnos por las si¬ 
guientes 

Instrucciones generales. 

a) Determinar la función cuya máximo o mínimo se desea obtener. 

b) Si la expresión resultante contiene más de una variable, las 
condiciones del problema proporcionarán suficientes relaciones entre las 
variables para que la función pueda expresarse en términos de una sola 
variable. 

c) A la función resultante se le aplica la regla que se dio en el Ar¬ 
tículo i? para el cálculo de máximos y mínimos. 

d) En los problemas pede [icos, muchas veces se ve con facilidad cuál 
de los valores críticos dará un máximo y cuál un mínimo; en consecuencia , 
no siempre es necesario aplicar el tercer paso. 

e) Conviene construir In gráfica de la función para comprobar el 
resultado obtenido. 

El cálculo de máximos y mínimos puede a menudo simplificarse con 
la ayuda de los siguientes principios, que se deducen inmediatamente 
de lo anteriormente expuesto. 

a) Los máximos y mínimos de mía función continua se presentan 
alternativamente. 

b) Cuando c es una constante positiva f cf(x) es un máxima o un 
mínimo para los valores de x que hacen a f(x) máxima o mínima , y no 
para oíros. 

Por tanto, al determinar los valores críticos de x y al aplicar la 
regla para ver si se trata de máximos o mínimos 7 pueden omitirse los 
factores constantes. 

Cuando c es negativa, cf(x) es un'máximo cuando f(x) es mínima t 
y recíprocamente. 
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c) Si c es constante t f(x) y c + f(x) tienen valores máximos y 
mínimos para los miamos valores de x. 

Por tanto, al hallar valores críticos de x y al aplicar la regla 
pueden omitirle loa términos constantes. 


PROBLEMAS 


1* De una pieza cuadrada de hojalata de lado a (fig, 25) , se desea construir 
una caja r abierta por arriba, del mayor volumen posible* corlando de las esqui¬ 
nas cuadrados iguales y doblando hacia arriba la hojalata para formar las caras 
laterales. ¿Cual debe ser la longitud del lado de los cuadrados corlados? 


Solución. Sea .e - lado del cuadrado pequeño = profundidad de la caja, 
entonces, 

ti — 2 x — lado del cuadrado que forma el fondo de la caja, 
y V = (tí — 2 x) -x es d volumen de íu caja. 

Queremos calcular el valor de x para el cual esta función V es un máximo. 
Aplicando la regla (Art* 47) t tendremos* 


Primer paso. íü = (o - 2 *) a - 4 x <« - 2 *) = ü s - 8 ax + 12 jc ! . 
dx 

Segundo paso. Resolviendo la ecuación tí* — 8 mv -b 12 x 2 = Cl, se obtie¬ 
nen los valores críticos .v = ~ v —. 

1 ti 


Se ve, por la figura 25. que x — -H. da un mínimo, puesto que en esc caso 


toda la hojalata se quitaría y no quedaría material para construir la caja. 

Aplicando la regla, se halla que x — — da el volumen máximo • Luego 

b 27 

el lado de| cuadrado que se ha de cortar es un sexLo del lado del cuadrado dado. 

En este problema y los siguientes, se recomienda al estudiante el trazado de la 
gráfica. 


- 0 - 

h' 

1 

1 

i 

> 

1 

1 

1 

a-a* 

0 

X 



Flg. 25 



2. Suponiendo que ü resistencia de una viga de sección transversal rectan¬ 
gular es directamente proporcional a U anchura y al cuadrado de la profundidad* 
4 cuáles son las dimensiones de la viga de mayor resistencia que puede aserrarse 
de un tronco redondo de diámetro d? 
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Solución, Si x — la anchura y y = U profundidad, entona- 1 * la viga ten- 
dra resistencia máxima cuando la función y* es máxima. De la figura 26 se 
deduce — d 2 — x-\ luego debemos trabajar con la función 


fixy = x id* - x*) - 

Prime í puso, t f (x} — — 2 x ¿ + -- x- = d* — 3 x z . 


Segundo puso , d % — 3 x 2 = 0. 

ponde a un máximo. 


x 


d 

vi 


= valor critico que cortes- 


Por tanto, si la viga se torta de manera que 


profundidad 


= yjj dd di 


iánuílro del i ronco. 


i . 


anchura — * i — de I d i a m f i r o d e í tronco, 


I 


la viga tendrá máxima resistencia. 


3. ¿Cuál es el ancho del rectángulo de área máxima que puede inscribirse ni 
un segmento dado OAA f (fig. 27) de una parábolaf 


SUGESTION. Si OC - h , entonces ÍJC - h - X y PP f = 2 y\ por tanto, 
el arca del rectángulo PDD'P ' es 

2 (h — x) y, 

Pero P es un punto de la parabola y 1 = 1 p.v¡ por consiguiente, la función por 
estudiar es 

fÍJtJ = 2(h ^ x)*t/lpx, Sot. Ancho = J'J h - 



Fig- 27 



Fig. 2S 


4. Hallar la altura del cono de volumen máximo que puede inscribirse en 
una esfera de radio r. 

SUGESTION. Volumen del cono = xx 2 y ffig. 28) . Pero 
x 2 = BC XCD - y (2 r-y) : 
luego la función por tratares 

r(yi = ~ u 3 O r - i/). 


Sol- Altura del cono ^ H r. 
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5. Hallar la altura del cilindro de volumen máximo que puede inscribirse 
en un tono circular recto dado* 


& 



SUGESTION. Sea AC - r y BC = h (figu¬ 
ra 29) . Volumen del cilindro — > 

Pero de los triángulos semejantes ABC y 
DBG , se deduce 


r : x ” h t h — y r 



Por tanto, la función por estudiar es 

n y) -£#(& - y) s * 

Sol. Altura = h. 


6* Sí tres lados de un trapecio miden cada uno 
10 ctn, ¿cuánto debe medir el cuarto lado para que 
el área sea máxima/ Sol. 20 cm* 


7. Se desea construir una valla alrededor de un campo rectangular, y divi¬ 
dirlo en dos parcelas por otra valla paralela a uno de los lados* Sí el área del 
campo es dada, hallar la razón de los lados para que la longitud total de las vallas 
sea la mínima. Sol. %< 


S. Una huerta rectangular ha de proyectarse al lado del solar de un vecino, 
y ha de tener un área de 10300 metros cuadrados. Si el vecino paga la mitad de 
la cerca medianera, ¿cuáles deben ser las dimensiones de la huerta para que 
el costo de cercarla sea para el dueño de la huerta el mínimo? 

SoL 90 m X 120 m* 


9, Un fabricante de radios averigua que puede vender x instrumentos por 
semana a p pesos cada ¡ico, sien des 5 x — 375 — 3 p . El costo de la producción 
es (500 + 15 x +• }í x 3 ) pesos. Demostrar que se obtiene la máxima ganancia 
cuando la producción es alrededor de 30 instrumentos por semana, 

10. Si en d problema anterior se supone que la relación entre x y p es 

JC = 100 - 20 

demostrar que la producción que corresponde a una ganancia máxima es la de 
unos 25 instrumentos por semana, 

11. Si en el problema 9 se supone que la relación entre x y p es 

** - 2 500 - 20 p r 

¿cuántos instrumentos deben producirse cada semana para obtener la máxima 
ganancia ? 

12, El costo total de producir x artículos por semana es (ax* + 4- t) 

pesos, y el precio (p pesos) al que cada uno puede venderse es p = [3 — a*'-*. 
Demostrar que la producción total para la ganancia máxima es 


V a ¿ + 3 a((í-¿) - a 



Nota, En las aplicaciones a la Economía, los números a, b, r. u y fi son 
positivos* Lo mismo ocurre en el problema 14. 
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13, En el problema 9, supóngase que el gobierno imponga un impuesto 
de t pesos por instrumento. El fabricante agrega el impuesto a sus gastos de 
costo y determina la producción total y e! precio en las nuevas circunstancias. 

ü) Demostrar que el precio aumenta un poco menos que La mitad del im¬ 
puesto. 

b) Expres«ir los ingresos debidos al impuesto en función de i, y determinar 
para que valor dd impuesto Ja ganancia es máxima. 

r) Demostrar que cuando se establece el impuesto determinado en (h) , d 
precio se aumenta alrededor de un 33 por ciento. 


14, EL costo total de producción de x artículos por semana es 

fax- + bx -h c) pesos. 

a lo cual se agrega un impuesto de i pesos por articulo, decretado por et gobierno, 
y d precio ( p pesos} a que cada artículo puede venderse es /í — a X. Demostrar 
que el máximo retorno del impuesto se consigue cuando f = Yi (}8 —b) y que 
el aumento del precio de venta sobre el costo es siempre menor que el impuesto. 
Notai Eu aplicaciones a economía, a T b r c t ffl son números positivos. 

15. Una planta productora de acero puede producir por día x Tm de acero 
de segunda clase, y y Tm, por día, de acero de primera clase, siendo 

_y x 

y = ——-—t- ♦ Si el precio corriente del acero de segunda dase es la mitad del 

10 — x 

de primera, demosirar que el máximo beneficio se obtiene produciendo alrededor 
de 3.3 toneladas diarias de acero de segunda clase. 


16. Una compañía de teléfonos halla que obtiene una ganancia líquida de 15 
pesos por aparato si la central tiene i 000 abonados o menos. Sí hay más de 1 000 
abonados, dicha ganancia por aparato imtalado disminuye un centavo por cada 
abonado que sobrepasa ese número. ¿Cuántos abonados darían la máxima ganancia 
liquida? 

Sol. 1 250 . 


17. El costo de fabricar cierto artículo es p pesos, y el número que pueden 
venderse varía inversamente con la potencia enésima del precio de venia. Calcu¬ 
lar el precio de venta que dará la mayor ganancia líquida. 


Sol. _£P_. 
fj — I 


13, Hallar el diámetro de un bote cilindrico de laojalata de un litro de 
capacidad, para que en su construcción entre la menor cantidad de hojalata, 
a) si el bote es abierto por arriba; b) si el bote está tapado. 


SoL q) 



£0 



dm . 


19. El área lateral de un cilindro circular recto es 4it metros cuadrados. Del 
cilindro se corta un hemisferio cuyo diámetro es igual al diámetro del cilindro. 
Calcular las dimensiones del cilindro para que el volumen que queda sea un má¬ 
xima o un mínimo. Determinar si es máximo o mínimo. 

SoL Radio — 1 m, altura = 2 m; máximo. 


20. Hallar el área del mayor rectángulo* con lados paralelos a Los ejes coor¬ 
denados, que puede incribirse en la figura limitada por las dos parábolas 
3 y ~ 12 — x 2 y ó r/ = jc 3 — 12. SoL ió. 
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21, Dos vértices de un rectángulo están sobre el eje de las x* Los Otros dos 

vértices están sobre las rctLas cuyas ecuaciones son y = 1 x y 3 jf + ¡/ = 30, 
^ Para que valor de y será máxima el área del rectángulo? SuL y = b. 

22. Una base de un trapecio isósceles es un diámetro de nn círculo de 

radio ¿i, y los extremos de la otra base están sobre La circunferencia. Hallar la 
longitud de la otra base para que el área sea máxima. Sol. a* 


23. Un rectángulo está inscrito en un segmento de parabola y un lado del 
rectángulo está en la base del segmento. Demostrar que la razón dd a rea dd rec¬ 
tángulo máximo al área dd segmento es “ 7 =. 

V 3 


24. La resistencia de una viga rectangular es proporcional ai producto del 
ancho por el cuadrado de su espesor. Calcular las dimensiones de la viga más 
resistente que puede cortarse de un tronco cuya sección transversal es una elipse 
dt semiejes a f mayor) y b (menor). 


SoL 


Anchura — 1 b 



espesor = 



25. La rigidez de una viga rectangular es proporcional al producto de la 
anchura por d cubo dd espesor. Calcular las dimensiones de la viga más rígida 
que pueda cortarse de una troza cilindrica de radio a. SoL a X 


26. í. a ecuación de la trayectoria de una pe lo La es y — mx 


(m“ + i ) 
200 


tomándose el origen en el punto desde el cual se lanza la pelota, y siendo m la 
pendiente de la curva en el origen; tí) ¿Para qué valor de m caerá la pelota, 
en d mismo nivel horizontal, a la mayor distancia ? b) ¿Para qué valor de ni 
dará a la mayor altura en una pared vertical a La distancia de 75 metros? 

SoL a) 1; b) jf. 


27. Una ventana tiene la forma de un rectángulo coronado de un triángulo 
rectángulo isósceles. Demostrar que si el perímetro es p metros, la mayor can¬ 
tidad de luz entrará cuando los lados del rectángulo sean iguales a los catetos dd 
triángulo. 

28, Dada la suma de las áreas de una esfera y un cubo, demostrar que la 
suma de sus volúmenes será mínima cuando d diámetro de la esfera es igual a 
la arista del cubo. ¿Cuándo será máxima la suma de los volúmenes? 


29. Hallar las dimensiones del mayor rectángulo que pueda inscribirse en la 
elipse iÍ + ií!_= 1. Sol. «VíXbVí. 


30, Hallar el área del mayor rectángulo que pueda construirse con su base en 
d eje de las x y con dos vértices en la curva llamada bruja de Agned cuya eeua- 
8 ^ 

ción es y = —— -(véase la gráfica de la curva en el Capitulo XXVI) 

Jt* -J- 4 a 2 


SoL A uL 


31. Hallar la razón dd arca de Ja menor dvpse que puede circunscribirse .» un 
rectángulo al área del rectángulo. El área de una elipse es n:aíj f siendo tí y h los 
semiejes. SoL x A n - 
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32. Los dos vértices inferiores de un trapecio isósceles son los puntos cuyas 

coordenadas son {— o. 0) y (b. Ü) . Los dos vértices superiores están en la 
curva x 2 + 4 y = 3b. Hallar el área del mayor trapecio que puede trazarse de 
esta manera, SoL 64, 

33. Los radios de dos esferas son a y b y la distancia entre los centros es c, 
¿Desde qué punto P en la recta de los centros A B es v i si ble la mayor área de 
superficie esférica í (El área de una zona esférica o casquete esférico de altura h 
es 2 xrh. siendo r el radio dé b esfera, ) 

% 

SoL — , La -— unidades de superficie, 

^ + b « 

34. Hallar las dimensiones del mayor paralelepípedo rectangular con base 
cuadrada que puede cortarse de una esfera sóHda de radío r. 

Sol. h = i.r'/l r 

35. Dada una esfera de fi cm de radio, calcular la altura de cada uno de los 
sólidos siguientes; 

a) cilindro circular recto inscrito de volumen máximo; 

5) cilindro circular recto inscrito de superficie total máxima: 

c) cono recto circunscrito de volumen mínimo. 

Sol. tí) 4V1 cm : h) b, 31 cm ; c) 24 cm , 

36. Demostrar que una tienda de campaña de forma cónica de capac ¡dad dad a , 

exigirá la menor cantidad de lona cuando b altura ts \/ 7 veces el radio de. b 
base,. Demostrar también que si se extiende la lona en un plano, se obtiene un 
sector circular dé 207° 51*. ¿Cuánta lona se necesitaría para una tienda de ) ni 
de alto. 7 Sol , 24, í m 2 , 

37. Dado un punto del eje de la parábola y 2 - 3 px a una distancia ¡j del 
vértice, calcular la abscisa del pumo de la curva más cercano al punto dado, 

Sol ♦ x — ú — p. 

38. Hallar el punto de b curva 2 y *= más cercano al punto (4, I), 

SoL (2. 2). 

39. Si PQ es el segmento de recta más largo que se puede trazar de P («. b) 
a la curva y — fíx) 4 o el mas corlo, demostrar que PQ es perpendicular a b 
tangente a la curva en Q. 

40. Una fórmula para e! rendimiento de un tornillo es 

j> _ b (1 — h tg H ? 

h + tg U 


siendo tí el ángulo de rozamiento y b el paso del Tornillo. Hallar h para ren¬ 
dimiento máximo. Sol h — sec tí — rg tí 
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41* La distancia entre dos focos caloríficos A y E (fig. 30) cuyas inten¬ 
sidades respectivas son a y b, es L La intensidad tota! de calor en un punto P, 

entre A y B t se da por la fórmula 

A P 8 




b 

0 -*) a ' 


Fig. 30 


siendo x la distancia entre P y A> ¿Para qué 


posición cendra P la temperatura más baja? 


Sol. 


ak i t 


a'i + 6 1 ' 


42. La base inferior de un trapecio isósceles es el eje mayor de una elipse; 
los extremos de la base superior son puntos de la elipse. Demostrar que en el 
trapecio de este tipo de área máxima la longitud de la base superiores la mitad 
de la inferior. 

43. En la elipse b~x 2 H- a 2 y- = a 2 b 2 se ba de inscribir un triángulo isósceles 

cuyo vértice sea el punto (0. i») . Hallar la ecuación de la base correspondiente 
al triángulo de área máxima. 5o/. 2 y 4- b ~ 0. 


44 * Hallar la base y la altura del triángulo isósceles de área mínima circuns¬ 
crito a la elipse b 2 x 2 + tHy 2 - a 2 h 2 , y cuya base es paralela al eje de las x- 

SoL Altura =3 b, base - 2 u\f ] . 

45. Sea P C«r b) un punto en el primer cuadrante de un sistema de ejes rec¬ 
tangulares. Trácese por P una recta que corte las partes positivas de los ejes 
en A y B. Calcular la longitud de O A y de QB en cada uno de tos siguientes 
casos í 

a) cuando el área OA B es mínima; 
h) cuando la longitud AB es mínima; 
r) cuando la suma de OA y OB es mínima; 

¡/) cuando U distancia (perpendicularJ de O a AB es máxima. 

Sal* a) 2 a, 2 h; b) ü + ¿>5^. 

r) a + V^h. b + V^b: d) 0¡t + b \ c * + b -l , 

0 h 


50. La derivada como rapidez de variación* * En el Artículo 23 
la relación funcional 

(1) y = x 2 

dio como razón de los incrementos correspondientes 


( 2 ) 


A y 

A a: 


— 2 x + A®, 


Cuando x — 4 y Ax = 0,5, la ecuación (2) se convierte en 


(3) 



,5 


Llamada también razón dv cambio o cupido de cambio. 
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Luego decimos que la rapidez media de variación de y con respecto 
u x es igual a S ,5 cuando x aumenta desde x = 4 hasta x = 4 ,5. 
En general t la razón 

(A) ^ = rapidez media de variación de y can respecto a x cuando x 
varia desde x hasta x 4 Ax, 

Caso de rapidez constante de variación. En el caso 

(4) y = ax + h } 

t A y 

tenemos, = a „ 


Es decir, la rapidez media ele variación de y con respecto a x es igual 
a a, la pendiente de la recta (4) , y es constante. En este caso, y 
solamente en este caso, el cambio en y (A y), cuando x aumenta 
desde un valor cualquiera x hasta x + Ax, es igual a Ax multiplicado 
fior la rapidez de variación a, 

Rapidez instantánea de variación. Si el intervalo de xa x 4- Ax 
disminuye, es decir, si Ax-H), entonces la rapidez media de la varia- 
ción de y con respecto a x se convierte, en el límite, en la rapidez 
instantánea de variación de y con respecto a x. Por consiguiente, según 
el Artículo 24 , 


(*) 


— — rapidez instantánea de la variación de y con respecta a x 
para un valor definido de x . 


Por ejemplo , de (l) se deduce , 


<fi> 



Cuando x = 4 , la rapidez instantánea de variación de y es 8 uní' 
dades por unidad de variación de Es frecuente que en la igual¬ 
dad (1?) se prescinda de la palabra '' instantánea ■ *„ 


Interpretación geométrica . Trace¬ 
mos la gráfica (fig* 31) de la función 

(6) y = /(x ). 

Cuando x aumenta de OM a ON } en¬ 
tonces y aumenta de MP a NQ. La 
rapidez media de la variación de y con 
respecto a x es igual a la pendiente 
de la recta secante PQ, La rapidez 
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instantánea cuando x = OM es igual a la pendiente de la tan¬ 
gente PT . 

Luego ¿a rapitfes ¿nsíemMnea fie min'acma y en P(x , y) es i^ua/ 
a la rapidez constante de variación de y a lo largo de la tangente en F. 

Cuando x — x Q , la rapidez instantánea de variación de y , o sea 
de f(x) , en (6), es f f (xú ). Si x aumenta ahora de x u a , 

el cambio exacto en y no es igual a f f (xu )&%, a no ser /' (x) constante , 
como en (4). Sin embargo , veremos más tarde que este producto es, 
aproximadamente, igual a ¿\y cuando Ax es suficientemente pequeño 


51» Velocidad en un movimiento rectilíneo. Cuando la variable 
independiente es el tiempo, se presentan aplicaciones importantes. 
Entonces la rapidez de variación con respecto al tiempo se llama 
simplemente velocidad. La velocidad en un movimiento rectilíneo su¬ 
ministra un ejemplo sencillo. Consideremos el movimiento de un 
punto P (fig\ :í2) sobre la recta AB, Sea s la distancia medida de 

_ _ l _ a ^5 p 

A Q P P' Q 

F¡g* 32 


un punió fijo, como O, a una posición cualquiera de P , y sea í el 
tiempo correspondiente (müsciirrido. A cada valor do i corresponde 
una posición de P y. por consiguiente, uim distancia (o espacio) s t 
Luego tí será una función de t , y podemos escribir 

S = /(o. 


Ahora, demos a i un incremento Ai; entonces s tomará un incre¬ 
mento As, y tendremos : 


o 


t ~7 = velocidad media 

At 


de P cuando el punto se mueve de P a P f , en el intervalo Ai de 
tiempo, 81 P se mueve con movimiento uniforme, es decir, con 

velocidad constante, dicha razón tendrá un mismo valor para todo 
intervalo de tiempo , y es la velocidad en cada instante. 

Para el caso general de cualquiera clase de movimiento, sea uni¬ 
forme o no , definimos la velocidad (rapidez de variación de s am respecto 
al tiempo } en un instante cualquiera como el límite de la vaha ¿dad media 
cuando A¿ tiende a cero ; es decir, 

ds 
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La velocidad en un instante cualquiera es, pues, la derivada, del espacio 
can respecto a! tiempo . 

Cuando v es positiva, el espacio s es una función creciente de 
y el punto P se mueve en el sentido AB. Cuando v es negativa , s es 
una función decreciente de t } y P se mueve en el sentido BA (Ar¬ 
tículo 45). 

Para ver que esta definición concuerda con el concepto Físico de 
velocidad que ya tenemos , vamos a calcular la velocidad de un cuerpo 
que cae , al cabo de dos segundos. 

Se ha averiguado experímentalmente , que si un cuerpo cae libre¬ 
mente en el vacío partiendo del reposo a la superficie de la Tierra, 
obedece , aproximadamente , a la ley dada por la fórmula : 

( 2 ) *- 4 , 9 **, 


siendo s = el espacio recorrido en metros r i = el tiempo en segundos. 

Aplicando la regla general (Art + 27) a (2), tendíamos: 

Primer paso. 

a + As = 4,9{< + Aí) a = 4 ,9 i 2 + 9,8 t ■ At + 4,9CA/)*. 

Segundo paso. 

As = 9,8 É- At + 4,9 (At)\ 

Tercer paso* 

As 

~ = 9,8 t + 4,9 Ai = velocidad media durante lado el inter¬ 
valo Aí de tiempo . 

Haciendo l — 2, 

As 

(3) ~ — 19 fi + 4 ,9 At — velocidad media durante todo el inter¬ 

valo Ai de tiempo durante dos se¬ 
gundos de caída , 


Nuestra idea física de velocidad nos dice inmediatamente que (3) 
no nos da la velocidad real al fin de dos segundos; en efecto, aun si 
tomamos A t muy pequeño ; digamos 0 ,01 ó 0,001 de segundo, toda¬ 
vía (3) da solamente la velocidad media durante el pequeño intervalo 
de tiempo correspondiente, Pero lo que sí queremos expresar con la 
idea de velocidad al fin de tíos segundos es el límite de la velocidad 
media cuando At tiende a cero; es decir f La velocidad al fin de dos 
segundos as, según (3), 19,0 metros por segundo. De este modo, 
aún la id ea o rd ina ri a de velo e i d a d que o b tenemo s de la e x p e rt encía, 
implica el concepto de un límite ; según nuestra notación , 


v = lírn 





19 ,G m por segundo. 
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52* Relación entre la rapidez de variación de variables relacio¬ 
nadas* En muchos problemas entran variables que son funciones del 
tiempo. Si las condiciones del problema permiten establecer relaciones 
entre las variables, entonces 9 mediante Ja derivación J es posible hallar 
una relación entre la rapidez de variación de las variables. 

Como guía para la resolución de problemas de esta clase t puede 
usa rsc la sigu i en te regla . 

Primer taso. C o n st ruir una fig t ira g m sea una interp reí a c ión 
del enunciada del problema, y representar por x 3 y f etc. las canti¬ 
dades que varían con el tiempo. 

Segundo paso. Obtener una relación entre las variables implicadas 
que se verifique en un instante cualquiera . 

Tercer paso. Derivar cotí respecio al tiempo. 

Cuarto paso. Hacer una lisia de las cantidades dadas y de las 
buscadas . 

Quinto paso. Sustituir en d resultado de la derivación (tercer 
paso} las cantidades dadas, y resolver con respecto a las que se buscan . 


PROBLEMAS 

1. Un hombre camina ?]/i Km por hora hacía la base de una torre que tiene 
Ib ni de alto. ¿Con que rapidez se acerca a la cima de la torre cuando su distan¬ 
cia de !a base es 24 m ? 

Solución. Aplicando la regla, tendremos: 

Primer paso. Construyamos la figura 33. Sea x la distancia entre el hombre 

y la base de la rorrej y y su distancia de 
la cima, en un instante cualquiera, 

Seporjdo puso . En el triángulo rectán¬ 
gulo de la figura se verifica: 

y 2 = x * -p 324. 

Tercer paso. Derivando, Obtenemos 

2 y 2 x ---. o sea. 
di di 

í n L iy~ = £ —- 

di y dt 

E si o Munífica que en un instante cualquiera se verifica la igualdad: 

Tapida de variación de y - (f) üeces {rapidez de Utíriación du x> 





http://carlos2524.jimdo.com/ 


APLICACIONES DE LA DERIVADA 


83 


Cuarto paso. 


Quinto paso. 


jc = 24 —— — — 7 Vj Km por hora 

d r 

= — 7 íüü m por hora, 

y = \/> + 324 = , 

= 30. dt 

Sustituyendo en (I) f 

ÍSL = --X7S00 m por hora 
dt 30 

= “ 6 Km por hora. 


2 P Un pumo se mueve sobre la parábola ó y - x 2 , de manera que cuando 
x — 6 la abscisa aumenta con una rapidez de 2 m por segundo, ¿Con qué 
rapidez aumenta la ordenada en ese instante? 

Solución. Primer paso . Construimos la parábola (fig.34). 

Según el problema, 6 y — .v 2 . 

6 — 2 jc —, o sea, 

di di 

dy _ x dx 
dt 3 d í' 


■Scgum/o puso. 
7 creer paso. 

(2> 



Esto significa que en un punto cualquiera de la parábola se verifica: 

(rapidez de variación de la ordenada) — (t) (rapidez de variación de la absci&a) 


Cuarto paso. 


= b. 


~ = 2 m por segundo, 
dr 


Qtanto pttso 


y = £? = ó. 7 

Ü í/f 

Sustituyendo en (2), tendremos: 

— s 1x2 - 4 m por segundo. 
dt 3 


Según este resultado, en el punto J J (ó, b) la ordenada varia dos veces más 
rápidamente que la abscisa. 

Sien lugar de ese punto considerarnos el punto P * (—b, ó), el resultado es 
d y 

— — 4 m por segundo; el signo menos indica que la ordenada disminuye 
cuando la abscisa aumenta. 
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3* Una placa circular de metal se dilata por el calor, de manera que su radio 
aumenta con una rapidez de Q,QI cm por segundo* ¿Con qué rapidez aumenta 
el ¿rea cuando el radio es de 2 cm? 

Solución* Sea x = el radío y y — el área. Entonces 

y = kx 2 . 

Í3) ^=2 **í£. 

dt dt 

E* decir, en un instante cualquiera, el área de la placa expresada en centímetros 
cuadrados* aumenta 2nx veces más rápidamente que lo que c! radio aumenta en 
cent immos lineales* 

X = 2. — = 0.01 r ÍM. = ? 

dt dt 

Süítiluyendo en (3), 

^ = 2 k X 2 X 0,01 = 0,04 n cm a por segundo * 



L 



4. Una lámpara de arco cuelga a la altura de 4 metros directamente sobre un 
paseo rectilíneo y horizontal. Si en este paseo un muchacho de I,íÜ m de alto 
anda alejándose de la lámpara a razón de 55 metros por minuto* ¿a razón de 
cuántos metros por minuto se alarga su sombra? 


Solución* Sea x = distancia del muchacho de un punto directamente debajo 
de la lámpara L, y sea y = longitud de la sombra del muchacho. De la ftgu * 
ra 36, se deduce. 

y : y + x — l r 50 ■ 4. 


y - 


l 

5 


x * 


Derivando. 


dy _ 3 d x . 

dt' 5 di * 


es decir* U sombra se alarga con una rapidez igual a los % de la rapidez con 
que *¡e mueve el muchacho, o sea* a razón de 33 metros por minuto. 

5, Un punto se mueve sobre la parábola y- - 12 x. de manera que i a abscisa 
aumenta uniformemente 2 cm por segundo. ¿En qué punto aumentan ¡a abscisa y 
la ordenada a la misma razón? Sol fJ, 6) . 
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6. Hallar los valores de a para los que la rapidez de variación de la función 

x 3 — 12 4* 41 - n 

es cero* 5o/* 3 y 5* 

7. Un buchón se acerca al muelle mediante un cable amarrado a un anillo 

en el suelo del muelle; c! cable se enrolla con un torno situado en la cubierta 
del buchón, a razón de 2*4 m por minuto. La cubierta está 4.5 m debajo del 
nivel del muelle* ¿Con qué rapidez se mueve el bnchón hacia el muelle cuando 
dista de él 6 metros? Sol, 3m por minuto. 

8* Un bote está alado a una cuerda que está arrollada alrededor de un torno 
situado 7 m mas alto que el nivel del pumo en que Ja cuerda está amarrada al 
hotc. El bote se aleja con la velocidad de 3 m por segundo* ¿Con qué rapidez 
se desarrolla el cordel cuando dista 10 m del punto que está directamente debajo 
del tomo y al nivel del agua? Sol. 2,4b m por segundo, 

9* Uno de los extremos de una escalera de 15 m se apoya contra una 
pared vertical levantada en un piso horizontal* Supóngase que se empuje 
el pie de b escalera alejándola de la pared a razón de 0.9 m por minuto, 
a) ¿Con qué velocidad baja b extremidad superior de la escalera cuando su pie 
dista 4 m de b pared? b ) ¿Cuándo se moverán con b misma velocidad bs dos 
extremidades de la escaleta? c) ¿Cuándo baja b extremidad superior de la tsca- 
lera a razón de 1,2 m por minuto? 

So!, o) 0,25 m por minuto; ó) tuanao el pie 
de U escalera dista 7,5 \/2 m de la pared 
c) cuando el pie dista 12 m de b pared. 

10* Un buque navegaba hacia el Sur a una velocidad de 6 millas por hora, 
otro navegaba hacia el Este a una velocidad de 3 millas por hora* A las cuatro 
de la urde el segundo cruzó b ruta del primero en el punto por el que éí'e había, 
pasado dos horas antes, a) ¿Cómo variaba la distancia entre los buques a bt 
tres de b tarde? h ) ¿Cóma a Us cinco de b tarde? c) ¿Cuándo no variaba 
b distancia entre ellos? 

SoL a) Disminuía 2.8 millas por gura: h) aumen¬ 
taba 8,73 millas pQT hora; c) a las 3** I7 m de b 
tarde. 

11* El lado de un triángulo equilátero mide a cmj si aumenta a razón de 
k cm por hora, ¿a razón de cuántos centímetros cuadrados por hora aumenta 
el área ? 

Sol. ¡4 q/tV 3 cm 2 por hora 

12. Las aristas de un tetraedro regular miden 10 cm; sí aumentan 0.1 cm 
por minuto, calcular la rapidez de aumento del volumen* 

13* Si en un cierto instante las dos dimensiones de un rectángulo son a y b 
y su rapidez de variación son m y o, respectivamente* demostrar que la rapidez 
de variación del área es un + bm. 

14* En un cierto instante bs tres dimensiones de un paralelepípedo rectan¬ 
gular son (im, 8m y 10 m, y aumentan, respectivamente, 0,2 m, 0,3 m y 0,1 m 
por segundo, ¿Cuál es b rapidez de variación de! volumen ? 
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15* El período {P segundo?) de una oscilación completa de un péndulo 
cuya Ipngitud es / cm viene dado por la fórmula P = Q,2\/ L Hallar la rapi¬ 
dez de variación del período con respecto a la longitud, cuando t — 22,? cm. 
Por medio de ese resultado calcular el aumento de P correspondiente ai aumento 
de / de 22,5 a 22,8 cm. Sol. 0,021 scg, por cm; 0,0063 segundos, 

16. El diámetro y la altura de un cilindro circular recto son, en un cierto 
instante, 10 cm y 20 cm r respectivamente. Si el diámetro aumenta a razón de 
l cm por minuto, ¿que alteración de la altura mantendrá constante et volumen? 

Sol , Una disminución de 4 cm por minuto, 

17. El radio de la base de cierto cono aumenta a razón de 3 cm por hora y la 
altura disminuye a razón de 4 cm por hora. Calcular cómo varía el área total del 
cono euaudo el radio mide 7 cm y la altura 24 cm. 

Sol. Aumenta a razón de % /tcm 2 por hora, 

18. En cada uno de los ex L re moa de un cilindro de radio r y altura h Se 
coloca un hemisferio de radío r. Si r aumenta a razón de ÍOtm por minuto. 
,'j qué razón debe h disminuir para mantener fijo el volumen del sólido, en el 
instante en que c mide IÜ m y h mide 2U ni? 

19. Desde b boca de un pozo profundo se deja caer una piedra, y después 
de í segundos se deja caer oLra piedra. Demostrar que la distancia entre las pie- 
tiras aumenta a razón de tg cm por segundo. 

20. Un gasómetro contiene 1 ÜOU m 3 de gas a la presión de 300 g por cm a . 
Si la presión disminuye a razón de 3 g por cm" por hora, ¿con qué rapidez 
aumenta el volumen? /Dése por sentada la ley de Boyle: pu — c. } 

Sol, 10 m a por hora. 

21* La ley adiabática para la expansión del aire es PV 1A = C. Si en un 
tiempo dado se observa que el volumen es de 10 m 3 y la presión es de 50 Kg por 
centímetro cuadrado, ¿cuál es la alteración de la presión si el volumen dismi¬ 
nuye un m 3 por segundo? 5o L Aumenta 7 Kg por cm 3 por segundo. 

22. Si y — 4 x — x* y x aumenta uniformemente a razón de }i de unidad 
por segundo, ¿cuál es la rapidez de variación de la pendiente de la gráfica en el 
instante en que = 2 ? Sol. Disminuye 4 unidades por segundo. 

28, Se echa agua en un recipiente hemisférico de 35 cm de diámetro a razón 
de 16 cm 3 por segundo. ¿Con qué rapidez sube el agua, a ) cuando ha lle¬ 
gado a media profundidad: b) en el momento de rebosar? (El volumen de 
un segmento esférico de una base es xrh 2 — }í n b 3 , siendo h la altura del seg¬ 
mento. ) 


24. El gas de un globo esférico se escapa a razón de 1 000 cm 3 por minuto. 
En el instante en que el radio es 25 cm. a) ¿con qué rapidez disminuye el ra¬ 
dio? A) ¿ con qué rapidez disminuye el área de la superficie? 

SoL b) 80cm- por minuto. 
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25. S¡ r represe rúa el radio de una esfera. S la superficie y V el volumen, 

de mu ést resé Ea relación = 4-—. 

di 2 dt 

26. Una vía de ferrocarril cruza una carretera bajo un ángulo de Wl l L Una 
locomotora dista 160 m del crucero. y se aleja de él a la velocidad de 1QÜ Km poi 
hora. Un automóvil dista del crucero 160 m. y se acerca a él a la velocidad de 
50 Km por hora. ¿A qué razón se altera la distancia entre ios dos? 

So !, Aumenta 2% Km por hora ó 25\/ 3 Km por hora, 

27. La longitud de una artesa horizontal es de 2.5 m; su sección transversal 

es un triángulo rectángulo isósceles. Si se echa agua en la artesa a razón de nH 
por minuto. ¿ con qué rapidez sube U superficie del agua cuando d agua tiene 
Yi m de profundidad? So/ 5 cm por minuto. 

28. En el problema 27. ¿con qué rapidez debe echarse el agua en la artesa 
para que el nivel suba de 4 cm por minuto, cuando el agua tiene una profundi¬ 
dad de 75 cm ? 

29. La longitud de una artesa horizontal es de 4 m; su sección transversal 
es un trapecio; el fondo tiene un metro de ancho; el seno del ángulo entre sus 
caras laterales y el plano horizontal es %. Se echa agua en la artesa a razón de 
54 m 3 por minuto. ¿Con qué rapidez sube el nivel del agua cuando el agua tiene 
bG cm de profundidad? 

30. En el problema 29. ¿con qué rapidez se saca agua de la artesa si el nivel 
baja 3 cm por minuto cuando el agua tiene un metro de profundidad J 

31. El segmento que la tangente a la rama positiva de U hipérbola xy “ 4 
determina sobre el eje de las x aumenta 3 unidades por segundo Sea la orde¬ 
nada en el origen GüL Hallar la velocidad de B después de 5 segundos del ins¬ 
tante en que la tangente pasaba por el origen. 

-S OÍ. — 4^ de unidad por segundo. 

32. Un punto P se mueve a lo largo de la parábola y 2 = x de manera que 
su abscisa aumenta de una manera uniforme k unidades por segundo. La pro¬ 
yección de P sobre el eje de las x es M t ¿Con qué rapidez aumenta el área del 
triangulo OMP cuando P está en el punto de abscisa x = ¿i? 

SoL fí hy/ a unidades por segundo 

PROBLEMAS ADICIONALES 

1, Considérense los paralelepípedos cuyas bases son los rectángulos inscritos 
en el área limitada por la parábola y 2 - 16 a; y su lado recto (cuerda trazada 
por el foco* perpendicularmente al eje de simetría) , de manera que un lado 
del rectángulo esté sobre el lado recto de la parábola; las alturas de los paralele¬ 
pípedos son siempre iguales a la longitud del lado paralelo al eje de las a% 
Hallar el volumen del mayor paralelepípedo. 

Soí- ™VT = 71,27. 
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2. Una elipse, simétrica con respecto a los ejes coordenados. pasa por el 
pumo fijo (h t fe) . Hallar la ecuación de la elipse de área mínima. 

So/, fe 2 ** + feV = 2 

3. La curva — 3 xy 4* y' 1 — 0 tiene en d primer cuadrante un bucle simé¬ 
trico con respecto a la recta y = *. Un triángulo isósceles inscrito en d bucle 
tiene su base en la recia x + y = u y su vértice en d origen. Hallar el valor de 
u correspondiente al triángulo de área máxima. 

Sol. Ü (I + y/lí) 2,m. 

d. P es un punió de la curva y = 7 — x 2 * en el primer cuadrante. Por P se 
traza la tángeme a la curva, y sean Ay B los puntos en que corta a los ejes 
coordenados. Hallar la posición de P para que AB sea mínimo. 

Sol, Ordenada = 4 |¿. 

4. El costo de construcción de un edificio destinado a oficinas es de pesos 

50QCH.1 para el primer piso. 5 52 500 para el segundo. $ 55 000 para el tercero, y 
así sucesivamente. Otros gastos (terreno, planos, cimentación, etc,) son de 
$ 350 000. La renta anual neta es S 5 000 para cada piso. ¿Cuantos pisos darán 
vi más alto tipo de interés de la inversión! 1 Sol. \? 

6. Para cierto artículo, el aumento en el numero de kilos consumidos es 
proporcional a la disminución de la contribución sobre cada kilogramo. Si e! 
consumo es m Kg cuando no hay contribución y n Kg cuando la contribución 
es c pesos por kilogramo, hállese la contribución que debe imponerse sobre cada 
kilogramo para obtener el máximo ingreso. 

7- Una cuerda B C de la parábola y = kx 3 y las tangentes AB y AC en los 
dos extremos de la cuerda, forman un triángulo ABC. Si BC se mantiene 
perpendicular al eje de la parábola y se acerca al vértice con una rapidez de 2 uni¬ 
dades por segundo, ¿con que rapidez varía el área del triángulo cuando la cuerda 
BC dista del vértice 4 unidades? 


8. Un tanque cilindrico vertical tiene en su base tui agujero de 3 cm de 
radio. El radio del tanque es de 3Ü tm. El agua se escurre del tanque cotí la 
velocidad dada por la fórmula c' 3 — 2 gh r siendo h la profundidad de! agua y g 
la aceleración de la gravedad. ¿Cuál es la rapidez de variación de la velocidad? 


Sol. 


Disminuye a razón de yg-y cm 


por segundo por segundo. 


9. Una lámpara dista 10 m de una pared, y está colgada a una altura de 3 m 
respecto al eje de un sendero perpendicular a la pared. Un hombre de 1,775 m de 
altura anda por el sendero hacia la pared al paso de un metro por segundo. 
Cuando dista de la pared 3 m, ¿qué tan rápidamente sube la sombra de su cabeza 
por la pared? Sol . 25 cm por segundo. 
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DERIVADAS SUCESIVAS DE UNA FUNCION. APLICACIONES 

53. Definición de las derivadas sucesivas. Hemos visto que, en 
general, la derivada de una función de x es también una función de x. 
Puede ocurrir que esta nueva función sea también derivable; en este 
caso la derivada de la primera derivada se Huma la segunda derivada de 
la función primitiva. Análogamente t la derivada de la segunda deri¬ 
vada se llama la tercera derivada, y así, sucesivamente, hasta la 
enésima derivada Así, si 





Notación Los símbolos para las derivadas sucesivas se abrevian 
ordinariamente como sigue: 



\ d?y d_( d?y\ 
) dx 2 ’ dx\dx 2 ) 



Si V -/(•£), las derivadas sucesivas se representan también por 
la notación 
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En el ejemplo anterior, la notación 

V = 3 x*, y' = 12 x*, y" = 36 x 2 , y'" = 72 x, y™ = 72 
es la más cómoda. 


54. Obtención de las derivadas sucesivas en funciones implícitas. 

d 2 v 

Para mostrar el procedimiento, hallaremos ~ de la ecuación de la 

ax £ 

hipérbola 

(1 ) b 2 x 2 — = a?h 2 

Derivando con respecto a x (Art. 41) ; 


o sea, 
( 2 ) 


O, 


dy _ bhc 
dx ahy 


Derivando otra vez, teniendo en cuenta que y es una función de x l 
resulta: 

„ a 2 yb- — b*xa 2 ~ 
ay _ _ dx 


dx 2 a 4 y- 


dy 

Reemplazando — por su valor según (.2), tendremos. 


dry 

dx' 1 


a~b~y 


\a l y/ 


bKb 2 x ¿ - ah/) 


ah/ 


ah/ 


Pero , según la ecuación dada, b 2 x 2 — ah/ = a 2 b 2 . 

d 2 y _ b* 


dx 2 


ah/ ' 


PBOBLEMAS 


Demostrar cada una de las siguientes derivaciones. 


1 * 

y = 3 - 2 * 3 + 6 x. 

dx* 

= 36 x 2 - 12 jc 




3 b 3 

2 . 

s = V a + Í)í . 

di 3 

8 ( a + bt) 5/i ' 

3 , 


d 2 y 

4 

éi bx 

dx 2 

(éí — bx) ® 
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•i. u = V í 5 + 

y 2 

5. y ~ X - 
(i. s = 
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y) 


rf + X 
l 


2 t -j- 1 


jp3 X 2 

7. fU) 


g. y = 


* + 1 
9. x 2 + v 2 = r 3 . 

10* y- — 4 ax. 

11. ¿¥ + fl V=,¡iR 

12, cíx" -|-2 hxtj + = « I. 

111, *3 -f y* = ]. 

14* x* -+ 2 x’*y 2 — n 1 . 


¿Fu_ 

(a*+»*)*' 
iFy ^ 2 a 1 

itx* (a + x) A 

dh ^ -Q +2) _ 

,/r * af+i)^’ 

_|4 

/ ,v f jc- j =_!=_. 

W í l — Jt) * 

(/"!/ _ 2 (~ 1 )"l.” 

?lx'< (jr+l}*+l' 

d*y _ _ r a 

tf * 3 i/ 3 ' 

<Fy = 4 o- 
rf* 2 y* ‘ 

Fy b* . fFy = _ J ¿ fi C 

f/jF tí“y :i ’ rfx 3 £1%'' 

Fj/ =, *»* ~ 

í/* 2 (/ijr-h&y) 3 

f ¿ _y _ l x 

<fx 2 y* ' 

d*y _ 2 y 1 - *V - ** 

x-y* 


En los problemas 15 a 25, obtener los valorea de y f y y tf par a los valorea 
dados de las variables* 


tes 

rH 

/— , a ~ 
y = Vux+ : 

V ax 

X — U ■ 

5o/, y' 

-*• «"-r? 

16. 

y — y/ 25 <— 3 x; x 

- 3, 

/ 

= “?ii y w “ — íae* 1 

17* 

y = x \/ x s + 9: x 

^ 4. 

u f 

- y" = 

18* 

x 3 - 4 y 1 = 9; jc = 

5. y -2. 

y f 

= /¿i y w ” — Kas* 

19. 

a-=-|-4 xy+y 2 +l = 0; 

x ■= 2. y = - 1 

y f 

ii 

p 

n 

1 

If 


20* 

y 

- (3 - x*)*i x = 1. 

21* 

y 

— ■%/ 1 + 2 x\ x — 4 

22* 

y 

= ^a z + 4: jt-7. 

23. 

y 

* x V 3 x — 2; x = 

24* 

y 2 

+ 2 jcy = 16; * - 3, 

25* 

X 2 

- xy a + y 3 = 8; * - 
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Hallar en cada trni. dt los ejercidos siguientes: 

dx 2 


2C, 

y = A' 3 --i. 

X 

29* 

y — x \f a 3 — x 2 

27. 

X 2 

30. 

V a — 4 xy = 16. 

29. 

1 

n 

II 

Si 

31. 

jtf 3 — 3 axy + t/ 3 - 6^* 

55. 

Sentido de la concavidad de 

una 

curva. Si el punto P(x, y) 


deacribe una cur' f a 7 ht pendiente de la tangente en P varía. Cuando 
la tangente queda debajo de la curva (fig. 37), el arco es cóncavo 
hacia arriba; ai la tangente queda arriba de la curva (fig * 38) t el arco 
es cóncavo hacia abajo. En la figura 37 la pendiente déla tangente 
aumenta cuando P describe el arco AP*. Luego f'(x) es una función 
creciente de Por otra parle , en la figura 38, cuando P describe el 



Fig. 37 Fig. 38 

arco QB la pendiente disminuye, y f f (x) es una función decreciente. 
Por tanto, en el primer caso f /f (x) es positiva y en el segundo caso 
es negativa. De aquí el siguiente criterio para determinar el sentido 
de la concavidad de una curva en un punto : 

La gráfica de y — f (x) es cóncava hacia arriba si la segunda derivada 
de y con respecto a x es positiva; es cóncava kacia abajo si esta deri¬ 
vada es negativa . 

56* Segundo método para determinar máximos y mínimos* En el 
punto A j de la figura 37 . el arco es cóncavo hacia arriba y la orde ¬ 
nada tiene un valor mínimo* En este caso, f f (x) — 0 y j fI {x) es 
positiva. En el punto B de la figura 38, se tiene }*{%) = O y f tf (x) 
negativa. 

Las condiciones suficientes para máximos y mínimos de f{x) corres¬ 
pondientes a valores críticos de la variable son, pues, las siguientes: 

f{x) es un máximo sí /'(*) = O y f f, {x) es negativa* 
f{x) es un mínimo si /'(x) = O y /"(x) es positiva. 
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La regla guía para aplicar este criterio es la siguiente : 

Primer paso . Hallar la primera derivada de la función. 

Segundo paso. Igualar a cero ¿a primera derivada y remlm' hi 
ecuación; las raíces reales son los valores críticos de la variable. 

Tercer paso . Hallar ¡a segunda derivada . 

Cuarto paso. Sustituir en la segunda derivada, en lugar da la 
variable } cada uno de los valores críticos obtenidos . Si el resultado es 
negativo, la función tiene un máximo para este valor critico; si d resul¬ 
tado es positivo f la función tiene un mínimo . 

Cuando f tf {x) = O, o bien no existe, dicho procedimiento no es 
aplicable, aunque todavía puede existir un máximo o un mínimo ; en 
este caso se aplica el primer método , dado en el Artículo 47, que es 
el fundamental. Ordinariamente el segundo método es aplicable; y 
cuando la obtención de la segunda derivada no es demasiado largo f 
este método es, por lo general f el más conveniente. 

EJEMPLO L Apliquemos esta regla para obtener ios máximos y mínimos de 
la función 



que estudiamos en el Artículo 44. 



Solución* 


x 


Segundo puso 


Primer paso. 



x — Ó. valor critico. 


Tercer paso. 
Cuarto pasto. 



Luego 


f (6) = lf>8 s valor mínimo 



EJEMPLO 2. Calcular los máximos y mínimos de U 
función jf 3 — 3 x* — O x + í T utilizando el segundo 
método. 


Solución* 

Primer paso. 


f{x) -x a - 3 x 2 -9 x + í 
CU) 3 3 x s — Ci jt — O, 


Segundo paso, 3 # 3 — ^ ~ 0: 

luego los valores críticos son jt * - l y 1. 


7'creer puso, 
Cuarlo paso. 
De donde 
/"O) - + 12 


C'Uí = ó x -6. 
f n (- 1) - - 12 


Fig. W 


/ (— 1 ) — 10 — ordenada de A = máximo. 
f( 1) = — 22 — ordenada de B = mínimo. 
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PROBLEMAS 

Calcular los máximos y mínimos de cada una de las funciones siguientes: 


1, 

x 3 + 3 x 2 - 2. 

Sol. Máx. =2 para x = — 2, 



Min. = — 2 para x = 0, 

2, 

x 3 — 3 x + 4. 

Máx. — ó para x = — 1. 

Mín. — 2 para x — 1. 

3* 

2 jc 3 - 3 ax 2 + a 3 . (a > 0) 

Máx, = a 3 para x — 0. 

Min, =0 para x = a. 

4. 

2 + 12 * + 3 x 2 - 2 x*. 

Max. — 22 para x — 2. 

Mín. = — 5 para x — — 1, 

G. 

1 '3*4 

3 

Máx. = % para x — 34* 



Mín. — — % para x = — 

G. 

3 x 4 - 4 x* - 12 x 3 + 2. 

Máx. — 2 para x = 0. 

Mín. = — 3 para x 33 — 1 
Mín. = — 30 para x = 2. 

7* 

x 4 “ 4 x 2 + 4. 

Máx, — 4 para x - 0. 

Mín. =0 para x — * y/ 2 . 

3» 

ÜX 

Máx, = Vz para x = u. 

+ a 2 ' 

Mín, = — Yl para x = — ti. 

9* 

x 3 +9 x 1 + 27 x +9. 

lg. r* + * 3 _*\ 

3 4 

10. 

12 a- + 9 x 2 - 4 x 3 . 

11, 

x x (x - 4)2. 

13. x 2 - 2-, 

X 2 

14. 

Se quiere construir una caja rectangular de base cuadrada, abierta por 

arriba. 

Calcular el volumen de la mayor caja que se puede obtener de 1 200 cm 2 


de material. Sol- 4000 cm :¡ . 

15. Se desea construir un depósito rectangular de base cuadrada, abierto por 

arriba. Debe tener 125 m 3 de capacidad. Si el costo de las caras laterales es de 
2 pesos por m 2 , y el del fondo es de 4 pesos por m 2 , ¿cuáles deben ser las dimen¬ 
siones para que el costo sea mínimo? Sol. Un cubo de 5 m de lado. 

16. Un prado rectangular de un jardín ha de tener 72 m 2 de área. Debe 

rodearse de un paseo de un metro de ancho en los lados y 2 m de ancho en las 
extremidades. Si el área total dd prado y del paseo es mínima, ¿cuáles son 
las dimensiones del prado? Sol. 12 metros por ó metros. 

17. Se desea cercar un terreno rectangular de área dada, uno de cuyos lados 
coincide con la orilla de un río. Si no se necesita cerca del lado del río, demués¬ 
trese que se necesitará la mínima cantidad de materiales cuando el largo del terreno 
sea Jos veces el ancho. 
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18. Se quiere construir una artasa (Je una larga pieza rectangular de hojalata, 

doblando los dos bordes hacia arriba de manera que la sección transversal sea rec¬ 
tangular. Si el ancho de la pieza es de 36 cm, ¿cuál debe ser la profundidad de 
la artesa para que conduzca la mayor cantidad de agua? Sai. 9 cm. 

19, Una ventana en forma de un rectángulo coronado de un triángulo equi¬ 
látero tiene 5 m de perímetro. Calcular sus dimensiones para que deje pasar la 
cantidad máxima de luz. 

Sol. £1 rectángulo debe rener 1,17 m de ancho y 74 cm de alto. 


20, Una esfera sólida pesa p Kg, ¿Cuál es el peso del mayor tí!indro ci rcular 
recto que puede cortarse de Ja esfera? 


SoL 



21, El lado {altura oblicua) de un cono circular recto es una constante 
dada u, Calcular la altura correspondiente al cono de volumen máximo. 


Sol. 


V 3 ' 


22. Una aceitera tiene la forma de un cilindro coronado de un cono con 
altura igual a del diámetro. Demostrar que para una capacidad dada, se 
necesita h mínima cantidad de material sí la altura del cilindro es igual a Lt 
altura del cono. 


23. Dada la parábola y- = 8 x y el punto Pió, 0) en el eje. calcular las 
coordenadas de los puntos de la parábola más cercanos a F. 

SoL ( 2 . ± 4 ) . 

un triángulo isósceles dado mide 20 cm y su altura mide 
las dimensiones del mayor paralelogramo inscrito con un 
y con un lado en la base del triángulo? 

Sol. 10 cm por 5 cm. 

25. Un minero desea abrir un túnel desde un punto Á basta un punto fí 

situado 80 m más bajo que A y 240 m al Este de él. Debajo del nivel de A es 
roca; arriba de este nivel es tierra blanda. Si el costo de la construcción del túnel 
es 30 pesos por metro lineal en tierra y 73 pesos en roca, hállese el costo del 
túnel, So/. 12%0 pesos. 

26. Según una ordenanza, el área del papel de un cartel no debe ser mayor de 
2.25 m a . Se desea que las márgenes sean de 15 cm arriba y abajo y de 10 cm a la 
derecha y a la izquierda. ¿Que dimensiones darán la máxima área impresa? 

Sal . 1,837 m por i .225m, 

27. Una corriente eléctrica fluye por una bobina de radio r y ejerce una 
tuerza F sobre un pequeño imán. El eje del ¡mán está en una linea que pasa 
por lJ centro de la bobina y perpendicular al plano de ésta. La fuerza viene 

dada por la fórmula F = - tt< siendo x la distancia desde el centro 

rjf la bobina hasta el imán. Demostrar que F es máxima para x = J4 r- 


24. La base de 
8 cm . ¿Cuáles son 
ángulo - are tg fj¡ r 
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57. Puntos de inflexión. Un punto de inflexión en una curva es 
iñ que separa arcos que tienen su concavidad en sentidos opuestos 
(véase el Art. 55). 

En la figura 40 , B es un punto de inflexión. Cuando el punto que 
describe una curva pasa por un punto de inflexión , la segunda derivada 
cambiará de signo en ese punto } y si es continua debe anularse. 
Luego t necesariamente, se verifica la siguiente igualdad : 

(l) En puntos de inflexión, f tf (x) = 0. 


Resolviendo la ecuación que resulta de (1), se obtienen las abscisas 
He los puntos de inflexión . Para determinar el sentido de la concavidad 
cerca de un punto de inflexión s basta calcular f"(z) para un valor 

de x un poco menor que la abscisa en 
ese punto y después para un valor un 
poco mayor que ella. 

Si cambia de signo, tenemos 

un punto de inflexión, y los signos que 
obtenemos determinan si en la vecindad 
del punto la curva es cóncava hacia arri- 
ba o hacia abajo. 

El lector debe observar que cerca de 
un punto donde la curva es cóncava 
hacia arriba (como en A ) la curva está arriba de la tangente, y en 
no punto donde la curva es cóncava bacía abajo (como en C) la curva 
está debajo déla tangente. En un punto de inflexión (como en B ), 



es evidente que la tangente atraviesa la curva. 

A continuación damos una regla para hallar los puntos de inflexión 
de la curva cuya ecuación es y = f(x ). La regla comprende también 
instrucciones para examinar el sentido de la concavidad. 


Primer paso. Se halla f"(x). 

Segundo paso . Se iguala a cero f" (x) , se resuelve la ecuación resul¬ 
tante y se consideran las raíces reales de ¡a ecuación + 

Tercer paso. Se calcula f"(x), primeo para miares de x un 
poco rumores y después un poco mayores v que cada una de las raíces 
obtenidas en el segundo paso. Si f"(x) cambia de signo , tenemos un 
punto de inflexión , 

Cuando f"(x) es positivo, la curva es cóncava hacia arriba .* 
Cuando f"(x) es negativo r la curva es cóncava hacia ahajo ^ . * 


* Uiu manera de recordar fácilmente esu regla es tener presente que una 
vasija que («ene la forma de U curva cóncava hacia arriba retendrá ( + } agiu, y 
que una cóncava hacia abajo derramará ( —) agua. 
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A veces conviene descomponer en factores antes del ter¬ 

cer paso 

Se supone que f f (x) y f tf (x) son continuas. La resolución del 
problema 2 que damos a continuación enseña cómo se discute un caso 
donde /*{$) y son infinitas, 

PROBLEMAS 

Hallar los putiros de inflexión y el sentido de la concavidad de las siguientes 
curvas; 


1. i/ = 3jc; 4 ~”4jr 3 +! 

Solución* / (jt) = 3 x* — 4 x 3 4- L 

Primer paso- f ff {x) ~ 36 x 2 — 24 x. 

Segundo paso. 36 x 2 — 24 x — 0. 

A x =* Y% y x — O son las raíces. 
Tercer paso. f ft (x) = 36 x {x — /í¡) * 

Cuando x < O, f tf { x ) — 
Cuando % > x > 0. f ri (x) = -- 



Luego la curva es cóncava hacia arriba a U izquierda de x *= O [A rn \a 
figura £ H )■ y cóncava hacia abajo a la derecha de ese punco. 


Cuando O < x < %, f ff {x) = — ♦ 
Cuando x > Jí, f tf ( x) — -E ■ 

Llitigo !a curva es cóncava hacia abajo a la izquierda de x = 


2 

3 


( B en la fL 


gura 41 ) y cóncava hacia arriba n la derecha de ese punto. 

Por tamo, los pumos A (0, I) y Bi%, 'Vari son puntos de inflexión 
Evidentemente U curva es cóncava hacia abajo emre A < 0. 1) y ftf Vi 1 Vi r I , 
y cóncava hacia arriba en lodos sus puntos situados a la izquierda de A y a la 
derecha de /i. 
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2* J 4 aliar los puntos de inflexión y el sentido de la concavidad de la curva 


(y -2)*- <*-*)■ 



vivada como la segunda 
Terror poso* 


Solución. 
Primer paso. 


y ” - + (* — 4) 


-4^. 




-?3 


rf.v* 9 1 


— 4) 


Secundo pasto* 

Cuando x = 4, unto la primera 
se vuelven infinitas* 

Cuando x < 4, Í-K = + * 
íLv 2 


de- 


Cuando x > 4, = — * 

tí je 2 

Luego, podemos concluir que la tangente en (4, 2) es perpendicular al eje 
de las x; que a la izquierda de (4, 2) U curva es cóncava bada arriba, y que 
3 U derecha de (4, 2) es cóncava hacia abajo. Por tanto, (4, 2) es un punto 
de inflexión* 


3. i/ — x~- 

4. y = 5 - 2 jc - 

5. y = *+ 

ü» i/ = arL 


SoL Cóncava hacia arriba en todos sus puntos. 

Cóncava hacia abajo en todos sus puntos. 

Cóncava hacia abajo a la izquierda y cón¬ 
cava hacia arriba a U derecha de (ü, 0) . 

Cóncava hacia arriba en todos sus puntos. 


7. y = 2 x^ — 3 x 2 — 3C»jf+ 25- Cóncava hacía abajo a la izquierda y cón¬ 
cava hada arriba a la derecha de x = |£* 

ñ. y — 24 jf 2 — jcL 9, y — x + —. 10. y = x* + -L. 

x x 


58* Método para construcción de curvas dadas por su ecuación* 
El método elemental de construir una curva cuya ecuación se da en 
coordenadas rectangulares, me Lodo al que ni estudiante está ya acos¬ 
tumbrado , consiste en despejar de la ecuación una de las variables, 
y (o x) , dar valores arbitrarios a x (o y) t calcular ios valores corres¬ 
pondientes de y (o a;), señalar en el papel los puntos respectivos, y 
trazar por ellos una curva suave ; él resultado será una aproximación a 
la curva deseada Ese procedimiento es en todo caso muy laborioso ; 
y cuando la ecuación de la curva es de grado superior al segundo, 
puede ser que no sea posible despejar de la ecuación el valor de 
y o de x Ordinariamente, todo lo que se desea es tener una idea 
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de la forma general de una curva, y el Calculo diferencial nos suminis¬ 
tra métodos para poder determinar la forma de una curva con muy 
poco cálculo numérico* 

La primera derivada nos da la pendiente de la curva en cualquier 
puntó; la segunda derivada determina los intervalos dentro de los 
cuales la curva es cóncava inicia arriba o hacia abajo, y los puntos de 
inflexión que separan estos intervalos; los puntos donde hay máximo 
son los puntos altos de la curva, y los puntos donde hay mínimo son los 
puntos bajos. Como guía en su trabajo puede el estudiante seguir la 
regla siguiente: 

Regla para construcción de curvas, empleando coordenadas rectan¬ 
gulares. 

Primer paso * Se halla la primera derivada; se iguala a cero y se 
resuelve la ecuación resultante al objeto de hallar las abscisas de los puntos 
máximos y mínimos . 

Segundo paso * Se halla la segunda derivada ; se iguala a cero y se 
resuelve la ecuación resultante a fin de hallar las abscisas de los punios de 
in flexión. 

Tercer paso . Se calculan las ordenado 1$ de los puntos cuyas absci¬ 
sas se hallaron en los dos primeros pasos. Se determinan tantos otros 
puntos como se necesiten para tener una noción suficientemente clara de la 
curva , Se construye una tabla tal como la que damos en el problema qm 
se resuelve a continuación . 

Cuarto paso . Se señalan en un papel los puntos que se han deter¬ 
minado, y se bosqueja la curva de manera de hacerla corresponder con los 
resultados de la tabla . 

Si el cálculo da valores grandes para las ordenadas, es mejor redu¬ 
cir la escala en el eje de ks y de manera que la forma general de la 
curva se muestre dentro de los límites del papel. Debe emplearse 
papel cuadriculado* Los resultados deben arreglarse en forma de 
tabla, como se lince en los problemas resueltos. En esa tabla los 
valores de x deben ordenarse de modo que sean algebraicamente 
crecientes r 


PROBLEMAS 


Construir Us siguientes curvas* empleando l«i regla «interior. Hallar t,im* 
bikin las ecuaciones de la tangente y la normal en cada pumo de inflexión* 

1, y = x li — 9 X* -f ?4 jt - / . 
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Solución, Siguiendo la regla dada en la página anterior, tendremos; 

Primer paso , y* — 3 — 1S x -p 24, 

3 * 2 - 18 jc + U = O, 

x = 2, 4 , 

Segundo paso. y' f — 6 x — 18 , 

6 * - 18 = Ü. 



Tercer puso. 


= 3 , 


X 

y 

y' 

y" 

Observaciones 

Sentido 

de la concavidad 

0 

2 

— 7 

13 

+ 

0 

- 

máx. 

| hacia abajo 

3 

11 

— 

0 

pt. de infl* 


4 

9 

0 

+ 

mín. 

[ hada arriba 

ó 

29 

+ 

+ 




Cuarf o paso. Marcando los puntos y bosque- 
Fig, 43 jando la curva, obtenemos la figura 43. 

Para hallar las ecuaciones de la tangente y la ñor* 
mal 3 la curva en el punto de inflexión Pi(3. 11), aplicaremos las fórmulas 


y 

{2) del Articulo 43- 

Se obtiene 3 x + y = 20 para la tangente y 

— X 

= 30 para la normal. 


2, 

3 y = jc® — 3 x 

2 - 9 j 

*r + 11. 


SoL 

Máx, 

( —L l %)\ niin + (3, - l %) : punto de infle- 



xión. 

(l r 0) ; tangente. 4 x + y - 4 — 0; normal, 



x — 4 

y - 1 - 0, 

3* 

6 y = 12 — 24 . 

x- - 13 

x 5 — 2 x 3 . 


So/. 

Máx. 

(—! * 2 %) ; min. (-4, — %) ; punto de Ínfle- 



xión, 

( — 54- 

4. 

y = x* — 8 x 2 . 




SoL 

Máx, 

(0 T 0) ; mín. (±2, —Ib); puntos de infle- 



xión 

(*54^1, - s %). 

5, 

y ~ 5 x — x s . 




SoT 

Máx. 

{ L 4) ; mín, ( — 1, — 4) : p u n t o de i n f lex i ón * 



fO. 0) . 

6« 

t X 

y * 2 + 3 ' 




So/. 

Máx. 

(v / 3 t V3); mín. ( — V 7 3 , -V 3); pun- 



tos de 

in fie xión ( — 3, — 54), (0, 0), (3, J£) . 

7, 

y = x 3 + 6 .v 2 


9. 3 y = 4 x 3 “ 18 x 3 + ! 5 x. 

S, 

y = 4 + 1 .V - 

xL 

10, y = U - fl) 3 + b. 
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11. 

12 y = (jc - i) 4 — 24 (jc — 1 > 

19. 

ü 2 y 

= *3 + «1. 

12. 

y = x*(9 - x 2 ). 



X 

13. 

14. 

y = 2 x 5 — 5 x 2 . 

y = 3 x* — 5 x 3 . 

20. 

a 2 y 

- 

X 3 

15 * 

y - x 5 — 5 x*. 

21. 

y = 

8 u 3 

x' 2 + 4 a 2 ' 

16. 

y = X ( X 2~4)K 

22. 

y « 

X 

17. 

ay = x 2 + ^. 

(* + a) 2 


X 2 





-i _3 

23. 

x ¿ y 

= (a: 2 

18. 

ay = x* + 





X 

24. 

x 3 y 

-f i 


10 1 


59* Aceleración en un movimiento rectilíneo. En ei Artículo 51 
hemos definido la velocidad en un movimiento rectilíneo como la rapi¬ 
dez de variación de la distancia can respecto al tiempo. Ahora defini¬ 
mos la aceleración como la rapidez de variación de la velocidad con res¬ 
pecto al tiempo. Es decir } por definición , 


U) 


Aceleración = a 


dt' 


De (C), del Artículo 51 , obtenemos también, por ser = , que 


(*) 


a 


d ! s 

dt*' 


Según los Artículos 45 } 47 y 56 , tenemos los siguientes criterios que 
se aplican a un instante t = U . 

Si a > Oj v aumenta (algebraicamente). 

Si a < O, v disminuye {algebraicamente). 

Si a > O y v — O, s tiene un valor mínimo. 

Si a<0 y y = 0, 8 tiene un valor máximo. 

Si a = O y cambia de signo de + a — (de — a +) cuando t 
pasa por 4, entonces v tiene un valor máximo (mínimo) cuando t = fa 


En un movimiento rectilíneo uniformemente acelerado , a es cons¬ 
tante* Así j en el caso de un cuerpo que cae libremente bajo la acción 
de la gravedad, a = 9 ,$ m por segundo por segundo. Es decir, 
según (2) del Artículo 51, 

8 = 4,9í s , s = ^ = 9,8¡, a = ^ = 9,8. 




http://carlos2524.jimdo.com/ 


102 CALCULO DIFERENCIAL 

PROBLEMAS 

1* Se ha averiguado, experimental me rué, que si un cuerpo cae libremente 
desde el reposo en el vacío, cerca de la superficie de la Tierra, obedece aproxi¬ 
madamente a la ley $ = 4,9 í 2 , siendo s el espacio (la altura) en metros, y t 
el tiempo en segundos* Calcular la velocidad y la aceleración, tí) en un ins¬ 
tante cualquiera; h) al final del primer segundo; c ) al final del quinto 
segundo* 

Solución. (1) s- = 4,9 t 3 . 

o) Derivando, = 9,8 t, 

dt 

o sea* según (C) del Art, 51, (2) o — 9,8 í m por segundo* 

Derivando ota vez, ~ = 9,8, 

dt 

osea, por (A) del artículo anterior, (3) a = 9*8 m por (seg.) 2 , 

lo que nos dice que Ja aceleración de un cuerpo que cae es constante; en otros 
términos, la velocidad aumenta 9,8 m por segundo en cada segundo que cae. 

b) Para hallar v y a al final del primer segundo, bastará sustituir t = 1 
en (2) y (3). 

T endremos; 


v — 9,8 m por segundo, a — 9,8 m por (seg,) 2 * 

c) Para hallar v y a al final dei quinto segundo, sustituiremos t = 5 en 
(2) y (3). 

Emonees, u 1 = 49 m por segundo, a — 9,8 m por (seg. ) 2 * 

Dadas las siguientes ecuaciones de movimientos rectilíneos, calcular el espacio 


recorrido, 1 

la velocidad y la 

aceleración e 

n el instante 

indicado 



2. 

s — 

4 í 2 — h i; t s 

- 2. 

SoL s — 

4. o = 

10* 

a =* 8* 

3. 

s — 

120 t ~ 16 f*: 

t = 4, 

a — 

224, o * 

= - 

8. ci - - 32 

4* 

X = 

32 t - 8 r 2 : t 

* 2. 

*v = 

32, v - 

= 0. 

a = - 16. 

5* 

y - 

6 r a — 2 f 3 ; t 

- L 

y * 

4, o = 

6, 

tí - 0. 

6 * 

s = 

' ; t-2. 

i + 1 


s — 

X- O - 

; X. 

tí = — y oí- 

7* 

X = 

16 f 2 - 20 r + 

4; t = 2, 





8- 

y = 

o 

o 

1 

*. 

1 

00 

2 ; f = 3. 





y. 

s — 

rz- , 10 

V í r +_ 

Vs t 

; f = y. 





10, 

s = 

VTT+2; í 

- 2. 
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En los siguientes problemas, calcular la aceleración en el instante indicado. 

11. ü = 80 - 32 t; f = 0. Sol * -32, - 

13. u = —± — ; , = í. 

12. t; = 4 í* — 10 r; t = 2. 6. t + 1 

Dadas las siguientes ecuaciones de movimientos rectilíneos, calcular el espa¬ 
cio recorrido y La aceleración en el instante en que la velocidad se anula por pri¬ 
mera vez, 

14* s = 16 t* - 64 i +64 
15. s = 120 t ~ 16 t 2 . 

16- s = 3 cH - f 3 , 

IB* Una pelota que se lanza directamente hacia arriba se mueve según la ley 

s = 25 t - 5 f 2 , 

si s se mide en metros y t en segundos. 

Hallar: a) su posición y velocidad después de dos segundos y después de 
Lres seg un dos; b ) hasta qué al tu ra ascenderá : c) a qué dista ncí a se moverá 
en el cuarto segundo. 

19* Sí la ecuación de un movimiento rectilíneo es s — \/ f + 1, demués¬ 
trese que la aceleración es negativa y proporcional al cubo de la velocidad. 

20. La altura (s m) alcanzada en t segundos por un cuerpo lanzado ver¬ 
ticalmente hacía arriba con velocidad de i?i m por segundo, está dada por la 

fórmula s = wt — gt 2 . Obtener una fórmula para la mayor altura que el 

cuerpo alcanza. 

21. En el problema anterior, supóngase vi = 50, g = 10. Calcular: 
a) la velocidad al final de cuatro segundos y al final de seis segundos: b) la 
distancia recorrida durante el cuarto segundo y durante el sexto. 

22* Un coche hace un recorrido en 10 minutos, moviéndose según la ley 
s — 100 t 2 — ~ , midiendo t en minutos y s en metros, a) i Qué distancia 

recorre el coche ? b) ¿Cuál es su velocidad máxima? c) ¿Qué distancia ha 
recorrido el coche cuando alcanza su velocidad máxima? 

Sol. a) 5 000 m; b) 770 m por minuto: c) 2 773 m 

PROBLEMAS ADICIONALES 

1. Construir la curva (4 — 2 x + X a ) y = 2 x — x 2 , y hallar las ecuacio¬ 
nes de la tangente y la normal en cada punto de inflexión. 

ÓoL Max. (I, Y¿) . Punto de inflexión (0 r 0): tangen¬ 
te, x “ 2 y = 0; normal. 2 x -j- y = 0. Punto de 
inflexión (2, 0) ; tangente* x -J- 2 y — 2 *=■ 0: nor¬ 
mal, 2 x — y — 4 — 0* 


17 . $ - 5 í + 


Sol. a =* 0 , a « 32 . 
20 


t + 1 
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2* Cierta curva (la tractriz) es tal que h longitud de cada tangente desde su 
punto de contacto P(x, y) hasta su intersección A con el eje de las x es la 
constante c(AP = c) . Demostrar: 

. dy _ *= y <Pg ^ _cf y __ 

a) dx- virzr ^ 2 ‘ b > dx* (c*-!/*)*• 

3. Determinar el valor de k de manera que las normales en los puntos de 
inflexión de la curva y = k{x' ¿ — 3) ¿ pasen por el origen. 

S ° L * = 4Vf' 
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DERIVACION DE FUNCIONES TRASCENDENTES. APLICACIONES 

Ahora consideraremos funciones como 


sen 2 x, 3*, log (1 + x 2 ), 


que se llaman funciones trascendentes para distinguirlas de las funciones 
algebraicas que hemos estudiado hasta aquí. 

60. Fórmulas de derivación; lista segunda. Las siguientes fórmu¬ 
las , que se agrupan aquí para referencia cómoda, se demostrarán en 
este capítulo. Estas y las dadas en el Artículo 29 abarcan todas 
las fórmulas para derivadas que se emplearán en este libro. 


X 



Xa 



XI 



XI a 



XII 



XIII 


5*<“" " “ s “S • 



dv 


XIV 


- sen v d~x 
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XV 

XVI 

XVII 

XVIII 

XIX 

XX 

XXI 

XXII 

XXIII 

XXIV 

XXV 

XXVI 


é ,tg »> 

á (ctg "> 


, dv 

-stc-v Tx . 


= — CSC- V 


dx 


rfr 
dx 

. . dv 

(sec a) = sec v tg . 




rfl' 

esc u ctg tí¡j- 


-r-vers d = sen v 
dv 


dv 
dx ■ 


^ (are sen y) = 


dv 

dx 


■¿fe (are eos v) = — 


Vi- V 1 

dv 
dx 


V i - v ¡ 

de 
dx 


dx í arc T?" 


^(arc ctg v) = - 


(are sec a) 


^(are ese a) = — 


(are vers a) = 


dv 

dx 


1 + v 1 ' 



V 2 v — v*‘ 


61. El número e. Logaritmos naturales. Uno de los límites 
importantes es 

j_ 

(1) Km (1 + *)* = 2,71828... . 

i—>o 
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Este límite se representa por e * Demostrar rigurosamente que tal 
límite e existe, queda fuera del propósito de este libro, Por ahora 
nos contentaremos con trazar el lugar geométrico de la ecuación 

(2) y = (1 + xf 

y hacer ver , por la gráfiea , que cuando O la función (1 + x) x (= y) 
toma valores en la vecindad de 2 ,718. *, y que e = 2,718. ,. , apro¬ 
ximadamente * 

Por la tabla adjunta vemos que cuando x —> O por la izquierda, 
y disminuye y tiende hacía e como límite, y cuando x —> O por la 
derecha, y aumenta y tiende igualmente hacia e como límite* 


X 

y 

X 

y 

10 

1,2710 



5 

1,4310 



2 

1,7120 



1 

2,0000 



0,5 

2,2500 

-0,5 

4,0000 

0,1 

2,5937 1 

-0,1 

2,8680 

0,01 

2,7048 

- 0,01 

2,7320 

0,001 

2,7169 

-Ü,Ü0J 

2,7195 



La igualdad (1) la usaremos en el Artículo 63. 

Cuando x + oo , y tiende hacia 1 como límite, y cuando 
x -^7* — 1 por la derecha , y aumenta sin límite * Las rectas y — 1 
y x — — 1 son asíntotas (fig* 44) * 

En el Capítulo XX daremos un método para calcular el valor de e 
con un número cualquiera de cifras decimales* 

Los logaritmos naturales o neperianos son los que tienen por base 
el número e. Estos logaritmos desempeñan en las Matemáticas un 
papel muy importante. Para distinguir los logaritmos naturales de los 
vulgares, cuando la base no se enuncia explícitamente, emplearemos 
la siguiente notación : 

Logaritmo natural de v (base e ) — lo v. 

Logaritmo vulgar de v (base 10) — log v. 

Por definición, el logaritmo natural de un número N es el expo¬ 
nento x en la ecuación 

(3) é* ~ N; es decir, x = In N * 

Si x = O, N — l y lnl-0. Si x = 1, N = e y In e = 1. 

Si x — <50 r entonces N —£ O f y escribimos In O = — °o „ 
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El estudiante está acostumbrado al uso de tablas de logaritmos 
vulgares, donde la base es 10. El logaritmo vulgar de un numero N 
es el exponen te y en la ecuación 

(4) 10" = N , o sea f y = log N . 

Hallemos la relación entre ln A T y log AL 

En (3) tomemos logaritmos de base 10 en ambos miembros. En¬ 
tonces , según (2) del Artículo 1 f tendremos : 

(5) % log e = log AL 

Despejando x y teniendo en cuenta que según (3) es igual a ln N , 
obtenemos la relación deseada , 


U) 


ln AT = 


log N 
log e ' 


Es decir, el logaritmo natural de un número cualquiera se obtiene 
dividiendo su logaritmo vulgar por log e. 

La ecuación (^4) puede escribirse 

(6) log N = log e * ln AL 

Por tanto , el logaritmo vulgar de un número se obtiene multiplicando 
su logaritmo natural por log e. Este multiplicador se llama el mó¬ 
dulo {= M) de los logaritmos vulgares. 

Según las tablas, log e = 0 ,4343 y - — 2,303 . 

La ecuación (.4) puede ahora escribirse 

(7) \n N — 2 ,303 iog N . 


Conviene tener a mano unas tablas de logaritmos naturales. 


62. Funciones exponenciales y logarítmicas. La función de x que 
se define por la ecuación 



ti) y = (e = 2,718. ..) 

se llama junción exponencial , Su gráfica es 
la de la figura 45. La función es creciente 
para todos los valores de x f como vamos a 
ver más adelante , y es continua en todos sus 
puntos. 

De (1) tenemos, por definición , 


(2) x = ln y. 


Fig. 45 
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Las funciones e* y In y sen fundones inversas (Art. 39), Permu¬ 
tando xyy en (2) tenemos 

(3) y = ]nx t 


eo la que y se llama función logarítmica de x . Su gráfica es la de la 
figura 46, La función no está definida para valores negativos de x ni 
para x = O. Es una función creciente para todos los valores de x > O , 
y es continua en todas sus partes. Es decir 
(Art. 17) j para cualquier valor a de x mayor 
que cero 

(4) lím ]nx = lno. 

sr— 

Cuando x— t según hemos dicho , y—> — . 

El eje de las y es una asíntota de la curva. 

Las funciones a? y loga x (a > 0) tienen pi gi 4 & 

las mismas propiedades que e 1 y ln x, y sus 

gráficas son semejantes a las curvas representadas en las figuras 45 y 46. 



03, Derivación de la función logarítmica. 


Sea y = ln v. (v> 0) 

Derivando según la regla general (Art. 27) , considerando v como 
la variable independiente t tenemos 


Primer paso , 
Segundo paso. 


Tercer paso. 


y + Ay = ln (v + Ar). 
Ay — ln (y + Av) — ln v 




+ 7 )- 

Según (2), 


Art. 1 


Según vimos en el Artículo 16, no podemos hallar el límite de! 
segundo miembro tal como está , puesto que el denominador Ay tiende 
a cero. Pero podemos transformar la expresión como sigue : 


Ay 

Av 


l 

v 



Mtilr¡pilcando por 


7] 



V 



■o 

&** 


Según (2), Art. 1 
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La expresión qur sigue a In tiene la forma riel segundo miembro de 

A v 

la igualdad (2) del Artículo 61, con * = — . 


Cuarto taso. 


m v v 


Cuando Au O* — —> O, Luego lím (1 -b — V'*' = e< según (1) 
o Am—^.0\ o / 

dej Art, til. Empleando (4) del Arr t 62. tenemos el resuludo. 

Puesta que v es una función de x y se desea la derivada de in v 
con respecto a x, debemos emplear la fórmula [A] del Artículo 38 
para derivar una junción de función ; a saber, 

dy _ dy de 
dx ^ dv dx ' 

dy 

Sustituyendo el valor de según el resultado del cuarta paso ? 
obtenemos 

dv 

„ d , v dx l dv 

X ~jz fin v) = — = —j-, 

dx x v v dx 

La derivada del logaritmo natural de una función es igual a la deri¬ 
vada de la función dividida por la función (o a la derivada de la función 
multiplicada por su recíproca). 

Puesta que log v — Iog e In v } tenemos inmediatamente, según 
IV tleí Artículo 29. 


X a 




u se n, 


64* Derivación de la función exponencial. 

Sea y = a l \ (a > 0) 

Tomando logaritmos de base e en ambos miembros, obtenemos 
Ln y — p In a ( 

= ln y = i n y 


in a ln a 


Derivando con respecto a y según la fórmula X, resulta : 


dv 


1 


1 


dy ln a y 
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] 1 1 


De (C} f del Articula 30, que trata- de las fwiriaprs iiifársns 7 
obtenemos 



o ser l # 



(1) 


Puesto que v es una función t¡e x y queremos hallar la derivada 
do n rt con respecto a .r, emplearemos la formula (A) del Artículo 38, 
Así obtenemos: 



XI 


Cuando a = e, In a = \n e = I , y XI se convierte en 
d , . dv 

Xla sM-'e- 

Cu demuda de íma consíarcte eímtda a ufi espósente y&riahle w i final 
al produc-to del logaritmo natural de la constante por la comíanle clorada 
al exponento variable y por la derivada del expórtenle. 

65. Derivación de la fundón exponencial general. Demostración 
de la regla de potencias. 

Sea y = u v . {u > 0) 

Tomando logaritmos do base e en ambos miembros, 


o sea 



Según (3 ) } Art 61 


Derivanda ^'¿rún la formula XI a. 
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De donde. 


XII 

rf , A , du , di) 

- M'-'jj + la u. a-j;. 


La derivada de una función con un expone nte variable es igual a la 
suma de los dos resultados que se obtienen derivando en primer lugar 
según VI, considerando el expórtente como constante } y después deri¬ 
vando según XI, considerando la función como constante. 


Sea v = n , 

una constante cualquiera ; entonces XII se reduce a, 

d r n x n t du 

^(**) = nu ¿i 


Así queda demostrado que ia regla de potencias VI es cierta para 
un valor cualquiera de la constante n. 


ejemplo i. 

Derivar y — lo (x 2 + a} • 

Solución, 

é í * ,+B> 

** + „ "■" bX 
\ü = ,i s -f a. ] 

2 * 

= je* + a ‘ 

Ejemplo 2 . 

2 jf 

Derivar y — log -—-— 

1 -j-jr- 


Solución, Según (2), pág. 3. podemos escribir 
y — log 2 x — log (l H“ **) 


Entonces 

ÍS = ^ÜÍ2,- i?* « ± (1 + x») según III y X o 

dx 2 jc dx 1 + x* d* 

- log e( l 2 * V= log « 1 - ** . 

\ JC i F A'V x (I + JC 2 ) 

Ejemplo 3. 

Derivar y = 

Solución, 

= ln a ■ (3 jr 2 J según XI 

dx dx 

= Ú jc ln o flW 2 . 

Ej l:MPLO 4. 

Derivar y “ + J ‘- 

Solución, 

^ — ó A + según IV 

dx dx 

- -c x' z d*- ( c 2 -h x*) según X¡ a 

dx 

— 2 bxe r2 t i* . 


según XI u 
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Ejemplo S. Derivar y - xf*. 

Solución . — ’í — eSjft'V—i jL ( x) + x hZ ln jr-L. (e*) según XII 

dx dx d x 

= Jn jc - e* 

= e f x f -* d~ ln x^j- 


66, Derivación logarítmica. A veces, en la derivación de las fun¬ 
ciones logarítmicas, en vez de aplicar inmediatamente X y Xa es 
posible simplificar el trabajo , empleando una de las fórmulas de (2) del 
Artículo 1- Siempre que esto sea posible es conveniente emplear esas 
fórmulas. 


EJEMPLO L Derivar y = ln v/ I — x 2 . 


Solución. Empleando 
radicales como sigue: 


(2)* Art, i, podemos escribir esta expresión sin 
y = Vi ln (I 


Entonces 


y , f f - 

dy _ ] dx_ _ 

dx 2 1 — x 2 


L - 1 x 

1 ' I - X a 


X 3 - I 


según X 


ü ! EMOLO 

Solución. 

En ronces 


Derivar 


'-Vb$ 


Según Í2) . Art. L tendremos; 


dy = 1 
dx 2 


-- U + **) 
dx 

I + x* 


dx 


(1 - x*) 


+ A' 5 


I - 


l - x e 

2 x 

I - x* 


según 111 y X 


Para derivar una función exponencial , especialmente cuando se 
trata de una variable con un expórtente variable, lo mejor os, en 
primer lugar, tomar el logaritmo natural de la función y después 
derivar. Así, el ejemplo 5 del Artículo 65 se resuelve con mayor 
elegancia como sigue : 

Ejemplo 3 + Derivar y = x cX \ 

Solución* Tomando logaritmos naturales de ambos miembros. 


ln y — e x tn x. 


Según (2) , Are* 1 
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Derivando ambos miembros con respecto a x r resalta 

¿y 

~ = e* — (ln x) + ln * A (e‘) 
y dx dx 


= e* ■ — + ln x ■ e x , 
x 


según X y V 
según X y XI a 


dx 


c* ■ y + ln 

(LH 


= ezxr* 


E.J F.1MPLQ 4. Derivar y — (4 r 5 ^ 7)2+Va?£ — s . 

Solución» Tomando logaritmos naturales de ambos miembros, 
ln y = (2 + Vx® - 5) ln <4 x 2 ~ 7) . 
Derivando ambos miembros con respecto a x, resulta 

& x 


VJ¿ = (2+^**-5)77^7 + 1" (4 ^“ 7) 


■vT 


^ = *(4*2_7)2 + V.,í -5 


8(2 + V * z - 5) , ln (4 *2 _ 7 ) 


4 *2 _ 7 


V Jf a -5 


En el caso de una función que consta de varios factores ? a veces 
conviene tomar logaritmos naturales y, antes de derivar, simplificar 
segón (2)j Artículo 1. Así: 


Ejemplo 5. Derivar y - A f — " ] ■-/-—?- 

Solución. Tomando logaritmos naturales de ambos miembros, 
ln y = Vi l ln (je — 1 ) + ín (jc — 2} — ln {x — 3) — ln (x — 4) ] . 
Derivando ambos miembros con respecto a x, 

l 1 I 


_¡_ dy = ^ r 1 1 

y dx 2 “ 1 x — 


dj/ 

dx 


2 x — 3 x — 4 J 

2 jfg — 10 x + M 

U - D (x - 2) (x - 3) (a- - 4) * 

2 - 10 A-f 11 

I x - 1)^2 (x ~ 2)^ 1 Ix - 3)& U -4.)^ 


o sea, 
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PROBLEMAS 

Derivar cada una de las siguientes funciones. 

1. y ™ In {ax -F b) - 

2. y — In (ax 2 + b) * 

3. y — In (ax + i?) 

4. y — in ax n * 

5. y = ln x 3 * 

6. y = ln 3 x [ - (In x) 3 ] * 

7. y = b (2 x 3 -3 jíH4). 


S. y = log — . 

x 


1 1 5 


9. y * ln 


1 + x 2 

10 . y — ír\ \/ — 2 x 2 . 

11. y = ln (axV o + x ) ■ 

12. / (jc) - x ln x. 

13. f(Jf) = ln + V l + Jf s ) ■ 


!4. .-1 ay js± 


+ bt_ 

bí 


15. f (x) = x 2 ln x 3 . 

16. y = e ttX . 

17. y = 10"*. 

IB. y “ e* 3 . 


19, y = 


íy = 

Q 

dx 

QX + b 

dy = 

2 QX 

dx 

ax 2 + b 

dy = 

2 a 

dx 

QX -f- b 

dy _ 

n 

dx 

X 

dy = 

l 

dx 

X 

dy = 

3 ln 2 je 

dx 

je 

¿y = 

6 je (je “ 

dx 

2 x 3 - 3 x J 

rfy = 

dx 

log e . 

X 

dy _ 

2 

dx 

*(!+**>* 

dy = 

-2 x 

dx 

9-2/ 

dy _ 

2 o + 3 Jf 

dx ~ 

2 xia + x) 


/'(*) 

f f {x) 

<n 

di 


= 1 + ln x. 

I 


V I + x 2 + 
ab 


ü 2 _ & 2|2 
/'(x) - 2 Jf <1 + 1 ln Jf) . 

d JL = né»*. 
dx 


20 . $ — e v * . 


d y . 

¿X 

rf£ 

dx 

dy, 

dx 

ds 

dt 


n W x ln 10, 

2 xe* 2 < 

_ 2 

e* 

e j¿ 

2 Vi' 
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21, 

2 = b* 

Sol. — = 

rfy 

2 h** ln 

22, 

u 

du _ 

= e*(s + 1). 

23, 


£ÍL? _ 

. e*(u - I) 


U 

í/u 

u 2 

24. 

y = Í2Jf. 

_ 

1 — ln jc 


a: 

dx 

Jt 1 ‘ 

25. 

y - In (jrV) . 

dy _ 
dx ~ 

1+1. 

X 

26, 

„ - t* - ' 

dy , 

2 e * 


e* + I 

Í/JC 

{e* + l) 2 ‘ 

27. 

y = x 2 e~*. 

- 

dx 

e~ x (2 jc - x 2 ) 


( £, J \ 



23. 

If-fU"-. «/ 

dy _ 
~~ 

y(e“+ 

29. 

y =- - 

tfy _ 

4 


e T 4- *- jr 

djt 

O r -f e x ) 2 ' 

30. 

\ñ t 2 

5 — —-— , 


2 — 4 In f 


t- 

¿íí 

r 3 

31. 

ílrl In vV+l-rr 

f'00 - 

- 2 


V ar 2 + 1 + a.- 

Vr ! +I 


SUGESTION. En primer lugar hacer racional el denominador. 


32. 

y 

= x*. 

5o/. y f 

= x z 

(I + ln x). 

33. 

y 

- **“. 

y* 

X 

(2 + ln jr) 






1 * 
> 

34, 

Ai 

■ (f) ■ 

ds 

dt 


35. 

ti 

A - V 3 x -j- a 

dy 

= J 

[i,i i| 



V 2 X + b 

dx 


x 3jc + u 2 je + 6 J 

35. 

y 

V 4 + x 2 

dy 

= y 

r. * . i + *■ i 



x V 4 — x 2 

dx 

"1 

U+jc 2 jr ^4 — je 2 J 

37. 

y 

= x n (a + bx) m , 


¿y = 

y [ ” + mb 1 





dx 

L A a 4 ¿x J 
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En los problemas 38 a 47 hallar el valor de ÍQ para el valor dado de x. 

dx 


38. 

y = In (x 2 + 2) ; x = 4. 

So/, y' = ya. 

33. 

y — log (4 x " 3) ; x = 2. 

y' = 0,3474. 

40. 

y = x ln V x + 3; x - 6. 

y' = 1.4319. 

41 * 

y = xe~ 2£ ; x “ Vi . 

</' =0. 

42. 

y- ln **; x — 4. 

y' = - O.Ü483 


X 


43. 

X 

y - : x - 

46. .-(i)': x-1. 


x + 1 


44. 

y - log V 25 — 4 x ; x ^5. 

^4 

u 

< 

u 

+ 

mm & 

H 

II 



V 20 - 3 * 

45, 

y - KD i ; * = 4. 



Hallar —% para cada una de las siguientes funciones: 
dx 2 


48. 

49. 

y = ln CX, 

y — e™. 


52. y - Iní^ü 

JC + Ú 

50. 

y *= x ln x. 


53. y - 

x- 

51. 

y — e* 2 . 


Derivar cada una de las 

siguientes 

funciones: 

54, 

V a 2 - x 2 
lu 

X 


53, e v * !n \f x , 

55. 

ln V a 2 - x 2 

X 


54. 10 ¿ log f. 

60, (ae) riX . 

56. 

Xo 

\ * T a 


61. 2? s 2 . 

57, 

f 

in _ . 

V2* +3 


-• (~r 

67. 

Función sen *. 

La gráfica de 

(1) 


V “ 

sen x 


es la representada en la figura 47. Todo valor de x se supone dado 
en radianes (Arfe. 2). 

Así, para x = 1, y = sen (1 radián) — sen 57° 18' — U ,8*11. La 
función sen x está definida y es continua para todos los valores de x . 
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Es importante notar que sen x es una función periódica cuyo período 
es 2 k. En efecto , 

sen (x + 2 tí) — sen x . 

Es decir, cuando el valor de x se aumenta en un período , el valor 
de y se repito. 

La periodicidad de la función tiene la siguiente interpretación en la 
gráfica de la figura 47 : La porción de curm para valores de x desde 



O hasta 2 a (arco OQBRC en la figura) puede desplazarse parale! a- 
rmnte a OX , hacia la de rea ha o hacia, ¡a izquierda, una distancia igual 
a un múltiplo cualquiera del período 2 x , y en su nueva posición será 
una parte del lugar geométrico . 


68. Límite de 


sen x 


cuando x H> O* Antes de derivar sen x (Ar¬ 



tículo 69) es necesario demostrar que 

í B) 


sen x 

lim —— = 1. 

í —* 


Este límite no se puede hallar por la regla del 
Artículo 16. Para su cálculo utilizaremos pro¬ 
piedades estudiadas en Geometría y Trigono¬ 
metría T 

Sea O (fig, 48) el centro de un círculo de 
radio unidad. Sea x — el ángulo AOM medido 
en radianes. Puesto que el radio es la unidad, el arco AM = z< 

Tomemos el arco AM* — arco AM, y tracemos MT y M f T tan¬ 
gentes a la circunferencia en M y M *, respectivamente. Por Geo¬ 
metría , 

MM f < are MAM* < MT + M'T . 


O sea , por Trigonometría, 

2 sen £ < 2 x < 2 tg x, 
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Dividiendo todos los miembros por 2 sen x , obtenemos 


i < 


x 


< 


1 


sen x eos x 

Reemplazando cada término por su recíproco o invirtiendo los 
signos de desigualdad , tenemos 


1 > 


se n x 
x 


eos x. 


Ahora bien : cuando x es pequeño T el valor de — ; - queda co rr í - 

x 

prendido entre ! y eos x. Y como cuando x 0 ? el límite de eos x 
es igual a eos O = l } puesto que eos x es continua para x — 0 {véase 
el Art, 17) f resulta demostrada la igualdad (¿?). 

Es interesante observar el comportamiento de esa función por su 
gráfica j el lugar geométrico de la ecuación 


sen x 



Fig. 49 


La función no está definida para x = 0. Sin embargo, si le asig¬ 
namos el valor 1 para x = l), entonces la función está definida y es 
continua para todos los valores de z (véase el Alt. 17), 

69. Derivada de sen v , Sea 

y — sen tí , 

Según la regla genera! (Art. 27), considerando v como la variable 
independiente * tenemos 

Primer paso . y + Ay = sen (u + A o) . 

Segundo paso. A y — sen (v + Ay) — sen y. 

Para poder calcular el límite en el cuarto paso debemos transformar 
el segundo miembro. Con este fin empleamos la fórmula de (ó) del 
Artículo 2, 

sen A — sen B = 2 eos Y (A + B) sen l A (A — B) , 

A = v + Ap , B = v . 


haciendo 
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Entonces 

Sustituyendo, 

sen O 1 + Av) — ¡sen ir — 2 eos (v +- }í Av) sen % Aíl 

Av 


sen 


Luego Ay = 2 cas ^ /J + 

A 

* / A A mtl 1 

TkrCeií pasó . ~ = coa I r + J — ~ 

T 

/, (h¡ 

( tarto paso, -r = cusy. 
do 


2 


' Piu^lu que: , 

f se ti A o\ 

L 

lim 1 

■ - 

1=1. según el A rt. biS, y 1 i m eos { v 4- ~ | =- eos e'. 

~úr, 

.u—>o\ 

F ¿r-3M> V 2 ) 

y 

\ T ) 

f 


Sustituyendo en [A) tlcl Artículo 3S este valor de obtenemos 

dy dv 

~r = eos v 3 -> 
rfx dx 


XIII 


. rf , v d» 

, , ^ (sen íj) = eos u ^ . 


Se deja ahora til estudiante el enunciado de las reglas correspon¬ 
dientes. 


70, Otras funciones trigonométricas. La función eos x está defi¬ 
nida y es continua para cualquier valor do x. Es periódica, y su 
período es 2 ,r. La gráfica de 

y — eos x 

se obtiene de la figura 47, correspondiente a sen x 7 tomando como 
eje de las y la recta x = }4 n. 

Por la gráfica de 

y = t g x , 

representada en la figura 50 , se ve que la función tg x es discontinua 
para un número infinito de valores de la variable independíente x ; 
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a saber, cuando x = (n + siendo tt un número entero cual¬ 

quier *a posi t i vo o negati vo. 

En realidad, cuando x —£ U ;r, tg x se vuelve infinita. Pero de la 
relación tg (n + x) = tg x vemos que la función tiene el período re, 
y los valores x — (n + H) difie¬ 
ren de 7 T en un múltiplo de pe¬ 
ríodo . 

La función clg x tiene él perío¬ 
do ;r* Está definida y es continua 
para todos los valores de x con 
excepción de x = n rr , siendo v 
cualquier número entero como an¬ 
tes, Para estos valores ctg x se p¡ g + 50 

vuelve infinita. 

Por último j sec x y eso x son periódicas , cada una con el perío¬ 
do 2 jt * La primera es discontinua nulamente cuando x = (n + íc) Jt, 
y la segunda solamente cuando x — nn . Los valores de £ para los 
que estas funciones se vuelven infinitas determinan en las gráficas asín¬ 
totas verticales* 



71* Derivada de eos u* Sea 

y — eos v. 

Según (3) del Artículo 2 , podernos escribir 

¡j = sen - A, 

Derivando según la fórmula XIII, 

S—(f-')s(t-') 

= cos(f-.)(-|) 
dv 


= — sen v 


dx' 


^PuesLo que cos^j — í. ^ — ¡;en v. se^ün (3), Art. 2. j 


d t x dv 

^(cos u) « - sen . 


XIV 
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72, Demostración de las fórmulas XV a XIX, Estas fórmulas se 
establecen fácilmente si expresamos la función de que se trata en tér¬ 
minos de otras funciones cuyas derivadas se han hallado. 

Demostración de XV, Sea 

V = tg v , 

Según (2), Artículo 2, podemos escribir 

sen v 

y — - -■ 

eos v 


Derivando según la fórmula VII, 


dy 

dx 


eos v ~ (sen y) — sen u —; (eos v) 
eos 2 v 


XV 


- dv . s dv 
cos ¿ v*r- x seir v -7- 
__ dx _ dx 

eos 2 v 
dy 

= - *%■- = sec 2 y™. Según (2) Art. 2 
eos* y dx ^ f 


^(tg i;) - sec 2 


v 


dv 
dx " 


A fin de demostrar las fórmulas XVI a XIX, derívese la forma que 
se da a continuación para cada una de las funciones que siguen. 

XVI. ctg V = -2-, XVII. sec V = —— . XVIII. esc v = . 

tg v eos v sen v 

XIX, seno verso v — vers o — l — eos v , 

Los desarrollos se dejan como ejercicios. 


73, Observaciones» Para establecer ias fórmulas I a XIX hemos 
tenido que aplicar la regla general (Art, 27), solamente para las si¬ 
guientes funciones : 


III 


d / i i du i dv dut 

H (“ + »-»>-Tx + T*-ii- 


Suma algebraica. 


V 


d , , dv . du 

j; (uv) = u j-+ í?t- 
£¡x dx dx 


Producto. 
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3 23 


X 

XIII 



du 

dv 


Vil 

d í u \ 1 dx 

dx \ v / v z 

U dx 

Cociente. 

VIII 

dy dy dv 
dx ~ dv dx 


Función de función. 

IX 

dy _ J_ 
dx dx ' 


Funciones inversas, 


dy 

dv 

d n v dx 

-T* (Itl V) = -. 

dx v / v 

d , . x dv 

'dx ísm v) = 


dx' 


Logaritmo * 
Seno. 


No sólo dependen de éstas todas fas otras fórmulas que se han 
deducido t sino que todas las que vamos a deducir dependen también 
de ellas. Por esto vemos que el establecimiento de las fórmulas funda¬ 
mentales de derivación envuelve solamente el cálculo de dos límites de 
alguna dificultad , a saber, 

lím --= 1 según el Art. 68 

V 

± 

Y lím (1 + v) li = Según el Art. 61 


FK0BBEMA5 


Derivar Lis siguientes funciones: 
1. y = sen a + v 3 t 
Solución* 


Íí/ = COS £ÍJC a {flJC*} 

dx dx 

[o = ax % . ] 

— 2 ax eos ax** 


2* y = tg \/ l — jc . 
Solución. 


según XIII 


^ = 5*e* V I - x4~ (1 ~ *)« 
dx dx 

[ o = V I . I 

= sec 3 V 1 — x ■ (i — je) ( - 1) 


según XV 


$it* \/ 1 — x 


2 V J - * 
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3. y — eos* x. 

Solución, Esta fundón puede escribirse en la forma 
y — (eos x) 3 . 

— = 3{cos x) a --- (eos x) según VI 

dx dx 

\ü ^ eos x y n = 3. ] 

— 1 eos 2 x ( — sen je) según XÍV 

— — 3 sen x eos 2 x. 

4* y = sen nx sen" x. 

Solución, = sen nx (sen x) + sen" x -5- (sen nx) según V 

dx dx dx 

[ u - sen nx y ü — sen'" x. ] 

= sen nx - n{sen x)" -J (sen x) 
dx 

4- sen' f x eos nx — I nx) según VI y XIIí 

dx 

3 o sen nx * sen " -1 x eos x + n sen" x eos /u* 

~ m sen"- 1 x (sen nx eos x + eos nx sen x) 

= n sen" -1 x sen (n 1) x- 


5. 

i/ = sen ax. 

So¿, i/' — a eos ax. 

6, 

y - 3 eos2 x. 

y * — — 6 sen 2 x, 

7 * 

a = tg 3 í* 

s' = 3 set 2 3 t. 

8. 

u = 2 ctg f 

da _ v 

do 2 

9, 

y = set 4 x. 

y 1 = 4 sec 4 x tg 4 x. 

10. 

0 = ü ese ótf. 

Q* — — nó ese bd Ctg ¿J0 

11* 

y = H sen 2 x. 

y* = sen x eos a. 

12, 

s = V eos 2 f, 

ds — sen 2 ! 

V eos 2 i 

13. 

e = •v / tg 3 fl. 

dQ _ §ec a 3 ¡? 

(tg 3 0) ^' 

u. 

4 

d y _ - 2 tg x 

u “ 


V sec X 

rfjL \/ see x 

15, 

y — x eos x. 

y f = eos x — x sen x. 

16* 

f W = tg tí - 0. 

f f (&) - tg 2 0. 
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17* 

sen 0 


do B eos 0 — sen B 

e e 


d0 “ 0 2 

18. 

y ~ sen 2 x eos x. 


y f =* 2 eos 2 je eos je — sen 2 x sen a: 

19. 

y = ln sen ax* 


y 1 = a ttg a*. 

20. 

y — ln V eos 2 x . 


y f - - tg 2 jc. 

21, 

y = paí sen bx. 


— pn.r(a sen bx + 5 eos bx) . 

22. 

s = e-t eos 2 í. 


s' — — e-f (2 sen 2 f + eos 2 r) . 

23. 

y = ln tg-^. 


y' = Vi ctg y see 2 £. 

24, 

a = ln J ! + * 

\ 1 — sen x 


y 7 — sec je. 

25. 

f (0) = sen (0 + tf) eos (0 — a) 

* f f (9) — eos 2 0. 

26, 

f ( x ) = sen 2 (jx — x ) . 


f*(x) — — 2 sen (jt — a:) cos(ft—, y) 

27. 

Q = }4 tg 3 0 — tg $ + 0. 


0 ; = tg 4 0. 

28. 

y = jrsen z „ 


¿íinxV 
dx \ x / 

29. 

y = (eos x) x . 


y f = y (ln eos x ~ x tg je) , 

Hallar la segunda derivada de cada una de las siguientes fundones: 

30. 

y = sen kx, Sol. 

d 2 y _ 
dx 2 

- k 2 sen kx* 

31. 

Q = 14 eos 2 0 

d 2 Q _ 
d$ 2 

— eos 2 0. 

32. 

u = tg i;. 

d 2 u _ 
dv 2 

2 sec 2 t> tg tí. 

33. 

y — x cosx. 

d 2 y _ 
dx 2 

“2- sen x — je eos x. 

34. 

sen x 

d 2 y 

2 sen je — 2 x eos je — x 2 sen x 

X 

dx 2 

x s 

35* 

s e f - eos r. 

d 2 s _ 
dt 2 

— 2 e* sen r. 

36* 

s = e™ { sen 2 f< 

d 2 s = 
dt 2 

— e~t (3 sen 2 t + 4 eos 2 f) * 

37. 

y = píiar sen bx. 

II 

pfiar[ (¿J 2 _ sen bx 2 ab eos bx] 
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Hallar en cada una de las funciones sicuientcs. 
dx 


3S. 

y — eos (x — y) - 5o/ - 

dy 

sen {x — y} 

dx 

sen (jc — y 1 — 1 

39, 

ev — sen {x + y) * 

dy 

dx 

eos (x -f y) 
tv — eos ( x -b y ) 

40. 

eos y — In (x + y) . 

dy 

- 1 

dx 

1 -f- ( jc 4- y ) sen y 

En 

tos problemas 41 ,i >0. hit lar e! valor de —- 

dx 

para 

el valor dado de x 


(en radianes) . 


41. 

V 

— jc — eos x; x = 1 , 


Sol. y' = 1,841. 

42. 

V 

= x sen v = 2. 

2 


y' = 1.381, 

43. 

y 

= lo eos jr; x = 0,5. 


y > = _ 0,546. 

44. 

y 

= íf; * = - 0,5. 

X 


y' = - 3,639. 

45. 

y 

— sen .v eos 2- x ; x — \. 


y 1 - - 1754. 

46. 

y 

= In V tg x : x = K ti. 


y' = ! ■ 

47, 

y 

— e 1 se n x ; .v = 2 . 


y' = 1.643. 

48. 

y 

— 10 eos nx \ x — 1 , 


y ' = 3,679. 

49. 

y 

JS 

C ífl JÍJC ^ 

= í r sen x = 2. 


y' = — 21 .35. 

50. 

y 

T. 

— 10 e sen 3 x : x — 1. 


y 1 = - 27. 

74. 

Fundones trigonométricas 

inversas- 

De la ecuación 

(1) 


y — 

sen x 



se deduce que 11 x es la medida en radianes de un ángulo cuyo seno es 
¡guala y 1 \ Para un ángulo central en un círculo de radio unidad, 
x es también igual al arco interceptado (véase el Artículo 2) ; luego la 
proposición que hemos puesto entre comillas se abrevia así; 

(2} x — are sen y t 

que se íee *' x es igual a un arco cuyo seno es y ÍJ . Permutando 
x y y en (2) r obtenemos 

(3) y = are sen x , 

que se llama la función inversa de seno de x, Está definida para todo 
valor de x numéricamente menor que 1 o igual al. De (L) y (2) 
se ve que sen x y are sen y son funciones inversas (Art. 39). 
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Muchos autores escriben la ecuación (3) en la forma y = sen^ 1 x , que se 
lee ' el seno inverso de x m ’. Creemos que esa notación no conviene porque 
sen 1 x t así escrito t podría leerse como sen je con el ex pon en te — i. 

Consideremos el valor de y que corresponde en (3) a x = H í 
tendremos: 

(4) y — are sen 

Un valor de y que satisface (4) es y = k r puesto que 
sen h ti = sen 30° — H - Un segundo valor es y = % n , puesto 
que sen % ji = sen 150° = %. Cada una de estas soluciones admite 
la adición o sustracción de un múltiplo cualquiera de 2 n * 

Luego d número de valores de y que satisfacen (4) es 
infinito . Por esto se dice que la función are sen x es 
£ 1 multiforme 7 *. 

La gráfica de are sen x (fig. 51) muestra bien esta 
propiedad . Cuando x = OM , entonces 

y = MPr , MP% f MP *, ..., Jtf Qi, MQ 2 , . 

Para la mayor parte de los problemas que se presentan 
en Cálculo infinitesimal es permisible y aconsejable elegir 
vno de los muchos valores de y< Elegimos el valor entre 
“ H jt y H n ; es decir, el de menor valor numérico, 

Así, por ejemplo, 

(5) are sen L “ }í tt , are sen ü — 0 , are ser» (—1) = — Vi jt, 
La función are sen x es ahora uniforme, y si 

(ó) y — are sen x , entonces ~ )í x = y ^ H ir * 

En la gráfica nos limitamos al arco QOP. 

De la misma manera cada una de las funciones trigonométricas 
inversas puede hacerse uniforme. Así, para are eos x , si 

(7) y — are eos x, entonces 

Por ejemplo r are eos % — Íj Jt, are eos (— Vt ) = B n, 
are eos (— 1) — ;r. 

De (0) y (7) tenemos ahora la identidad 

(S) are sen x + are eos x — l A jt . 

En la gráfica de are eos ¿r (fig -52) nos limitamos al 
arco QP\P 

Más adelante daremos definiciones que determinan un valor fínico 
para cada una de las otras funciones trigonométricas inversas. 



Fig. 52 



Fig. U 
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75- Derivación de are sen v. Sea 

y = a re seo v ; 

entonces v — sen y , 

Derivando con respecto n y } según XIII, 
dv 


(- y¿ fcéif = M'ti) 


luego, 


^ = eos y ; 


1 


dy _ 

dv eos y 


Según (C) del Art, 39 


Y puesto qiin tt es una función de x, tendremos, según {A) del 
Artículo 38 , 

dy _1 dv 1 di? 


r 

*n 

# 

1 

i 


L 

£ 

-jl* 

13 

jfc * 

tíí — 

«I ' 

íf 

i 

-rP 

Ja 

l\ 


i J 


dx eos y dx V i _ v * ux' 

eos y = a/ 1 — sen 2 y — V 1 — tomándose el signo po¬ 
sitivo del radical, puesio que eos y es positivo para todos los 

valores de u emre — 4r V ■?-. ambos inclusive- 
7 1 


XX 


lie 

rf , , dx 

(are sen p) = —- 


v I - u 2 


Fig. 51 


cí - f dy i 

Si y = are senx, y* = -r~ = 


dx V 1 — 


La gráfica es 


el arco QP de la figura 51. La pendiente es infinita en 
Q y p f y es la unidad en O, La función es creciente (y* > 0} por todo 
el intervalo desde x — — 1 hasta x = 1. 


76, Derivación de arco eos v . Sea 
y ~ are eos v ; 

entonces v =, eos í/_ 

Derivando con respecto a según XIV, 
dv 


(O = y = ti ) 


luego 


dy 

áy 

dv 


— — sen y ; 


sen y 


Según ( C) f Art 39 
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Y puesto que v es una. función de £, tendremos, según [A) del 
Artículo , 

dy _ 1 da _ 1 dv_ 

dx ~ sen y dx~ V1- d* ' 

sen !/ = ■%/ I — eos* y = y/ I — l ,! , lomándose el signo 
positivo del radical* porque sen g es positivo para 
todos los valores dé y entre U y a p ambos inclusive* _ 


XXI 


dv 

d . . dx 

jT (are eos y) — — , . - » ■ 

dx x } v i - iP 


Si y = are eos x , entonces y f — — 


. Cuando x aumenta 


de — 1 a + 1 (arco PQ de la figura 52) t y disminuye de n: a O 
(/< 0 ). 

77* Derivación de are tg v. Sea 

(1) y — are íg v ; entonces 

(2) v — tg y . 

La función (1) se hace uniforme si elegimos el tumor valor nmiérivo 
de y ; es decir, un valor entre — }<> .t y ] $ n, 
co r re spt > n t i i en l e a. I a reo A B de la fi g u m 53. 

Asimismo, cuando v —> — so t y 
cuando v—$ -f- qg } y —> }b ti ; o sea, simbó¬ 
licamente ? 


(3) are tg (H- oo ) = Hn, 

are tg (— ío ) “ — 34 Jt. 

Derivando (2) con respecto a y } según XV, 

cfo 



Fig >> 


S =aBCi »- 
% _ 1 

t/y seo 2 y 


Según (C) del Arí, 39 


Puesto que v es una función de x ¡ tendremos, según (A) del Ar¬ 
tículo 38, 

dy _ \ dv _ 1 rlv 

dx scc a y dx 1 + v 2 dx 1 

[ set* y - t +■ y — 1 F v a . ] 
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De donde, 

XXII 


dx (are tg i>) — 


dv 

dx 

l + v 7 ' 


Si y = aro tg x, entonces ;/ = :¡——, 

J | X 

para todo valor de x . 


y la función es creciente 


La función are tg — es un buen ejemplo de función discontinua. 


Limitándonos a una rama de la gráfica de y = are tg —, vemos en la 

x 

figura 54 que cuando x se aproxima a cero por la izquierda t y tiende 
hacia — L¡ % como límite j y cuando x ae aproxima a cero por la 
derecha, y tiende hacia + n como límite. Luego la función es 
discontinua cuando x = Ü (Art. 17). Su valor para # = O puede 
asignarse como nos plazca. 



Fig. 54 



78. Derivación de are ctg v. Siguiendo el mismo método, obte¬ 
nernos 

dv 

d dx 

XXIII (are ctg v) = - - - . 

La función es uniforme si 

cuando y = are ctg v t O < y < ji* 

correspondiendo al arco A B de la figura 55 . 

Asimismo , si u -? + ^ , y O; sí y —* — «j p y —>ir - Es decir, 
simbólicamente , 


are cig (+ do ) = O ; are ctg [ — ve ) = jr 













http://carlos2524.jimdo.com/ 


FUNCIONES TRASCENDENTES 


13 I 


79, Derivación de are sec v y are ese v. Sea 
(1 ) y = are sec v , 

Esta función está definida para todos !os valores de v , con excep¬ 
ción de los que están entre — 1 y -F 1 . A fin de hacer uniforme la 
función (véase la figura 56), 

cuando v es positivo, se toma y entre O y (arco AB); 

cuando v es negativo, se toma y éntre — je y — i4 rf (arco CD) . 

Asimismo * si u —> + oo , y —> J4 jt ; 
si y — oo j 2 /^ - Ví n. 

De ( 1 ) se deduce , v = sec y . 


do 

^ = sec y tg y; 

luego, según (C) del Artículo 39, 
dy _ 1 

dv sec y tg y' Fíg, 56 

Puesto que v es una función do x t tendremos , según (A) del Art 3S t 



dy 


1 


do 


t 


do 


v V p 2 — 1 dz ' 


dx sec y tg y dz 

sec y = v y tg y * V sec a y —J — i' a — 1. 
tomándose el signo positivo del radical, 
porque tg y es positivo para lodos los va* 
lores de y entre í! y JL y entre — ji y — 

dv 

XXIV - 7 - (are sec v) = — , . 

dx bvV —1 

Derivación de are esc v. Sen 

y — are esc v ; 
entonces v — esc y _ 

Derivando con respecto a 3 / se¬ 
gún XVIII, y siguiendo el método an 
tenor, olí tenemos 



Fig. 57 


dv 

dx 


XXV 


(are esc y) = — 


uVv*—l 
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La función y — are ese v está definida para todos los valores de v , con 
excepción de los que están entre — 1 y + 1, y es multiforme. A fin 
de liacer uniforme la función (véase la figura 57), 

cuando v es positivo, tomaremos y entre O y % n (arco AB); 
cuando v es negativo, tomaremos y entre —ay —¥¿n (arco CD ). 



Fig. 58 


80. Derivación de are vers v. Sea 

y — are vers v ; 5(1 
entonces v = vers y . 

Derivando con respecto a y según XIX, 
dv 


luego 


dy 

dy 

dv 


= sen y ; 

1 

sen y ‘ 


Según (C) del Art. 39 


Puesto Que v es una función de x , sustituyendo en 
(A) del Art. 38, tendremos: 


dy _ 1 dy 

dx sen y dx 


1 


_dy 

V 2 v - v 2 dx' 


sen y — a/ I — eos 2 y = a/ I — (1 — vers y) 2 — V 2 n - v 2 , tomándose el 
signo positivo del radical, porque sen y es positivo para todos los valores 
de y entre (J y k inclusive. 

dv 


XXVI 


d f x dx 

-72 (are vers v) = ,- . 

dx V2v-v 2 


PROBLEMAS 


Derivar las siguientes funciones: 


1, y = are tg ax 2 . 
Solución* 


íy 

dx 


dx _ 

1 + (ox 2 ) 2 
[ o = DX 2 , ] 


2 (ix 

1 + a*x* w 


según XXII 


Definida solamente para valores de v entre O y 2 inclusive, y multiforme. 
A fin de hacer uniforme la función, y se toma como el menor arco positivo cuyo 
seno verso es V\ es decir, y esta entre Ü y jt inclusive. Por tanto, nos limitamos 
al arco OP de la gráfica (íig. 58) , 
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2. y — are sen (3 x — 4 x s ) . 


Solución. 


— (3 je - 4 jc a ) 

y __ c/ A 


Solución. 


dx 

V 1 - (3 x — 4 x*) 2 


{u = 3 x — 4 x 3 . ] 


3 - 12 x 2 


V 1 - 9 x 3 + 24 x 1 - 16 x* 

x 1 + I 

x 2 - I' 

d /x 2 +l\ 

dy^ 

dx\x*- ¡/ 

dx 

** + 1 J/2l±iy_ ! 

x 2 - l\Vx 2 - i} 


1 3 3 


según XX 


según XXIV 


[-S3-] 

(x* - \ )2 x - íx* + \ }l x 


(X 2 - i) ¡ 


x 2 + I 2 X 
jé* — 1 ' * 2 - J 


x 2 + I 


4, u = are eos —. 
y a 


SoL 


dj¿ 

d x 


1 


\/ a 2 — x 2 


r * 

o. y = are sec —, 
* a 


¿y 

dx 



6. y — are ctg 

a 


7é y = are sec “. 
v x 


8. y — are esc 2 x. 


9. y = are sen y/ x- 


10. & *= are vers (j s . 


11- y ** x are sen 2 x. 


12. i/ = x 3 are eos x. 


d y _ — a 

~ üH 7 2 ' 
rfy _ - 1 

tfy _ - 1 

dx ~ x y/ 4 x * - 1 

¿V I 

Ja ' 2 Vx " 


dtf _ 2 

rfe V 2 — u* 


— - are sen 2 x ~r 


dx 


1 x are eos 


2 jr 

V l - 4 X 2 


V L - x 2 
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13. 


14» 


f (u) = u \f a 2 — tí 2 -J- £T' 

L(jr) = a 2 — x 2 + tí a re sen 


are sen —. 


Sol. f f (u) =2%/ a 2 — u 2 . 


15. l 1 = a 2 are sen 


16- 


a j -— 

u V a 2 — tí 2 . 


17. 

18. 

19. 

20 . 

21 . 

En 

22 . 

23. 

24. 

25. 

26- 

27. 


Vr-u ! " 

u y/ a 2 — u 2 

o = are sen — +- 

a a 


v — a are eos ^ 1 — “ J + y/ 2 aa — tí 2 , 
u+ r 


^ — are tg 


— at 

y 


x = r are vers ~ — y/ 2 ry - y 3 - 


iy = 34 jf 3 are tg x -f- 34 (* 2 + I) — J4 


los problemas 22 a 27. hallar el valor de ^ para el valor dado de x. 

d x 


r(x) 


-é 


+ * 


7 


d o ____ 

d u V ¡’ - u 2 ' 

d£_íí 3 _ 

du 


(a 2 - lí 3 ) 


« 


dt; 

dtr 


\/ a 2 - u 2 


í/i; V 7 2 £KÍ “ Lf 2 
dtí tí 

d^> = __ !__ 
dr 1 4- r 2 ' 

dx y 


dy y/ 2 ru — y 2 


~ = x* are tg x - 
dx 


y “ .v are sen x; je — }{. 
y = x are eos x; x = — + 


y = ^JMJÍ. t x = 

X 

y = v Jt are erg — ; x — 4. 
4 

are $cc 2 x 

y = -7=—- ; x - I. 

V je 


\/x; je = 2. 


So/. y / = MOL 
y' - 2,67L 
y' - - 0.285. 

y f ^ - 0.054. 

y' - 0.053. 
y f = 2,142. 


Derivar cada una de las siguientes funciones: 


28. 

are sen y/x . 

33. 

are sec y/ x . 

29. 

2 

are tg —. 

34. 

e E are eos x. 


X 



30, 

X 

35, 

ln are tg x. 

x are eos — 



2 

36. 

V are sen 2 x 

31. 

are ctg 2 x 



X 

37, 

are eos y/ x 

32, 

are veis (1 — x) . 

¡ * 
> 
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PROBLEMAS 


m 


Bosquejar las siguientes curvas, y hallar la pendiente en cada punto en que 
la curva corta a los ejes coordenados. 


y =* In x* 
y = log x. 
y = In (4 - x) 


Sol. En (U Ü) . m - K 

En (1. O) * m ~ 0.434. 

En (3, 0) , m = — I; 

en x — 0 r m — — % - 


y 


I n \/ 4 — x 2 . 


y = íiX" + e “)■ 


en ronces y rt = 


5. Demostrar que sí 
Hallar el ángulo de intersección de cada uno de los siguientes pares de curvas: 


6. 

</ = 

ln (ac + I) . y — In (7 — 2 x) . 

Sol . 1 27° 

53-' 

7. 

y “ 

In (x + 3), y = In (5 - x 2 } . 



8. 

y * 

sen x, y — eos x. 

109° 

28' 

9. 

y = 

tg x T y — ctg x. 

53 a 

8'. 

10, 

y * 

eos x, i/ = sen 2 x. 




Hallar los puntos máximos, mínimos y de inflexión de cada una de las 
siguientes curvas, y trazar las gráficas. 


11* 

y — x ln x. 

So?, Min + —-1^* 

12* 

X 

y hTÍ* 

Mín, (es e) ; 

punto de inflexión, (e 2 , %. e 2 ) . 

13* 

y «ln (8 x - x 2 ). 

Max * (4, In 16) * 

14* 

y = xe x ~ 

Mín. (-1, -1); 



punto de inflexión, ^ - 1 } — 

15 * 

y = x 7 e~ x . 


16* 

con una 

Un cable telegráfico submarino consta de una alma de alambres de cobre, 
envoltura de material no conductor. Si x representa la razón del radio 


del alma al espesor de la envoltura, se sabe que la velocidad de transmisión 
1 


varia como x 2 In 

I 


Demuéstrese que la mayor velocidad se alcanza cuan¬ 


do x = 


V e 
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17. ¿Cují es el valor mínimo de y = ae tl + Sol. 2 \f n6 . 

1S, Hallar el punto máximo y los puntos de inflexión de la gráfica de 
y = e-* 2 , y trabar la curva. 

SoL Máx. (O, 1); puntos de inflexión. ^7^) - 

19. Demostrar qué si debajo dé la curva del problema 18 se inscribe el 
mayor rectángulo posible, estando un lado del rectángulo en el eje de las x, dos 
vértices del rectángulo están en los puntos de inflexión de la curva. 

Hallar los punios máximos, mínimos y de inflexión en los intervalos indi¬ 
cados y bosquejar las siguientes curvas. 

20. y — Yl & ” sen x\ (O a 2 ji) . 

Sol. Mín. (4 ¿r, —0,3424) : máx, (% x, 3,4840) : 
puntos de inflexión, (0, 0) , (ji, 34 ^0 - (2 it, Jt) . 

21. y = 2 x — tg jr; (0 a jt) . 

Sol , Máx* (4 jt, 0.571) ; mín. (% Jt, 5,7-1 2); 
puntos de inflexión, (0, U) t (jí, 2 Jt) . 

22. y = tg X — 4 x: (0 a ji) . 

Sol. Mín* (4 Jt t — 2,457) ; máx. (% Jt, — 10,11); 
puntos de inflexión (0, 0) , (ji, ~ 4 jl) . 

23. y =* 3 sen x — 4 eos x ; (0 ala). 

SoL Máx, (2,496, 5); mín* (5,640, - 5); 

puntos de inflexión (0,027, 0) . (4,069, 0) . 


24* 

y — x + eos 2 jc; (0 

a jí) . 


25. 

y — sen 7tx — eos jix; 

(0 a 2). 


26. 

y — Vi -Y -f- se n 2 x; 

(0 a /c) * 


27* 

y = x — 2 eos 2 xj 

(0 a jt) . 


28* 

y = J4 íix + sen Jtx; 

(0 a 2) . 


29. 

Demostrar que el valor máximo de la función 

y = a sen x -\- b eos x 

V a 2 

+ i, 1 . 



30. 

Se ha demostrado, teóricamente, que el efecto 

giratorio del timón de 


un buque es k eos 0 sen 2 & siendo Q el ángulo que el timón forma con la quilla, 
y k una constante. ¿Para qué valor de 0 es el timón más eficaz ? SoL Unos 55°. 

31. Una copa cónica tiene de profundidad a y de ángulo generador a. La 
copa está llena’ cuidadosamente se deja caer en ella una esfera de tal tamaño 
que ocasione el mayor desbordamiento. Demuéstrese que el radio de la esfera es 

a sen a 

sen a + eos 2 a 
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32. Hallar las dimensiones del cilindro de mayor volumen que pueda inscri¬ 
birse en una esfera de radío b ro* (Usar como parámetro el ángulo 0 bajo el 
cual desde el centro de U esfera se ve el radio de la base del cilindro inscrito. 
Entonces, r — 5 sen 0, h = 12 eos 0.) 

33* Resolver el problema 32 en el caso que se desee que sea máxima la 
superficie convexa del cilindro, usando el mismo parámetro* 


3i. Un cuerpo cuyo peso es W es arrastrado sobre un plano horizontal por 
una fuerza P, cuya linea de acción forma con el plano un ángulo x. La fórmula 


m sen x T eos x 

da la magnitud de la fuerza, siendo m d coeficiente de rozamiento. Demostrar 
que la fuerza es mínima cuando tg x — m> 


35. Si un proyectil se dispara desde O sobre un plano indinado que forma 
en O un ángulo constante u con el horizontal, la fórmula 

H — ^ tJ 2 eos 0 sen (O — a) 
g eos 5 a 

da él alcance, siendo u y y constantes, tí el ángulo de elevación y R el alcance. 
Calcular el valor de O que dará d máximo alcance hacia arriba del plano , 

Solf tí = ^ d~ 14 . 


36. Para un tornillo de filete cuadrado cuyo paso es tí y su ángulo de 
rozamiento <£, la fórmula 


tg tí 

'g (0 + ^) + f 


da el rendimiento E, siendo f una constante. Hallar d valor de tí para un ren¬ 
dimiento máximo, cuando tf> es un ángulo constante conocido. 


PROBLEMAS ADICIONALES 

1* Las curvas y = x ln x y y = jt lu (1 x) se cortan en el origen y en 
otro punto A. Hallar el ángulo de intersección en A- Sol. 103^ 30'. 

2. Sobre unos mismos ejes coordenados bosquejar las siguientes curvas, y 
bailar su ángulo de intersección 

y =ln^-lj. y = In (3 x - - 1 j Sal. 32“ 28'. 

3. La recta AB es tangente en A a la curva cuya ecuación es y =* e* + I, y 

corta en B el eje de las jc. Hallar las coordenadas de A cuando la longitud de 
AB es mínima, Sol. (0, 2). 
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CAPITULO viri 

APLICACIONES A LAS ECUACIONES PARAMETRICAS Y POLARES 
Y AL CALCULO DE LAS RAICES DE UNA ECUACION 


81. Ecuaciones paramétricas de una curva. Pendiente. A me¬ 
nudo las cootdenadas .c y y de un punto de una curva, se expresan como 
funciones de una tercera variable í, llamada parámetro, en la forma 


( 1 ) 


' * = / (O . 
,y = <t> (O. 


Cada valor de t da un valor de £ y un valor de y y determina un 
punto de k curva. Las ecuaciones (1) hc llaman ecuaciones paramétri¬ 
cas de la curva. Si eliminamos í de las 
ecuaciones (l), obtenemos la ecuación 
cartesiana rectangular de la curva , Así, 
por ejemplo > las ecuaciones 



( 2 ) 


/ x = r eos t } 
l y = r sen / 1 


son ecuaciones parainétrieas de la c i re un 
ferencia (lig. 59} , siendo í el parámetro. 
Si eliminamos / 3 elevando al cuadrado 
ambos miembros y sumando los resulta¬ 
dos , tenemos 


x 1 + y ' 1 = r-(cos 2 / + sen J í) — f ,¿ t 


que es la ecuación cartesiana rectangular dei círculo. Es evidente que 
si t varia de O a 2 n, el punto P (x t y) describirá una circunferencia 
completa 
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L 3 9 


Puesto que y es, según (1) t una función de £ 5 y t es una función 
(inversa) de x , tenemos 

dy dy dt 
dx ~ di dz 


dy J_ 
di ' d£ ; 
dt 


según (^4.) del Art. 38 
según (C) del Art* 39 


es decir, 

(A) 


dy 

dy dt j* . e,/ \ 

di 


Mediante esta fórmula podemos hallar la pendiente de una curva 
dadas sus ecuaciones paiumétricas. 

EJEMPLO 1* Hallar las ecuaciones de la ungen te y la normal, y las longi- 
ludes de la su b tan gente y la subnormal a la elipse ’ 


Í .v — a eos 0* 
y — b sen 0 


(3) 

en el punto donde tft = 4Í Q , 

Solución, Siendo 0 el parámetro. —^ — — a sen 0, — b eos 0* 

Sustituyendo en (A), *= — - SüUl = — ctg 0 — pendiente en un 

üx a sen 0 a 

pumo cualquiera — m. 



* Tracemos (£ig. 60) los circuios auxiliares de radios u y ó de la elipse* 
Si por los puntos B y C, en el mismo radio, 
se trazan BÁ paralela a OY y DP paralela 
a OXt esas rectas se cortarán en un punto 
P{x* y) de la elipse. En efecto: 


x = O A — OB eos 0 = a eos 0 


Ahora, elevando al cuadrado y suman¬ 
do, obtenemos 


y y — AP = OD = OC sen <p - b sen y», 

o sea, — — eos 0 y £ = sen 0. 

a b 


JL _j_ JT — cos^ 0 + sen* tp = | * 
a 2 


Fig. 60 


que es la ecuación rectangular de La elipse. A veces, 0 se llama ángulo excén¬ 
trico del punto P de la elipse* 
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Sustituyendo $ — 45° en las ecuaciones dadas ( 1 ) T obtenemos para coorde¬ 
nadas del punto de contacto, xí ^ ^ ü\/2 , yi — ] A b\/ 1 w y la pendiente m es 

mi = — A ctg 45° — — A. 

a a 

Sustituyendo en (l) y (2) del Articulo 43. y reduciendo, obtenemos 
bx + ay = V *2 ub = ecuación de la tangente, 

\/ 2 (ax — by\ = u 2 — ó 3 = ecuación de la normal. 

Sustituyendo en (3) y (4) del Artículo 43, 

■y b\/1 ^ — y ^ “ — y a\/ 2 = longitud de la subtangente, 

A ¿i y^~2 ^ - = longitud de la subnormal. 

Ejemplo 2* Dadas las ecuaciones parametricas de la cicloide * 

^ 4 ^ ( Jf - a(& — sen 0 ) , 

( y ** a (1 — eos 0 ) t 

(siendo 0 el parámetro variable) , hallar las longitudes de U sub tangente, U 
subnormal y la normal en el punto (ari, yi) , donde 0 — 

Solución, Derivando, — = afl — eos &) . — ¡j sen 0 . 

tin d& 


* Si un circulo rueda, sin resbalar, sobre una recta fija. la linea descrita por 
un punto de la circunferencia se llama cicloide. Sea a (fig. 61) el radio deí 
círculo rodante, P el punto que traza la curva y M el punto de contacto con la 
recta fija OX, que se llama base. Si el arco P\J es igual en longitud a QM, 
entonces P tocará en O si el círculo se hace rodar hacia la izquierda. Designan¬ 
do el ángulo PCM por 0, tenemos 

x = ON = OM — NM — a& — a sen 0 = a(0 — sen fl) , 
y - NP — MC — AC — a — a eos 0 — a (1 — eos fí) : 


que son las ecuaciones paramemeas de la cicloide: el parámetro es el ángulo fí 

que gira el radio del circulo 



rodante. QD - 2 ita se lla¬ 
ma la base de un arco de 
cicloide, y el punto V se 
llama el vértice. Eliminan* 
do 0 obtenemos la ecuación 
cartesiana rectangular 

x = íi are eos ^ fl ~ 


Fig, 61 


— >/ 2 ay — tp , 
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Sustituyendo en (A) dei Artículo 81. 

i/y _ sen_9— = m = pendiente en un punto cualquiera. 
dx 1 — eos tí 

Cuando 0 = y = =- q (1 — eos flj) , m = mi — — -- C - n —, 

1 — eos Ü\ 

Por lo dicho en e! Articulo 43. hallamos (véase la figura 61) 

TN = subtangen te — £ÍJ- cos ; NM — subnormal = a sen 

sen #i 

MP = longitud de la normal - a\f 2(1— eos tfi) -la sen [ü & } . Según Arr. 2. 


En la figura, PA = a sen fli (si tí = tí\) == la subnormal NM, como se ha 
hallado arriba, Luego la construcción para la normal PM y la tangente PB es 
como se indica. 


Tangentes horizanlates y verticales. Según (.4) y lo dicho en el Ar 
tícultí 42 f vemos que los valores del paráme¬ 
tro l para los puntos de contacto de las tan¬ 
gentes horizontales y verticales se determinan 
así: 

Tangentes horizontales; 

se resuelve ~ = O con respecto a, 1 1 
Tangentes verticales: 



se resuelve ^ = O con respecto a / 


Fig. 02 


EJEMPLO 3, Hallar los puntos de contacto dé las tangente horizontales y 
verticales a La cardioide (fíg. 62) dada por las ecuaciones: 


tí) 


Í X — ti eos tí — Vi Q eos 2 ñ — }/¿ O T 
y — a sen & — 14 a sen 2 8. 


Solución. 


dx 

dtí 


= a í — sen fl -f- seti 2 & ) ; 


^ — ti (eos (9 — eos 2 0 ) . 

dH 


Tangentes horizontales < Debe ser eos tí — eos 2 tí — 0. Sustituyendo (em¬ 
pleando (5), Art. 2) eos 2 8 = 2 eos 3 O — 1, y. resolviendo, obtenemos 
tí = ü r I2Ü°, 240*. 

Tangentes üerUccdes t Debe ser — sen tí + sen 7. O = 0. Sustituyendo {em¬ 
pleando (5> . Art. 3) sen 2 <3 = 2 sen 0 eos 8, y. resolviendo, tí = 0. UU°. 
ISO*. 300 o - 

La raíz, común (3 = 0 debe rechazarse. En efecto, tanto el numerador como 
al denominador de { A J se anulan, y la pendiente es indeterminada (véase el 
Amenlo 12). Según (5), je = y *= 0 cuando tí = 0. El punco O se llama 
un j-HiMíü cuspídal 
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Sustituyendo en (5) los otros valores, los resultados son: 

Tangentes horizontales: puntos de contacto {— a T ± V?). 

Tangentes verticales; puntos de contacto (J4 a. * I4a\^3), (—la, 0). 
Dos tangentes verticales coinciden, formando una J J tangente doble’ . 

Estos resultados están de acuerdo con la figura. 


PEOBLEMAS 


Hallar las ecuaciones de la tangente y la normal, y las longitudes de la sub¬ 
tangente y la subnormal, a cada una de las siguientes curvas en el punto in¬ 
dicado. 





Tangente 

Normal Subt, 

Subn 

1* 


y = 2 í +1; f — 1 ■ 

Sol. x — 1/+2 = 0, 

x+i/^4-0, 3, 

3, 

2. 

JC = f 3 , 

1 

II 

II 

a* 

v — y—2 — 0, 

jc-hy+4-0, —3, 

—3. 

3* 

x = 3 í, 

2 - 

y = —, t — ¿ * 

x+6 y —12 = 0, 

6jc —[/—35 — 0, -6, 

-H- 

4. 

x — e*, 

y = 3 e~t ; í =0, 

3 x-\-y -6 = 0, 

x—3 y+8 = 0, — I, 

-9. 


5, ácueos 2 9 , t/ = sen3: $=* Jé ^ 


6. 

x = t\ 

y=2—t; t = I. 

11. 

x- tg ff, y - ctg 0; 0= *4 «- 

7 * 

3j c = f 3 : 

, 2y=t t \ 1 = 2. 

12* 

X® -3 e—y = 2 c* ; f = 0. 

8. 

vO 

II 

* 

-t 1 . y=2 f+3: í=0. 

13. 

jc = 3 eos a* y = 5 sena; a=¡: 

9. 


y = i 3 +2 i : ( = 1 • 

14* 

* = sen2 0* y = cos 0; 

10, 

1 

JC= — . 

t 

y=2 f: r = —1. 

15. 

jc = ln (r —2} T 3 y = í; t = 3. 


En cada uno de los siguientes problemas, construir las curvas y hallarlos 
pumos de contacto de las tangentes horizontales y verticales. 

16 , x = 3 j — |3 t y = t + L Sol. Tangentes horizontales ninguna: pun¬ 

tos de contacto de tangentes verticales, 

( 2 , 2 ). (— 2 , 0 ). 

17 , x = sen 0, y = 4+3eos0< Tangentes horizontales, (3, I), (3,7); 

rangenres verticales, (7, 4) , (—1,4) , 


18* 

JC 

- r 2 - 2 Í, y = r ( - 12 i* 

19* 

jt 

- h -\- r eos 0, y “ h + r sen 0 

20. 

X 

= sen 2 f. y = sen ¡. 

21* 

X 

— eos* 0, y = sen 4 0. 
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En las siguientes curvas (ver las figurasen el Capítulo XX VI) , hallar las 
longitudes de: a) la subtangente: fe) la subnormal: c) la tangente; 
d) la normal, en un punto cnalquíerA. 


22, La evolvente dd ci reulo 


x — a (eos f + t sen t } , 
y — a ( sen t — t eos r) . 


Sol. a) y ctg í; fe) y rg /: 

213. La hipocicloide (astroide) i x ~ \ a cos 

| y = 4 ü sen 3 í. 

SoL a) —yctgt; b ) — y tg t; 


c) 


O 


d) 

sen í eos t 


d) JL. 

sen t eos t 


24, La circunferencia 


25, La cardioide 


\ x — r eos r r 
I y — r sen r, 

! x = ti (2 eos / — eos 2 i), 
y — a (2 sen t — sen 2 t) . 


26. La hoja de Descartes 


27 , La espiral hiperbólica 



3 t 

1 + r 3+ 
3 í 2 

1 + t*' 


■* 

X — — eos f r 
f 

y — — sen í, 

k 


82. Ecuaciones paramétricas. Segunda derivada, Si empinamos 
y f como símbolo para la primera derivada ríe y con respecto a x, en¬ 
tonces (A), del Artículo 81 , dará y ¡ como función de i t 

(i) y' = h(t). 


Para hallar la segunda derivada y ff , empléese otra vez la fórmu¬ 
la (A), reemplazando y por y f . Entonces , tenemos 


IB) 


dy> 

tf _ djf _ dt_ _ h*{t) 

' dx dx f f (t )' 

di 


si x — f(t) como en (1) del Artículo 81 


EJEMPLO. Hallar y" para la cicloide (véase el ejemplo 2 del Artículo 81) T 

t x ~ a (ff — se n H ) , 

^ y ■= d (I — eos &) . 
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Solución. Hemos hallado y 1 — —. y ííí — rt (1 — eos B) . 

1 — eos 6 dB 

También, derivando, 

dí/ _ (1 — eos B) eos B — sen- 8 _ eos $ — 1 _ __ ___1__ 

~dJ ~ ~ (1 — eos B) 2 (1 — eos 0) 3 (1 - eos 6) 

Sustituyendo en {B) , 

u* f — — >—,- í -. 

y fl( 1 - eos B) 2 

Nótese que y fi es negativo, y, por tanto, la curva es cóncava hada ahajo, como 
puede verse en 3a figura 6!, 

PROBLEMAS 


1. En 

cada uno 

de los siguientes 

ejemplos, hallary ÍM en función de i . 
dx dx 2 

a) 

x = f — 

]. y = t 2 + 1. 


Sol. Íi-2». £í«2. 

dx dx 3 

b) 

* _í!, 

* 2 



dy _1 d g y _ J_ 

dx t dx 2 f- 11 

c) 

x — 2 í. 

t* 

e) 

x — ü eos f, y — b sen r. 

y — 

x = 2{l — sení)> y = 4 eos/. 


3 

O 


a 

t 2 

g > 

jc = sen f, y — sen 2 t. 

d) 


y- T 

M 

A' = eos 2 t. y = sen r. 

2. Demostrar que la curva x — 

sec B, 

y = Lg 9 no tiene ningún punto de 


inflexión. 

Ln cada una de las curvas siguientes construir la gráfica y hallar los pun 
tos máximos, mínimos y de inflexión; 


a) 

b) 


X — 2 a ctg B, y — 2 a sen 2 B. 

Sol. Máx. (O, 2 c); puntos de inflexión, 


x - ig r, y — sen f eos i, 

Sol. Máx. (L ¡4); miiu ( — 1, —14)* 

Vj 

4 


ptintos de i 


IVldJW. /¿Ja ******* V *' 

nflexión, ~ ~ ^. 


(0. 0) 



83. Movimiento curvilíneo. Velocidad. Si en las ecuaciones para- 
métricas (1) del Artículo 81 , el parámetro t es el tiempo, y las fun¬ 
ciones /(í) y <t> (t) son continuas, al variar f de una manera continua 
el punto P {x , y) describirá una curva llamada trayectoria. Tenemos 
entonces un movimiento curvilíneo, y las ecuaciones 

(1) x = f {t), y = </>(() 

se llaman las ecuaciones del movimiento. 
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La velocidad v del móvil P (x t y) en un instante cualquiera se 
determina por sus componentes horizontal y vertical. 

La componente horizontal a* es igual a la velocidad , a lo largo 
de OX j de la proyección M de P , y por esto es la rapidez de varia- 
ción de x con respecto ai tiempo, Luego , según (C) del Artículo 51 , 
reemplazando s por x t obtenemos 


(C) 



De la misma manera , la componente 
vertical , o rapidez de variación de 
y con respecto al tiempo , es 


Ü» 


V U 


dy 
dt ' 



Tracemos los vectores v* y v v des¬ 
de P (fig, 63), completemos el rectángulo y tracemos la diagonal 
desde P, El vector v así obtenido es el vector velocidad buscado. 
Según la ligara, su magnitud y dirección se dan por las fórmulas 


(E) 


V * — vj- + v/ r tg 


ÉL 
v ti _ dt 

Vx dx 
dt 


Comparando estas fórmulas con la (A) del Artículo 81, vemos que 
tg T es igual a la pendiente de la trayectoria en P. Luego la dirección 
de v es la misma que la de la tangente en P . A la magnitud del 
vector velocidad se le llama en inglés speed. 


84, Movimiento curvilíneo. Aceleraciones componentes. En los 
tratados de Mecánica analítica, se demuestra que en el movimiento 
curvilíneo el vector aceleración a no se dirige a lo largo de la tangente 
como el vector velocidad , sino hacia el lado cóncavo de la trayectoria. 
Puede descomponerse en una componente tangencial <u , y una com¬ 
ponente normal , siendo 

_dv t __ v* 
at ~ dt'’ an ~ R' 

(R es el radio do curvatura. Véase el Artículo 105.) 

La aceleración puedo también descomponerse en componentes para¬ 
lelas a lus ejes coordenados. Siguiendo el mismo método que se 
empleó en el Artículo 83 para las componentes de la velocidad, defl- 
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nirnos ks componentes de la aceleración paralelas a OX y OY , mediante 
tas fórmulas : 


(F) 


dv x 

a* = — ; a,j 


dVrj 

dt ‘ 


Asimismo, si se construye un rectángulo con vértice en P y lados 
a* y a tJ entonces a es la diagonal trazada por P. Luego 

(G) a = V(a*) £ + (a*) a , 

que da la magnitud (siempre positiva) del vector aceleración en un 
instante cualquiera. 

En el problema 1, que damos a continuación , hacemos uso de las 
ecuaciones del movimiento de un proyectil> que aclaran muy bien los 
conceptos expuestos en este artículo y en el anterior. 


PEOBLEMAS 


1. Sin tener en cuenta la resistencia del aire, las ecuaciones del movimiento 
de un proyectil son 



x — l?i eos ■ 


y = Vt sen 


f - 4.9 í*; 


don del movimiento al 
rectangular de la trayectoria. 


siendo v\ la velocidad inicial, $ el ángulo de tiro y 
t el tiempo en segundos, midiéndose x y y en me¬ 
tros. Hallar Jas componentes de la velocidad, las 
componentes de la aceleración, la velocidad y la ace¬ 
leración : a) en un instante cualquiera: b) al 
final del primer segundo; cuando Vi ~ 100 m por 
segundo y ^ = 30°. Hallar también: t) la direc- 
final del primer segundo; d ) la ecuación cartesiana 


Solución. Según (C) y (D) , 

o) OX = L>1 COS $ ; \>y = L’l sen $ — 9, S t , 

Asimismo, según (£) * 

v ~ %/ Vi* — 19 ,b tvi sen 4> + 96 7®. 

Según (F) y <G) - 

a x = 0; ay = — 9,8; a = 9,8, dirección hacía abajo* 


b) 


Sustituyendo en estos resultados i = I, vi = 100, $ = 30°, obtenemos 


Vx ™ 86.6 m por seg. 
üy = 40,2 m por seg. 
y = 95,5 m por seg. 


= 0. 

ay — — 9,8 m por (seg.) 2 , 
a = 9.8 m por (seg, ) *. 


c) r ■= are tg YFL — are ig = 24 c 54' — ángulo que forma la dirección 

i?í 86,6 

del movimiento con la horizontal. 
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d) Cuando Ui — 100 y 4 — 30°, las ecuaciones del 
vierten en 

* = 50 ¡ VT, y = 50 Í - 4,9 t*. 

_ je 0,049 . 

Eliminando t. el resultado es y = —= — —— x , 

parábola. 


movimiento se con¬ 


que representa una 


2* Demostrar que la ecuación rectangular de la trayectoria del proyectil en 
el problema anterior es 

y = x tg 4> - (I + tg ? <f>) x 3 . 

3, Si a un proyectil se le da una velocidad inicial de 4S m por segundo en 
una dirección inclinada 45° con la horizontal, hallar: a) las componentes de 
la velocidad al final del segundo segundo y del cuarto segundo; £>) la veloci- 


dad y la dirección del movimiento en los mismos instantes. 


Sol. a) 

Cuando t = 2, 

vx — 33,9 m por seg., 

W 

= 14,3 m por seg 


cuando f = 4, 

vx = 33,9 m por seg, * 

Vu 

= — 5,4 m por seg 

b) 

cuando t = 2» 

v = 36,8 m por seg. * 

7 

= 22° 54L 


cuando t = 4» 

v = 34,4 m por seg,, 

7 

- - 8° 58'. 


4* Con los datos del problema 3, hallar la mayor altura que el proyectil 
alcanza. Si el proyectil da en el suelo al mismo nivel horizontal de! que partió» 
hallar el tiempo que ha estado en el aire y el ángulo del choque. 

5, Un proyectil se lanza contra un muro vertical a la distancia de 150 m, 
con la velocidad inicial de 50 m por segundo. Demostrar que no puede dar en 
el muro en un punto más alto que 33»5 m arríba del eje de las x. ¿Cuál es <P para 
esta altura? Sol. ó = 59° 3V. 


G, Un punto, referido a coordenadas rectangulares, se mueve de manera que 
x — <i eos t + b y y — a sen i -he: 
demostrar que la magnitud de su velocidad es constante. 

7, La trayectoria de un punto móvil es la sinusoide 

j x = ai, 

1 y = b sen ai : 

demostrar: a) que la componente .v de la velocidad es constante; b) que ¡a 
aceleración de] punto en un instante cualquiera es proporcional a su distancia al 
eje de las x. 

3, Dadas las ecuaciones de movimiento x = t 2 , y - (í^l) 3 . a) Hallar 
la ecuación déla trayectoria en coordenadas rectangulares, ó) Trazarla tra¬ 
yectoria, con los vectores correspondientes a la velocidad y la aceleración para 
l = ]/¡ , í = I, t=2. c) ¿Para qué valor del tiempo es la magnitud de la 
velocidad mínima? d) ¿ Dónde está el punto cuando la magnitud de la veloci¬ 
dad es de 10 m pot segundo ? 

Sol , a) Parábola» x% — = 1; c) i = Vi \ rf) (16,9) * 
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9. En un movimiento circular uniforme, es decir, cuando la magnitud de 
la velocidad e$ constante, demostrar que la aceleración en un punto cualquiera P 
es constante en magnitud y está dirigida hacia el centro del círculo, a lo largo 
del radío que pasa por P. 

10. Las ecuaciones de un movimiento curvilíneo son x=2 eos 2 r, y = 3 eos t . 
a) Demostrar que el móvil oscila en un arco de la parábola 4 y 2 — 9 x — 18 = 0. 
Trazar la trayectoria* b) Trazar los vectores de la aceleración en los puntos 
donde v = 0. c) Trazar el vector velocidad en el punto donde la magnitud de 
la velocidad es máxima. 

Dadas las siguientes ecuaciones de movimiento curvilíneo, hallar en el instante 
dado Ur- t Vj/í v: ra*, ay, a; la posición del punto (coordenadas); la dirección 
del movimiento. Hallar también la ecuación de la trayectoria en coordenadas 
rectangulares. 


11- x = t 2 . y - 2 t i t = 2* 

12* x — 2 t, y = t 3 ; t — L 

13. x = f 3 . y = f 2 ; t - 2* 

14. x = 3 t, y = f* - 3; t = 3. 

15. x ~2 — t, y = 1 + f»; r = 0. 

16 . x = a eos f, y — a sen t; t — % jc. 

17. x — 4 sen r, y — 2 eos i ; f = n. 

18. x = sen 2 r, y = 2 eos f: i — ¿ó ít. 

19. x = 2 sen í, y — eos 2í; í - J/3 a, 

20. x = tg f, y = ctg t ; t - |4 


85. Coordenadas polares. Angulo que forman el radio vector y la 
tangente. Sea la ecuación de una curva en coordenadas polares o t 0 


a) 


© = /(*). 


Vamos a demostrar la siguiente proposición : 

Teorema. Si tJi es el ángulo que forman el radio vector OP y la 
tangente a la curva en P, entonces 


(H) 


<8 * - $ 



siendo 
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Demostración. Consideremos la secante AB (fig. 65) que pasa por 


P y un punto Q(p + Ao , 0 + A0) 
de la curva y cerca de P. Trace- 
mos PR perpendicular a OQ. 

Entonces (véase la figura 65) 
()Q = o +* Ao ; ángulo PÜQ = A 0 , 
PR = o sen A0 y OR = p eos A0 . 
También, 

(2) tg PQR es igual a 

PR PR 
RQ OQ - OR 

_ o sen A 0 

p -f Ao — o eos A O 



Sea x\) el ángulo que forman el radio vector OP y la tangente PT. 
Si ahora A 0 tiende a cero, entonces 


a) el punto Q tiende a P ; 

b) la secante AB girará alrededor de P y tenderá a la tangen¬ 
te PT como posición límite; 

c) el ángulo PQR tenderá a como límite. 

Luego 


(3) 


tg i|* — lím — 

^—?»ü o 


o sen 


A 0 


•f Ao — q eos A0 


A fin de transformar esta fracción para poder aplicar los teoremas 
del Artículo 16 , procedemos como sigue : 


p sen A0 


o sen A0 


p(l — eos A0) 4- Ao « A0 , 4 

2 p sen- — 4- Ao 


£ Puesto que según (5) , Art. 2. a — o eos A(l =• p (1 — eos Afl) =■ 2 o sen 2 

sen A0 


A 0 


A0 

A0 Seü 2 Ao 
Q sen + 


[ Dividiendo numerador y denominador por Alt. y descom¬ 
poniendo en factores el primer término del denominador. 
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Cuando A0^O, entonces, según el Artículo 68, 

A 0 


lím 


sen A 8 


sen 


“ 1, y lím 


2 


AO 

2 


= 1 . 


También, lím sen = 0, lím ^ — oC 

Luego , los límites del numerador y del denominador son f respectiva¬ 
mente , q y o'. Así queda demostrada la fórmula (ZT). 

Para hallar la pendiente (tg “ en la figura) , tomaremos ejes rec¬ 
tangulares OX p OY f como de costumbre. Entonces para P (z, y) 
tenemos 

(4) x = t> eos 0 t y = q sen 8 . 

Empleando (l), estas ecuaciones se convierten en las ecuaciones para- 
métricas de la curva, siendo ti el parámetro. La pendiente se halla 
aplicando k fórmula (A), Así, de (4), 

dx , dy 

— = Q f eos $ — ^ sen ti , ~ — q* sen O + y eos O . 

(J Pendiente de la tangente - tg ^ s 

6 *>' eos ü — q sen 8 

La fórmula {/} se verifica fácilmente utilizando la figura 65. En efecto, en 
el triángulo OPT se tiene: r = 8 -\- q>, Entonces. 

«r-t* <i + *)- *í1±l!í2L. 

1 — tg @ ts 4 

Sustituyendo tg 0 = ^IL? rg ifi = S- y reduciendo, tenemos {/). 
eos 0 Q f 

EJEMPLO L Hallar tg ty y la pendiente para la cardioide y = a (i — eos 9) . 

Solución. — — i}* — ü sen 0. Sus ti tu 
de 



yendo en (H) e (/) , 

t g « = • - 
O 


2 a sen 55 0 


a sen 9 2 a sen % & COi Jdz fl 

-tg í. [(5) i Art. 2.] 

t g T _ a sen 2 0 -f a (1 — coy (i) eos O 

a sen 0 eos 9 — u (I — eos 9) sen 0 

_ eos tí — eos 2 O 
sen 2 0— sen 0 

- tg X 0 . 


Eig. 66 


t(í). (6). Art. 2. ] 
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En P ( fíg^ 66) se tiene; \[i = ángulo OPT = 14 & = V¿ ángulo XOP. Si U 
tangente PT se prolonga hasta que cortee! eje OX, formando con el el ángulo r t 
Leñemos: ángulo XOP = 180 a — ángulo OPT + “* 

Luego, r - Jí & — 180°, y tg * = tg fl, comoantes [(3), Art. 2]. 

Nota. La fórmula (H) se ha establecido para la figura 65, En cada pro¬ 
blema, las relaciones entre los ángulos Y- T Y Á deben determinarse examinando 
los signos de sus funciones trigonométricas y trazando una figura. 

Pnra hallar el ángulo de intersección de dos curvas, C y C f (figu¬ 
ra 67 ) j cuyas ecuaciones son dadas en coordenadas polares , podemos 
proceder como sigue: 



Angulo TFT' = ángulo OPT* — ángulo OPT t 


o sea, 


<f> = \\i f — i(t; Luego, 


(j) 


tg <t> 


tg <!'' — tg ,|i 
1 + tg i|>' tg i\> ’ 


calculándose tg i|)' y tg según (ff) de las ecuaciones de las curvas , 
y hallándose sus valores para el punto de intersección. 

EJEMPLO 2. Hallar el ángulo de intersección de las curvas (Cap. XXVI) 
g = tí sen 2 0, o = a eos 2 0* 

Solución, Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones* obtene¬ 
mos, en el punto de intersección, 

tg2 9 = 1, 16 = 4S° t U - 22^°. 

De la primera curva, empleando (H) , 

— % tg 2 Q — para 6 = 22J4°< 

De la segunda curva, 

tg IV — — H ctg 2 0 - — Y %i para (t = 22^°. 

Sustituyendo en {</}* 

^ <t> = y • *• * = »k ^ %■ 

] - % 
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86, Longitudes de la subtangente y la subnormal en coordenadas 
polares. Tracemos por el origen la perpendicular NT al radio vector 
del punto P de la curva (fig. 58), Si PT es la tangente y PN la 
normal a la curva en P, entonces, por definición , 

OT — longitud de la subtangente, 
y ON = longitud de la subnormal, 


de la curva en P , 

OT 

En el triángulo DPT , tg i|j = . Luego, 

d() 

(l) OT — o tg i|j = Q 2 ^ — longitud de la subtangente en coorde¬ 
nadas polares. * 

En el triángulo OPN t tg 4’ — —^. Luego % 


(Z) ON — 


o do 

— = Nz “ longitud de la subnormal en coordenadas 
tg U 1 df) 

polares. 

La longitud de la tangente { — PT) y la longitud de la normal ( = PN) 
pueden deducirse de la figura, observando que 
cada una es la hipotenusa de un triángulo rec¬ 
tángulo . 



EJEMPLO, Hallar las longitudes de la subtangente 
y de la subnormal de la lemniscata y 3 — a 2 eos 2 0 
(véase la figura en el Capítulo XXVI) . 

Solución. Derivando la ecuación de la curva, con¬ 
siderando q como función implícita de $ t tenemos: 


2 e — — — 2 a 2 sen 2 Ü t o — 
de dO 


a 2 sen 2 O 
Q 


Sustituyendo en (1) y (2), resulta: 


Longitud de la subtangente = — 

a-sen 2 & 

Longitud de la subnormal — — -— S£n " - t 

Q 


* Cuando O aumenta con Q r es positiva y yi es un ángulo agudo, como 

dg 

en la figura 68- Entonces la subtangente OT es positiva y se mide hacia la dere- 

d 0 

cha de un observador que desde O mire en la dirección OP. Cuando ~ es nega¬ 
do 

tiva, la subtangente es negativa y se mide hacia la izquierda del observador. 
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SÍ deseamos expresar los resultados en función de 8. bastará bailar o en fun¬ 
ción de 8 de la ecuación dada, y sustituir. Así, en el ejemplo, 

O — eos 2 8 m , 

luego, longitud de la subtangente ~ ^ u ctg 2 8 \/ eos 2 


PROBLEMAS 


1. En el circulo o = a sen & T hallar y r en función de 8. 

Sol , i|> — <¥, ~ = 2 8. 


2, 


En la parábola () = a sec 2 


£ 
2 ' 


demostrar que r + — ít- 


3, Demostrar que en la espiral logarítmica y = el ángulo ij> es constante. 
Puesto que la tangente forma un ángulo constante con el radio vector, esta curva 
se llama también espiral cquíangular. (Véase la figura en el Capítulo XXVI, ) 


4, Demostrar que en la espiral de Arquímedes g = u8 es Lg = Hallar los 
valores de i[j cuando = 2 i y 4 a, (Véase la figura en el Capítulo XXVI,) 

Sol. ti) - 80° 57* y 85° 27', 

Hallar las pendientes de las siguientes curvas en los puntos indicados. 


5, 

0 = a (1 — eos 8) 

; 8 - Ü* 

2 


SoL 

- 1 



6, 

Q — a sec 2 8 : q 

i = 2 ü, 



3. 



7. 

Q = a se n 4 8 : 

origen. 



0, 

1, qo h 

-1 

8. 

0" — a 2 sen 4 8: 

origen. 



0, 

1 , M, 

-1 

9. 

0 = a se n 3 &: 

origen. 



0. 

VI. 

-VI 

10, 

o — a eos 3 8 : 

origc n. 






11. 

o = a eos 2 $ ‘ 

origen. 

14. 

o ^ 

0 = 

JT 

Y’ 


12, 

q — a sen 2 8 : 

0 = Ü. 




ji 




4 

15, 

00 = a ; 

8 = 

T* 


13. 

y — a sen 3 8 : 

V 

16, 

Cü 

11 

G/ 

0 =* 

0. 



Hallar el ángulo de intersección de los siguientes pares de curvas: 

17* Q eos 9 a 2d, o as 5 a sen 0. SoL are tg %. 


18 , 


Q = a sen 8, Q = a sen 2 0. 

SoL En el origen* 0 o : en otros dos puntos, are tg 3 V 3 , 
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Hallar el ángulo de intersección de los siguientes pares de curvas: 


19. 

0 

y sen 0 = 2 a, Q = a $ec 2 — 

SoL 45°. 

20. 

y = 4 eos 0, y =4(1 — eos 0) , 

h0°. 

21, 

y = 6 eos 0, Q = 2 ( I + eos 0) - 

30 a . 

22. 

y = sen 0, Q — eos 2 0. 

0° ] 

23. 

q* sen 2 0 = 4, y 3 = 16 sen 2 0, 

69°. 

24. 

Q = er (I -f eos 0 ). Q — ó (1 — 0} . 


25. 

g — sen 2 0. y — eos 2 0 4-1. 


26. 

g 2 sen 2 0 = 8, q — 2 sec 0. 



3 V 3 


Demostrar que los siguientes pares de curvas se cortan en ángulo recto* 

27, o = 2 sen 0. O = 2 eos 0. 

28, Q ~ a0. Qti - a- 

29, o ” a (1 + eos 0) . tí - a (1 — eos 0) . 

30, Q- sen 2 0 — a 2 , Q ¿ eos 2 0 = 6 2 . 

31, q - a sec 2 —, 0 = ¿> esc- 


32, Hallar las longitudes de la subtangente, subnormal, tangente y normal 

de U espiral de Arquímedes y = 

SoL Subtangente - tangente - -- V a 2 4- t?"« 

u u 

subnormal = u, .normal = y/ a 2 + í> 2 * 

El lector debe notar el bccbo de que la subnormal es constante. 

33, Hallar las longitudes de la subtangente, subnormal, tangente y normal 
en la espiral logarítmica y — 

SdL Subtangente - tangente = Q -I 1 +r4“ f 

In a \ mu 

subnormal — o ln u, normal — g y/ I 4- ln" n . 

34, Demostrar que la espiral hiperbólica QÜ — a tiene subtangente cons¬ 
tante, {Véase la figura en el Capítulo XXVL) 

87, Raices reales de las ecuaciones. Métodos gráficos. Un valor 
de x que satisface la ecuación 

(1) / (x) = U , 

se llama una raíz de la ecuación (o una raíz de/(x)). Una raíz 
de (1) puede ser un número real o un número complejo. A continua- 
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ción vamos a exponer métodos para determinar, aproximadamente, 
las raíces reales. 


Situación y número de las raíces. 


Primer método. Si la gráfica de f(x) , es decir, el lugar geomé¬ 
trico de 

!/=/(*), 

se construye conforme a la regla dada en el Artículo 58 , tos abscisas de 
los puntos de intersección con el eje de las x son las raíces reales . Por 
tanto , sabemos inmediatamente por la figura 
el número de raíces y sus valores aproximados. 

Ejemplo. 

(3) x 3 -9x* 

Solución. La gráfica, según 
vimos en el Artículo 58. es la fi¬ 
gura 69. Corea el eje de las x en¬ 
tre O y 1 . Luego hay una raíz real 
entre estos valores, y no hay otras 
raíces reales. 

La tabla da los valores de f (0) y 
do un cambio de signo. 


Localizar todas las raíces reales de 
+ - 7 - 0 . 


X 

/(*) 

ü 

- 7 

l 

9 


f (1) , mostran- 


X 

a 

Xo 

b 


V 

/(«) 

f(Xa) = O 

m 



Fig. 69 


Puede ser que la tabla de valores x y y que 
se emplee en la construcción 
de la gráfica dé la situación 
exacta de una raíz: a saber } 
en el caso en que sea y = O 
para algún valor de x Si no 7 
los valores de y para dos valores sucesivos x — a, x = b pueden 
tener signos opuestos. En este caso, los puntos correspondientes 
P(a } f(a)) } Q(b ? f(b) ) están de lados contrarios del eje de las x, y 
la gráfica de (2) , uniendo esos puntos, cortará este eje. Es decir, 
una raíz xo estará entre ay b. 

Un enunciado exacto del principio aquí implicado es éste : 

una función continua f{x) cambia de signo en un intervalo 
a < x < b y su derivada no cambia de signo , entonces la ecuación 
f( x ) ” O tiene una raíz real r y sólo una, entre a y b. 

El hallar por tanteos la situación de una raíz depende de este princi¬ 
pio. fai a y b do están muy alejados uno de otro, es posible obtener 
una aproximación adicional por interpolación. El método consiste en 













http://carlos2524.jimdo.com/ 


156 


CALCULO DIFERENCIAL 


determinar la abscisa en el origen de la cuerda PQ . Es decir, la porción 
de la gráfica que une P y Q se reemplaza por la cuerda correspon¬ 
diente , como una primera aproximación. 

Ejemplo (CONTINUACION)* Por medio de un sencillo cálculo puede verse 
que la raíz comprendida entre O y I está entre O, 3 y 

0,4, Véase la tabla adjunta. Sea esa ratz 0.3+z._ x i M = y 

Entonces, por interpolación proporcional» 


z 

0.1 


0,583 

1,807’ 


z = 0,032. 


0.4 1.224 

0,3 + z (raíz) 0 
0,3 -0,583 


Luego x 


DiL 0,1 


1.807 


0,332 es una segunda aproximación. 

Esta es la abscisa en el origen de la recta (fi¬ 
gura 70) que une los puntos Q(G,4» 1,224) 
y F{ü,3, — 0,583) correspondiente a la grá¬ 
fica de (3). En la figura, MP = - 0,583, 
NQ — 1,224, dibujadas a escala. Las abscisas 
de M y N son 0,3 y 0,4, respectivamente* 
Además MC = z, y los lados homólogos de 
los triángulos semejantes MPC y PQR dan la 
proporción anterior. 



Para una ecuación algebraica > como 
(3) , el método de Horner es el más 
conveniente para calcular una raíz numé¬ 
rica con cualquiera grado de exactitud 
deseado (véase la explicación en algún libro de Algebra superior). 


88. Segundo método para localizar las raíces reales. El método 
del Artículo 58 es conveniente para construir rápidamente la gráfica 
de f (x ). Por esa gráfica se determinan la situación y el número de las 
raíces * Sin embargo , en muchos casos se llega más pronto al mismo 
resultado trazando ciertas curvas que se cortan. El siguiente ejemplo 
hace ver cómo se procede. 

EJEMPLO. Determinare! núme¬ 
ro de raíces reales (x en radianes) de 
la ecuación 

(1) ctg x — x *= 0* 

y localizar la más pequeña de las 
raíces* 

Solución* Pasando x al segundo 
miembro, resulta: 

(2) ctg x = x- 


y = Clg X 

X (grados) 

x (radianes) 

y 

0 

0 

0o 

lü 

0,175 

5,67 

20 

0,349 

2,75 

30 

0,524 

1*73 

40 

0,698 

1,19 

45 

0,785 

L000 

50 

0,873 

0,839 

en 

1,047 

0,577 

70 

1,222 

0.364 

80 

1,396 

0,176 

90 

1,571 

0 
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Si trazamos las curvas (fig. 71} 

(3) y = ctg x y y = x 

en los mismos ejes, las abscisas de los puntas de intersección serán raíces de (1) , 
En efecto, es evidente que eliminando y de (3) se tiene la ecuación (1), de !a 
que han de obtenerse los valores de x para los puntos de intersección. 

En la construcción, es bueno medir esmeradamente en QX ambas escalas 
(grados y radianes) . 



Número de soluciones. La curva y = ctg x consta de un número infinito 
de ramas congruentes con 
la AQ£¡ de la figura 71 
(véase el Are. 70) . Es 
evidente que la recta 
y = x cortará cada rama. 

Luego la ecuación (1) 
tiene un número infinito 
de soluciones. 

Empleando tablas de 
cotangentes naturales y 
de equivalentes en radianes para grados, podemos localizar más exactamente la 
menor de las raíces, como se ve en la tabla. Por Interpolación hallamos x^O.HóO. 


X 

X 

ctg X 

ctg x — X 

(grados) 

(radianes) 

50 

0,873 

ü t #39 

— 0.034 

49 

ra ¡z 
0,855 

0.869 

+ 0.014 

Dif. 

0,018 


-0,048 


El segundo método puede, pues, describirse así: 

Se trasponen ciertos términos de f (x) = 0 de manera que se convierta 
en una ecuación de la forma 
(4) 


fi(x) = f*(x). 
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Se construyen luv curvas 

(5) y = fi(x), y = íz(x) 

en los miamos ews f eligiendo escolas convenientes (no es necesario que las 
escalas para ambos ejes sean las mismas )< 

El número de punios de intersección de estas curvas es igual al número 
de raíces reales de f (x) = O t y las abscisas de estos puntos son las raíces. 

Los términos de / (x) - 0 , que se trasponen para obtener la ecua¬ 
ción (4) j pueden a menudo elegirse de manera que de ías curvas {5} 
una o ambas sean curvas conocidas. 

Asi, por ejemplo , para determinar las raíces reales de la ecuación 

x 3 + 4 x — 5 = O j 

la escribiremos en la forma 

x* = 5 — 4 x. 

De esta manera las curvas (5) son , en este caso f las curvas cono¬ 
cidas 

y = y = 5-4x 1 

una parábola cúbica y una línea recta. 

Como segundo ejemplo, consideremos la ecuación 

2 sen 2 x + 1 — x“ = ft , 

La escribiremos en la forma 

sen 2 x = % (x 2 — I). 

En este caso , las curvas (5) son la conocida curva 

y — sen 2 x , 

y la parábola 

y - H (x* - i) - 

89. Método de Newton. Una vez localizada una raiz, el método 
de Newton suministra un procedimiento muy cómodo para calcular su 
valor aproximado. 

Las figuras 72 y 73 muestran dos puntos 

Ha,m), Q(b,f(b)) 

de la gráfica de /(x), situados en lados contrarios del eje de las x. 
Sea PT ia tangente en P (fig. 72), Evidentemente, la abscisa o! 
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del punto T de intersección déla tangente con el eje de las x t es un 
valor aproximado del punto de intersección del eje de las x con la 
gráfica, y, por lo tanto, de la raíz correspondiente de f(x) — 0. 
El método de New ton determina la abscisa del punto T t 
Hallamos esa abscisa O f así: las coordenadas de P son 

'2t — a f 

La pendiente de la tangente PT es mi = /'(&), Luego, según (1) 
del Artículo 43 , la ecuación de PT es 

(1) y — f(a) = /'(a) (x - a). 



Pig. 72 


Fig. 73 


Haciendo ?y — O y despejando el valor de x (= íF) , obtenemos 
la fórmula de aproximación de New ton , 


(K) 


o! = a — 


fia) 

f f (a) 


Hallado a? por (K), podemos reemplazar a por a f en el primer 
miembro y obtener 


a" = a f 


f(a f ) 

rw) 


como segunda aproximación. Se podría continuar el procedimiento 3 y 
obtener una serie de valores a, a f , a" , al u , ,,., que se aproximan 
a ia raíz exacta . 

También se puede trazar la tangente en Q (fig. 73), Entonces, 
reemplazando a en (J5T) por b f obtenemos h* t h rt , h frf } , que 

también se aproximan a la raíz exacta. 


Ejemplo» Hallar la menor de la$ raíces de la ecuación 

ctg a- — x = U H 

por el método de Newton» 

Solución. En este caso, f (x) - ctg x — x. 

f f (x) = — esc 2 x ~ Í - — 2 — ctg- x, 
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Según el ejemplo Hcl Artículo 88, tomamos a =0.855. Entonces, según la tabla 
de! Art. 88, 

f{a ) =0.014, 

Además, f'(fl) = - 2 - (0.809)* = -2,76. 

Entonces, según (K) . a' = 0,855 + -- 0,860. 

2,76 

Sien (K) empleamos b = 0,87?, se obtiene; 

b' = 0,873 - -- 034 = 0.861. 

2.704 

Por interpolación hemos hallado x = 0,600. Los resultados obtenidos son 
exactos con tres cifras decimales. 


De las figuras 72 y 73 observamos que la curva corta al eje de las 
x entre 3a tangente PT y la cuerda PQ * Luego la raíz está entre el 
valor hallado por el método de Newton y el hallado por interpolación . 
Pero esta proposición está sujeta a la condición que /"{&) — 0 no 
tenga ninguna raíz entro a y b ; es decir, que no haya punto de inflexión 
en el arco PQ. 


PROBLEMAS 

Determinar gráficamente el número y la situación aproximada de las raíces 
reales de cada una de las siguientes ecuaciones. Calcular cada raí£ con dos deci- 


males. 




1* 

a: 3 + 2 * - 8 = 0. Sol . 

1.67. 


2. 

x * - 4 x + 2 = 0 . 

- 2.21, 

0.54, 1.67. 

3, 

a: 3 - 8 x - 5 = 0. 

- 2*44. 

-0.66. 3.10. 

4. 

F-lt-1-0. 

- 1*53. 

- 0.35. 1,88. 

5. 

a: 3 - 3 a: 2 + 3 = 0. 

- 0.88, 

1,35. 2.53. 

6» 

x 3 + 3 a: 3 - 10 = 0. 

1,49. 


7, 

X 3 — 3 JE 2 — 4 a: + 7 = 0. 

— 1,71, 

1,14. 3.57. 

8* 

jr 3 + 2 a:* - 5 x - 8 = 0. 

- 2,76. 

- 1,36, 2.12. 

9. 

2a 3 -I4a : + 2i + )= I1. 

- 0,51* 

0,71. 6.80. 

10. 

x * + 8 * - 12 = 0. 

- 2*36, 

1.22. 

11. 

_ 4 x 3 _ & j,.* + 20 a: + 9 = 0. 

- 2,16* 

-0.41. 2.41. 

12, 

x * + 4 jc 3 - 6 x 2 - 20 a: — 23 =- 0. 

- 4,60. 

2.60. 
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Determinar gráficamente et número de raíces reales de cada una de las siguien¬ 
tes ecuaciones. Calcular la menor raíz (excluyendo el cero) por interpolación y 
por la fórmula de New ton. 


13. 

eos X + X — 0. 

Soí, Una raíz í x ^ — 0,739, 


14. 

tg x — x - 0, 

Infinito número de raíces. 


15. 

eos 2 x — x “0. 

Una raíz; x — 0, 515, 


16. 

3 sen x — x — 0. 

Tres raíces ; x = 2,279. 


17. 

2 sen a: —- x 2 = 0. 

Dos raíces; x = 1,404. 


18, 

eos x — 2 x % — 0. 

Dos raíces; x — 0,635» 


19. 

ctg x + x* = 0. 

Infinito número de raíces; 

x = 3.032. 

20. 

2 sen 2 x — x — 0, 

Tres raíces; x = 1,237. 


21. 

sen x + x — 1 “0. 

Una raíz; x — 0,511. 


22. 

tos x + x — I — 0, 

Una raíz; x * 0. 


23. 

e~ x — eos x — 0* 

Infinito número de raíces; 

x = 1,29. 

24, 

tg x — log x = 0. 

Infinito número de raíces; 

x = 3,65. 

25. 

e r + x - 3 ^ 0. 

Una raíz; x — 0,792, 


26. 

sen 3 x — eos 2 x = 0. 

Infinito número de raíces; 

II 

O 

T 

27. 

2 sen x — eos 2 x = 

0. Infinito número de raíces; 

X = 0,517. 

28, 

tg x — 2 e E “0, 

Infinito número de raíces; 

x = 1,44. 

29. 

El radío interior (r) y 

el radio exterior (R) en pulgadas del 

árbol hue- 


co de un motor de un buque de vapor, que transmite // caballos de fuerza a la 
velocidad de N revoluciones por minuto, satisfacen la relación 

B ÜR 

N jc 2 

Si H - 2 5í)0* A T = 160 y r - 6. calcular R* 

30, Un proyectil tiene la forma de un cilindro con una extremidad hemisfé¬ 
rica, siendo su diámetro d cm y su volumen V cml El cilindro tiene he m de 

largo. Demostrar que d 3 T 3 hd 2 — —Ú . Si fy = 20 y V =* 800, calcular d. 

SoL d — 6,77, 

31» La cantidad de agua (Q pies cúbicos por segundo) que corre sobre un 
vertedero de B pies de ancho, viene dada por la fórmula de Fruncís. 

Q = 3,3 (B - 0.2 fí) H%, 

siendo // la altura del agua sobre la cresta del vertedero. Dados Q = I2,5 y £3 — 3. 

hallar fL ( Despejar de la fórmula el factor H “ y después construir las cu rvas. ) 

Soí H = 1.23, 
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32, Si V m 3 es el volumen de i Kg de vapor recalentado a la temperatura 
T° bajo la presión de P Kg por centímetro cuadrado. 


V = Ü.0050SE 

Dados ^ = 0,175 y T = 21í“, hallar P. 


0.19Z) 
P * ' 


33. La cuerda c (fig. 74) de un arco s em un circulo de radio r. viene dada, 
aproximadamente* por la Fórmula 

r * 24 r a ' 


Si r = 4 m y c = 5,60 m. hallar s. 


Óo/. s — (\23 m, 


34. El ¿rea ti (fig, 74) de un segmento circular cuyo arco $ subtiende el 
ángulo central x (en radianes) es u = Vi c 2 (x — sen x) , Hallar el valor de x 
ú r = S cm y u = 64 cm ! . SoL x = 2,5*4 radianes. 



35. El volumen V (fig, 75) de un segmento esférico de una base* de altura 

CD = h> es 

V - x(rh* - K fj 3 ) * 

Hallar h si r = 4 m y V = 150 m a . So/, h — A.12 m, 

36, El volumen V de una cáscara esférica de radio R y espesor r es 

V - 4 íit (Tí 3 - Rt + f 2 ) . 

Demostrar esta fórmula. Sí ít = 4dm y V es la mitad de! volumen de una 
esfera maciza de igual radío, hallar i. Sol, t ~ 0*827 din* 

37, Una esfera maciza de madera de peso especifico S y diámetro <f se hunde en 

h 

el agua a una profundidad h. Siendo x — — * demostrar que 2 x* - + Ó = 

d 

(Véase e| problema 35,) . Hállese x para una bola de arce en la que 5 = 0,786. 

Sol. Ü.7U2. 

38. Hallar el menor valor positivo de 0 para el que las curvas Q — eos Ú y 
e: t*-e sc cortan. Hallar el .inetrlo de intersección cu ese punto, 

5oL 0= 1.2*3 radianes' 29® 
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PROBLEMAS ADICIONALES 

1 1 Hallar el ángulo de intersección de las curvas y = 2 eos 8 y y =i en el 
punto de intersección más alejado del origen, 

Sol, Punto de intersección. 8 — 0,54 radianes ; 75 u ''bL 

2. Demostrar que la curva Q — a sen 4 ^ O se corEa a sí misma en ángulo 
recto* 


3, Sea OP un radio vector cualquiera de la cardioide q — u (1 -f- eos 0) . 
Del centro C del círculo q - ¡3 cotí tí se traza CQ , un radío del círculo, para¬ 
lelo a OP y en el mismo sentido. Demostrar que PQ es normal a la tatdioide, 

4, Se circunscribe a la cardioide y = u(l — eos 8 ) un cuadrado: una diago¬ 
nal del cuadrado está en el eje polar. Demostrar que su área es ir /ia ( 24- y/ 3 )a B . 

5* La trayectoria de una partícula es la elipse y = ---- , El puntó 

1 — e eos tí 

material se mueve de ral manera que el radio vector y describe áreas iguales en 
tiempos iguales. Hallar la razón de las velocidades dd punto en las extremidades 
del eje mayor. 


1 — p 
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DIFERENCIALES 


90, Introducción. Hasta ahora hemos representado la derivada de 
y = f(x) por la notación 



Henios insistido particularmente en señalar que el símbolo 

% 

dx 

no debía considerarse como una fracción ordinaria , con dy como 
numerador y dx como denominadar , sino solamente como un símbolo 
que representa el límite del cociente 

A y 

cuando \x tiende a cero. 

Hay muchos problemas * sin embargo , en los que es importante dar 
interpretaciones a dx y dy separadamente. Esto se presenta, espe¬ 
cialmente, en las aplicaciones del Cálculo integral. En los-artículos 
que siguen se explica el nuevo significado de estos símbolos. 


91, Definiciones. Si f f (x) es la derivada de f{x) para un valor 
particular de x t y Az es un incremento de x , arbitrariamente elegido , 
la diferencial de f(x) , que se representa por el símbolo df (x) , se 
define por la igualdad 

U) df{x) - f'{x)\x = 

Si J(x) = x f entonces f f (x) = 1 y (A) se reduce a 


dx — Ax 
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Así, cuando x es la variable iudependiente f la diferencial de 
x(~ dx) es idéntica a Ax. Por tanto, si y — f (z) f (A) puede, en 
general, escribirse en la forma 

(5) dy - f'(x) dx* = ~£ dx. 


La diferencial de una función es igual al producía de su derivada 
por la diferencial de la variable independiente. 


Veamos una interpretación geométri¬ 
ca de lo que esto significa. 

Constmyamos la curva y = / (x) (fi¬ 
gura 78). 

Sea /' (;t) el valor de la derivada en P. 
Tomemos dx — PQ. Entonces, 

dy - f f (x) dx = tg *• PQ 

= = QT. 



FgL 7b 


Luego dy f o sea, df (x), m el incremento l — QT} de tu ordenada 
de la tangente } correspondiente a dx 

Esto da la siguiente interpretación de la derivada como fracción : 


Si se representa por dx un incremento arbitrariamente elegido de la 
mriablc independiente x para un punto F(x f y) en la curra y = f (x), 
entonces en la derivada 


dy 

dx 


-*'(*) = tgs 


dy representa et incremento correspondiente de la ordenada de la tan¬ 
gente en P T 

El lector debe advertir especialmente que la diferencial (— dy) y el 
incremento (= Ay) no son, en general, ¡guales. En efecto, en la 
figura 76 , dy = QT , pero Ay = QP f . 

92 . La diferencial como aproximación del incremento. Por el 
Artículo 91 es claro que Ay (= QP l en la figura) y dy (- QT) so n 
aproximadamente iguales cuando dx (~ PQ) es pequeño. Cuando 


* A causa de la posición que en esta expresión ocupa la derivada f ** 

veces se llania a la derivada coeficiente diferencial. 
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solamente se desea un valor aproximado del incremento de una función , 
es más fácil ? la mayor parte de las veces , calcular el valar de la dife¬ 
rencial correspondiente y emplear este valor. 

EJEMPLO 1* Hallar un valor aproximado del volumen de una cáscara este- 
rica de 20G mm de diámetro exterior y 1 mm de espesor. 

Solución, El volumen V de una esfera de diámetro x es 

(i) v = -Litx». 

b 

Evidentemente, el volumen exacto de la cascara es la diferencia AV entre los 
volúmenes de dos esferas maricas de diámetros 200 mm y 1% mm T respectiva- 
mente* Pero como se pide solamente un valor aproximado de AVL hallaremos 
dV. De (I) y (B) , 

dV = 1 xtar 2 dx , puesto que =. -i. 7ix J * 

2 dx 2 

Sustituyendo x =200. dx = — 2. obtenemos dV = 12ÍÓQU mm 3 . aproxima¬ 
damente. no teniendo en cuenta el signo cuyo significado es, Un sólo, el de 
exponer que V disminuye al aumentar ** El valor exacto es Al/ ^ 124 400 mmL 
Adviértase que ta aproximación es aceptable porque dx es relatiüamente peque¬ 
ño, es decir, es pequeño en comparación con jc ( — 200) ; si no, el método seria 
inaceptable. 

EJEMPLO 1. Calcular un valor aproximado de tg 46 a , empleando diferen¬ 
ciales, dados Tg 45° = 1. sec 45 d — \f2. I o =0,01745 radianes. 

Solución, .Sea y = tg jc* Entonces, según [B) , 

(1) dy — sec 3 x tfjf. 

Al pasar x a x + dx. y pasa, aproximadamente, a y 4- Jy. Sustituyamos 
en (I) , x = 54 re (45°) y dx = 0,0175. Se obLiene dy — 0,05>0. y como que 
y — rg 45° = L resulta y -F dy — 1.0350 = tg 4b c , aproximadamente. (Tablas 
de cuatro decimales dan tg 46° = 1,0355.) 

93, Errores pequeños* Una segunda aplicación de las diferenciales 
es ta de determinar la influencia que tienen pequeños errores en los 
datos en el cálculo de magnitudes. 

Ejemplo 1, Se mide el diámetro de un circulo, y se halla que es 5,2 cm con 
un error máximo de 0,05 cm, Hallar un valor aproximado del máximo error 
que puede cometerse al calcular el área del círculo por la fórmula 

(I) A = J4 rt x 3 . (jc — diámetro) 

Solución* Evidentemente, el error máximo exacto con que se obtiene A será 
la alteración (AA) de su valor, hallado según (1), cuando x cambia de 5,2 cm 
a 5,25 cm, Un valor aproximado del error en el área es el valor correspondiente 
de dA , Por tanto, 

dA =* Vi jt.í dx = 14 Jt X 5,2 X 0,05 = 0,41 cm s . 
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Errores relativos y error expresado en tanto por ciento. Si es el 
error de u , la razón 


( 2 ) 

( 3 ) 


du 


— error relativo ; 


du 

100 — = error expresado en tanto pur ciento. 


El error relativo puede hallarse directamente por derivación logarít¬ 
mica (Art. 66). 

Ejemplo 2. Hallar el error relativo y el error expresado en tanto por 
ciento en el ejemplo anurior. 

Solución. Tomando en (J) logaritmos naturales, 

In A — ln i- Jt + 2 In x. 

4 


1 dA _ 2 dA _ 2 dx 

A dx x A x 


Derivando, 

71 dx x 

Sustituyendo, jt = 5,2, dx — O.OL hallamos: 

Error relativo de A — 0,0192: error expresado en tanto por ciento — 1 9 ¡Koo 


Los errores de cálculo que se consideran aquí son los ocasionados 
por errares pequeños en los datos que suministran la base para el 
cálculo. Estos pueden provenir de inexactitud de medición o de otras 
causas. 


PROBLEMAS 

1* Si A es el área de un cuadrado de lado x , hallar dA, Construir una 
figura que muestre el cuadrado, dA y A A. Sol. dA = 2 x dx. 

2* Hallar una fórmula aproximada del área de una corona circular de radio 
r y anchura d r. ¿Cuál es la fórmula exacta? 

Sol. dA — 2 nr dr; A A = ji (2 c T Ar) Ar, 

3, ¿Cuál es un valor aproximado del error que puede cometerse al calcular 

el volumen y el área de un cubo de arista 6cm, sí se comeLe un error de 0,02 cm 
al medir la arista ? Sol. Volumen, =t2,I6cm 3 4 ; área, ± 1.44 cm 2 . 

4. Las fórmulas para el área y el volumen de una esfera son 

5-4 nr 2 y V - A /% Jrr 3 . 

Si al medí reí radio se obtiene 3 m r u) ¿cuáles son los errores máximos apro¬ 
ximados de S y V si las medidas son seguras hasta 0,01 m? b) ¿cuál es en cada 
caso el error máximo expresado en tanto por ciento? 

SoL a) S, 0,24 si m a : V, 0,36 xm 3 ; b) S , %%; V, [ %. 
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5, Demostrar por medio de diferenciales que r aproximadamente. 

1 = 

x + dx x x 3 ' 

6, Hallar una fórmula aproximada para el volumen de una cáscara cilindri¬ 
ca delgada de extremidades abiertas si el radio es r, la altura / y el espesor e. 

5o/. 2 Jr de. 

7, Se ba de construir una caja en forma de cubo, de 1 dm 3 de capacidad. 
¿Con qué exactitud debe construirse la arista interior para que el error en el vo¬ 
lumen no sea mayor de 3 cm 3 de más o de menos? So/. Error, ^ 0,Ü1 em. 

8, Si y — x% y el error posible en la medición de x es 0,9 cuando x — 27, 

¿cuál es el error posible del valor de y? Empléese este resultado para obtener 
valores aproximados de (27,9) y (26 ,\)%. Sol. 0,2; 9,2; 8,8. 

Usando diferenciales, bailar un valor aproximado de cada una de las siguien¬ 
tes expresiones; 

9. VÜ6, 11. *ym. 13. y¡, a . 15. VI?. 

10. i/ 96. 12. v''UW). 14. —7=. 10. VI?. 

V 51 

17. Si In 10 — 2,303. obtener un valor aproximado de In 10,2 por medio 

de diferenciales. Sol. 2,323, 

18. Si e 3 = 7,39 r obtener un valor aproximado de e* 1 por medio de dife¬ 
renciales, 5o/. 8,13. 

19. Dados sen 60° = 0,86603, eos 60° = 0,5 y I o = 0,01745 radianes, calcu¬ 
lar, empleando diferenciales, los valores de cada una de las siguientes funciones, 
con cuatro decimales; a) senó2 Q : b) cosóP; r) sen 59°; d) eos 58°. 

5of. a) 0,8835; b) 0.4849; c) 0,8573; d) 0,5302. 

20. El tiempo de una oscilación de un péndulo se da por la fórmula 



midiéndose la longitud del péndulo /. en metros, t en segundos, y siendo # = 9,8* 
Hallar: a) la longitud de un péndulo que oscila una ve/, por segundo : b) la 
alteración en f si el péndulo en (u) se alarga 3 mm ; c) cuánto se adelantaría 
o atrasarla en un dia un reloj con esc error. 

5o/. o) 0,993 m; b ) 0,00152 segs.; c) — 2 minutos 10 segundos. 

21, ¿Con cuanta exactitud debe medirse el diámetro de un círculo para que 
el arca resulte con un error menor del uno por ciento? 5o/. Error, ^ Yi%- 

22. Demostrar que si se comete un error al medir el diámetro de una esfera, 
el error relativo del volumen de la esfera es tres veces el error relativo del radio. 

23* Demostrar que el error relativo de la enésima potencia de un número es 
n veces ei error relativo del número. 
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24- Demostrar qué el error relativo dé U ratx trié sima de un numeio es 
dé I error relativo del número. 


169 

l 


25- Cuando un bloque cúbico de cierto metal se calienta, cada arista aumen¬ 
ta por ciento por grado de elevación de temperatura. Demostrar que la su¬ 
perficie aumenta A por cíenlo por grado, y que el volumen aumenta — por 
10 10 

ciento por grado. 


94- Fórmulas para hallar las diferenciales de fundones. Puesto 
que la diferencia! de una función es el producto de lu derivada por la 
diferencial de la variable independíente, se sigue inmediatamente que 
1 us formulas para hallar las diferenciales son las mismas que las dadas 
en los Artículos 29 y 60 para obtener las derivadas, con sólo multipli¬ 
car cada una de ellas por dx. 

En consecuencia , las fórmulas para diferenciación son : 


I 

d(c) = 0. 

II 

d(x) = dx. 

III 

d(u + v - w) = du + dv — du k 

IV 

d{ cv) ~ c dv. 

V 

d(itv ) — u dv + v du. 

VI 

d(v H ) = nv n ~ l dv * 

VI a 

d(x rt ) — nx }t ~ l dx, 

Vil 

d( U \ V f ^ U ~~ U 
\ y / ” ü ' 1 

VII a 


X 

d(ln v) = 

V 

XI 

d{a?) — a 1 ' In a dv. 

XI a 

d(e*) = e y dv. 

XII 

d{ u r/ ) — vu v ~ l du + In u 

XIII 

d(sen y) — eos v dv. 

XIV 

d( eos v) = — sen v dv. 

XV 

d(tg c) = sec" v dv. Etc. 

XX 

¿(are sen y) — , . Etc 

V i — 
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Para hallar diferenciales, lo más fácil es hallar la derivada, y mul¬ 
tiplicar el resultado por dx. 

La operación de hallar diferenciales se llama diferenciación. 

EJEMPLO I. Hallarla diferencial de 


y = 


* + 3 


x 2 + 3 

Solución. dy = d ^ = — 


(V + 3) dU- 4- 3) -U+3)d (V + 3) 

(x* + 3 ) 2 


Le 2 + 3 > rfjr — (jc + 3)2 jc dx (3 - 6 x - **>rfx 
(V + 3 ) 2 (jc 2 + 3) 2 

Ejemplo 2. Hallar dy tk U expresión 

b 2 x ¿ — a 2 y 2 = a 2 b 2 . 

Solución, l b 2 x dx - 2 a 2 y dy = 0, 

j h 2 x , 

. . dy = dx. 

a 2 y 

EJEMPI.O 3, Hallar dg de 

o 2 = a 2 eos 2 0. 

¿ o í/ 9 = — a 2 sen 2 0-2 rifl, 

, a 3 sen 2 0 

. . dg = — - dO. 

Q 


Solución. 


Ej EVIPLO 4. Hallar ti [are sen (3 t — 4 r 3 ) ] - 

riOf-4r 3 ) 

Solución, rifare sen (3 i — 4 f 3 ) | = 


3 rir 


VI- (3 J — 4 2 Vl-l ! 


I . 1/ = X 3 — 3 A'. 

2. y - ^ + 

a x 

3 - y - \f ax + b ■ 

4, y ~ jt V a 2 — x 2 

5* s = ae bi - 
6* u — In cu. 


riy = 3{* 2 - 1) dx. 

rfy= ("a “ *0 djf ' 
ti dx 

dy = ~ 

2 v ax b 

(a 2 — 2 x 2 ) dx 

dy = - „ - 

V a 2 - X ' 2 

ds = rir. 



PROBLEMAS 

Hallar la diferencia! de cada una de Us siguientes fundones; 

S oí. 
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7. 

Q = Sí?n 00. 

Sol. dQ — a eos £i0 d(K 

8, 

y = ln sen x . 

dy — ctg x dx. 

9. 

Q — 8 eos 0. 

di} - (eos 0 — 0 sen B) dft. 

10, 

s = et eos m. 

d$ — e f (eos Jt/ — x sen xt) dt 


Hallar la diferencial de cada una de las siguientes funciones; 


ii- y 


->/?->/?■ 


12, U = V eK + I. 

r 


13, y = 


14, y = 


Va 2 - * 

’-Ji 


+ X 


15, e — 2 sen y. 


16. s = <?— ü ' sen 5í. 

17. Q = V cig 0 - 


13, t/ ^ In 


6 x - 5 
4 - 3 x 


19, Si x 2 + y 2 = a 2 t demostrar que dy = — 


x dx 


Hallar dy en función de x t y y dx de cada una de las siguientes ecuaciones; 


20. 

2 x 2 + i xy + 4 y 2 = 20. 

Sol. dy = - ( V + , » )rfjr . 

i x + o y 

21, 

jf a + 6 xy s + 1 y 3 •= 10. 

24, + y% — ü^. 

22, 

Jf + 4 V xy +'4 y = a. 

25. x - y = 

23. 

VV + Vü = Vs- 

26, se n ( x — y) — eos (x y) 


27* La medición de los catetos de un triángulo rectángulo da 14.5 m y 21,4 m. 
El error máximo de cada medición es ^0,1 m. Hallar el error máximo, en gra¬ 
dos, que se puede cometer al calcular el ángulo opuesto al cateto menor por la 
fórmula que da la tangente de ese ángulo. 


95. Diferencial del arco en coordenadas cartesianas rectangulares. 
Sea s la longitud del arco AP medida desde un punto fijo A de la curva. 
Representemos el incremento de y (—arco PQ) por Ay. La siguiente 
demostración depende del supuesto que (Art, 99) al tender Q a ?, 

lím ( Wia/m 1 
\ arco PQ ) 

De la figura 77 , 

(1) (Cuerda PQf = (As f + (A yf. 

Multipliquemos y dividamos el primer 
miembro por (Ay) 2 , y dividamos ambos 
miembros por (Az) 3 , 



Fig. 77 
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/Cuerda PQY {As Y ,,/AyV 

\ A¡ ) = l + \Ki) 


Si ahora hacemos que Q tienda a confundirse con P como posición 
límite, tendremos que y la igualdad anterior se transforma en 


( 3 ) 


(=)-»+(í)‘ 


Multiplicando ambos miembros por dxr , obtenemos el resultado 
(C) ds 2 - di 2 + dy\ 

También, extrayendo en (3) la raías cuadrada y multiplicando 
ambos miembros por dx , 

■ 21 K 


(z>) 


ds = 


1 + 


m] 


dx. 


De (C) es igualmente fácil demostrar que 

'dx\'n H 


iE) 


ds = 


1 + 


(b)T 


dy. 


Todas estas formas son útiles. 
De (D), puesto que 


■+(!)- 


+ fcg 2 r = scc 2 


obtenemos ds ~ see r dx , suponiendo el ángulo ~ agudo, De aquí es 
fácil demostrar que 


(F) 


dx 


dy 


— — eos r — — sen 
ds ’ di' 


r^^i/y.ÍA^ tg r [0£ r = S enr.l 
1 ds dx ds J 


Para ulteri í jres referencias f añadimos las fórmulas (hacíe ndo 


t dy i 

» ■S ) - 

(G) 


eos r = 


u + ¿rF’ 


sen ■ — 


11+^* 


Si el ángulo t es obtuso [y f < 0), debe ponerse ei signo menos 
ante los denominadores en (G) y ante eos r en (F), 
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En la figura 7S, PQ = Ax = dx f PT es tangente en P v r es 
agudo. El ángulo PQT es un ángulo recto. 

Luego ? QT = tg ~ dx = dy . Según el Art. 91 

Por consiguiente, PT = V dx 3 + dy 2 — ds. Según (C) 

La figura ayudará a retener en la memoria las relaciones dadas. 




Fig. 79 


jt 

Fig. 78 


96. Diferencial del arco en coordenadas polares. De las relaciones 

(1) x = o eos & , y = g sen ü 

entre las coordenadas cartesianas rectangulares y las polares do un 
punto, obtenemos j según V, XII1 y XI V r del Artículo 94, 

(2) dx = eos O do o son Ú do , dy ~ sen O do + o eos O do . 

Sustituyendo en (C) del Artículo 9o * .reduciendo y extrayendo la 
raía cuadrada , obtenemos el resultado 

(B) ds = V do f + o* d¥. 

Esto puede escribirse 

<« 

La figura 79 se ha trazado de manera que el ángulo i[> que forman 
el radio vector OP y la tangente PT sea agudo (Art, 85), Además, 
o t A (i y A o (= OP 1 — OP) son positivos. Tómese n como variable 
independiente. Entonces Aq = do . En el triángulo rectángulo PQT , 
tomemos PQ — do , Entonces QT = tg do . 

fifi 

Pero tg \\\ — y . Según (if ) f Art. 85 

w ¿i 

Luego QT 1 = y ^ dy = o dti ; según ( B ) 

por tanto , PT = V" dy* + y 2 dfl 2 — ds. Según ( H ) 
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EJEMPLO I. Hallar la diferencial del arco del círculo x 2 + y 2 — r 2 . 

Solución» Derivando, ^ = — ü. 

d x y 

Para hallar d s en función de x sustituimos en (D) P lo que da 

rf. = ( I + x -lf d X - (y*+*y dx = «f dx = —LjjL- 
V y 3 / \ / \yv Vr*-** 

Para bailar cfs en función de y sustituimos en (E) , lo que da 

* - (■ + y * - ( p )* * - v¥^¡ 


EJEMPLO 2. Hallar la diferencial del arco de la cicloide 

t/=u(I — eos 0) ( 

en función de O y dO. (Véase el ejemplo 2 del Art. 81. ) 

Solución» Diferenciando, 

dx = a (1 — eos 8) d$ t dy = a sen 8 dO. 

Sustituyendo en (C) , 

ds 2 = a 2 (I - eos tf) £ d8 2 + a 2 sen 2 ñ d$ 2 = 2 a 2 (1 - eos 6) d8 2 . 

Según (5), del Arríe ulo2, 1 — eos 0 = 2 sen 2 Vi P. Luego. 

d$ = 2 a sen J4 & dÜ. 

Ejemplo 3« Hallar la diferencia! del arco de la cardioide q — a (1 — eos 0) 
en función de 8. 

Solución. Derivando, — — a sen &. 

dtí 

Sustituyendo en (/) , se obtiene 

ds = [a 2 (1 -■ eos 0) 2 + a 2 sen 2 8\'Á dO = n (2 -2 eos &)H d& 

— a A sen 2 1Y d8 — 2 a sen y dO* 


PROBLEMAS 


En 

cada una de las siguientes curvas. 

hallar ds en 

función de ,v y dx. 

1. 

2 y = x 2 . 

Sol . ds = 

V 1 + JC 2 lí*. 

2, 

y- ~ 2 px , 

ds = 

J 2 í + p dx. 



\ 2 x 

3, 

h 2 x 2 -f (i 2 y 2 = a 2 b 2 . 

ds — 

1 a A — (ü 2 — b 2 ) x 2 



\ a?( a 3 — jc 2 ) 

4. 

bxy x 4 + 3. 

tfs = 

(jt 4 + I)rfA- 
2 je* 

5. 

y = ln sec x. 

ds — 

sec .r tfjr. 
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Hallar ds en función de x y dx 

cu cada 

una de las siguientes curvas: 

6* 

a 2 y = jc 3 . 


9. 

2 y = e f + 

7* 

ay 2 = X 3 . 


10* 

y = sen x. 

S. 

Vx + V y — a/ó. 


11. 

y = eos 3 jc. 

En cada una de las siguientes curvas, hallar ds 

en función de y y dy. 

12. 

y 2 =¡ 2 px. 


sot. á* - Vjti±JlA¡. 





P 

13. 

ay 3 - Jt 3 - 



^ _ V 9 y^+ 4 a% dy 

3 y% 





31— 

14 * 

x'A + y% = a*+ 



ds = - /— (¿y. 




\ y 

15 * 

n s y = jc 3 . 




16, 

y 2 - 2 jt - 3 y = 0. 


17. 

2 xy 2 — y- — 4 = Ü. 

En 

cada una de las siguientes 

curvas. 

hallar 

ds, sen t y eos t en función 

t V 

tfr. 




18* 

* = 2 í+3, y = í 3 -2. 


20* 

x = a sen t, y = d eos í. 

19. 

.* = 3 f 2 , y = 2 f 3 . 


21* 

x - 4 eos r f y = 3 sen t. 

En 

cada una de las siguientes curvas, hallar ds 

en función de (t y dÜ, 

22. 

o = a eos (9* 


5oí* ds — a dfl- 

23. 

0—5 eos 0 + 12 sen 0, 



ds = 13 UO. 

24* 

Q = 1 — sen tf. 



ds — \/ 2 — 2 sen H d$. 

25* 

0 = 3 sen 1? — 4 eos &. 


31. 

0 = 4 sen 3 1* 

26. 

0 = 1+ eos 0, 



3 


o = sec 2 

2 


32* 

n - 4 

27. 

28, 


1 + COS (9 

2 = 4 

0 = 2 — eos H r 

33. 


3 — cos 0 

29. 

0 = 2 + 3 sen 0, 



4 




34* 

{} — 

30* 

Q = a eos nfl* 


1 — 3 cos & 


97, La velocidad como rapidez de variación de la longitud del arco 
con respecto al tiempo* En la discusión del movimiento curvilíneo en el 
Artículo 83 } la magnitud de la velocidad v se dio por {E) } 

( 1 ) V* = IhP + Vy*. 

Según (C) y (Z>) del Artículo 83 , 

dx dy 
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Sustituyendo en (1), empleando diferenciales y la igualdad (C) del 
Artículo 95 , el resultado es 

„2 = dx ~ ± <*y- = 

v di* <tt? ‘ 


Extrayendo la raíz cuadrada , tomando el signo positivo , tenemos 

ds 


v — 


dt 


Por tanto, en el movimiento curvilíneo la magnitud de la velocidad 
del punto móvil es la rapidez de variación de la longitud del arco de la 
distancia trayectoria con respecto al tiempo . 

Este enunciado debe compararse con la definición dada de veloei~ 
dad, en el movimiento rectilíneo, como la rapidez de variación de la 
distancia con respecto al tiempo (Art. 51)* 


98* Las diferenciales como infinitésimos* Muchas veces, en las 
Matemáticas aplicadas, las diferenciales se tratan como infinitésimos 
(Art. 20) > es decir, corno variables que tienden hacia cero. Por otra 
parto, frecuentemente se establecen relaciones entre infinitésimos en 
las que éstos so reemplazan por diferenciales. El * * principio de reem¬ 
plazo ? * sobre equivalencia de infinitésimos y diferenciales es muy útil. 

Si z es la variable independiente, hemos visto que Ax = dx ; 
siendo asi, Ax puede reemplazarse por dx en cualquiera ecuación . Si 
Ax —> O, entonces dx —> O también . Al contrario , Ay y dy no son 
iguales en general. Pero cuando x tiene un valor fijo y Ax (= dx) es 
un infinitésimo, Ay también lo es, y asimismo dy , según (i?) del Ar¬ 
tículo 91. Además , es fácil demostrar la relación 


o 


lint ^=1. 


Demostración, Puesto que 


«ni £? = /'(x), 


podemos escribir 




si Jim i — O 

Air—^0 


Quitando denominadores, y empleando (¿í), 


Ay — dy + i Ax. 
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Dividiendo ambos miembros por Ay y transponieiido, se obtiene 




Luego, 


dy &y 

lím —-l,o sea, igualmente, lím y- — 1 1 


como se quería demostrar. 

Ahora enunciamos, sin demostración ? el siguiente teorema sobre 
equivalencia de infinitésimos. 

Teorema* En los problemas que implican solamente las razones de 
infinitésimos que tienden simultáneamente a cero } un infinitésimo puede 
reemplazarse por otro infinitésimo si el límite de la razón de los dos es la 
unidad. 


Según este teorema } A y puede reemplazarse por dy, y, en gene¬ 
ral , un incremento cualquiera por la diferencial correspondiente. 

Kn una ecuación homogénea en infinitésimos, la aplicación de dicho 
teorema es sencilla. 


Ejemplo k Según (5)« Art. 2, si x = l /i í, I — eos í — 2 sen 2 Yi 
Sea í un infinitésimo. Entonces, según (£) del Art. 68, sen ¿ puede reempla¬ 
zarse por i, sen^ Y\ i por % i* y, en consecuencia. I — eos i por } /¿ r 2 . Ade¬ 
mas, ig i | — — n 1 i puede reemplazarse por i. 

V eos ( / 

Ejemplo 2. En (I), del Artículo 95. todas las cantidades son. finalmen¬ 
te, infinitésimos, puesto que Ax —> 0, La ecuación es homogénea (cada término 
es de segundo grado) . Según el teorema, podemos reemplazar los infinitésimos 
como sigue: 

Cuerda PQ por arco PQ = Aa, y As por ds: Ay por Jy; y Ax por dx. 
Entonces (1) se convierte en da ¿ = dx ¿ + dt/ 2 ; es decir, en (C) . 

99 * Ordenes de infinitésimos* Diferenciales de orden superior* 
Sean i y j infinitésimos que tienden simultáneamente l cero , y sea 

lím Á~ = L< 

i 

Si L no es cero sino una cantidad finita, se dice que i y j son 
¿nfi n iíés imt. >s de f m ts mo orden . 

Si L = O , se dice que j es de orden superior a i. 

Si L se hace infinito , se dice que j es de orden inferior a i 
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Sea L = 1. Entonces j — i es de orden superior a i. 

1^1 im = lim — j = lími ^ l = CL j 

La recíproca es igualmente cierta. En este caso (L = I), se dice 
que j difiere de i en un infinitésimo de orden superior . 

Por ejemplo, dy y A* son del mismo orden si f* (jc) no se anula ni se hace 

infinita. Entonces Ay y Ají son del mis¬ 
mo orden, pero A y — dy es de orden supe¬ 
rior a Ajc. A causa de esto, dy se llama 
f "la parte principal de Ay' *, Evidente¬ 
mente, las potencias de un infinitésimo i 
son de orden superior a i. 

Ejemplo. Demostrar la Igualdad, su¬ 
puesta cierta en el Articulo 95. 

Hn / cuerda PQ \ = j. 

^ arco PQ / 

Demostración- En la figura SO, tene¬ 
mos, por Geometría, 

cuerda PQ < arco PQ < PT + TQ , 

Dividiendo por ''cuerda PQ* * resulta, 

PT , TQ 



1 < arco PQ < 

cuerda PQ " cuerda PQ 


+ - 


Ahora bien, cuerda PQ = sec *p Ax 
por tanto, 

, PT = set r TQ 

cuerda PQ 


cuerda PQ 
PT = sec r Ajc, TQ — Ay — dy. y 

A y — dy 


cuerda PQ 

Tomando limites, 


scc $ 


eos <p 


lím 

A*-* 


(- iím ( m \, 0> 

O \cuerda PQ^ \cuerda PQ f 


cuerda PQ/ Vcuerda PQ / 

lien l afco P 9_ ) = 1. 


i — 

Áx—\ cuerda PQ 

Ü^erenw‘afeí efe órete ra superior. Sea y = fix). La igualdad 


d 2 y = f f, íz) Az 2 — t/' A;r 2 

define la segunda diferencial tle ij. Sí y li no se anula ni se hace infi¬ 
nita, d*y es del mismo orden de Ax 2 y, en consecuencia, de orden 
superior a dy. De la misma manera pueden definirse d*y 3 ,. . 7 d n y. 


PROBLEMAS 

En él triangulo A FtC ¡os lados s, b, c son i n f in i c ésl mos q ue t i tí nden si m uí 

táncimenle hacia cero, y t es de orden superior a b. Demuéstrese que lím — = 1 

b 
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CURVATURA. RADIO DE CURVATURA. CIRCULO DE CURVATURA 

100. Curvatura. En el Artículo 55 se ha estudiado el sentido de la 
concavidad de una curva. La forma de una curva (su cualidad de 
aguda o achatada) en un punto depen¬ 
de de la razón de la variación de su 
dirección. Esta razón se llama curva¬ 
tura en el punto f y se representa por K. 

Hallemos la expresión matemática 
de AL 

En la figura SI, sea P f un se¬ 
gundo punto de la curva, próximo 
a P . Guando el punto de contacto 
de la tangente describe el arco 
PF f (= As), la tangente gira el 
ángulo A t . * Es decir, A r es la 
variación que sufre la inclinación d* la tangente. Veamos ahora las 
siguientes definiciones: 

7 - = curvatura media del arco PPL 
As 

Se llama curvatura en P (= K) el límite de la curvatura media 
cuando P 9 tiende a P; es decir i 

(A) K = lím ~ = — ^ curvatura eu P> 

a*- 3>& As ds 

En términos formales, la curvatura es la razón de la variación de la 
inclinación con renpecto al arco (compárese con lo dicho en ei Ar¬ 
tículo 50). 



Al Ángulo A‘ se le suele llamar ángulu de conitngenctn T 
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Puesto que el ángulo A r se mide en radianes y la longitud del 
arco As en unidades de Longitud , se sigue que la unidad de curvatura 
en un punto es un radián par unidad de longitud , 

101, Curvatura de la circunferencia. 

Teorema, La curvatura de una circunferencia en un punto cual¬ 
quiera es igual al recíproco del radio , y T por tanto, es la misma en todos 
los punios. 

Demostración, En k figura 82 1 el ángulo A r que forman las 

tangentes en P y en P *, es igual al 
ángulo central PCP f que forman los 
radios CP y CP Luego, 

As 

Aj _ ángulo PCP ! R _ 1 

As As — A s R } 

puesto que el ángulo PCP f se mide en 
* radianes. Es decir, la curvatura me- 
r-ig, 82 día del arco PP f es igual a una cons¬ 

tan t e. Cuando As—?{), tenemos el 
resultado que afirma el teorema. 

Desde el punto de vista de la curvatura, la circunferencia es la 
curva más sencilla, puesto que un círculo se va curvando de manera 
uniforme. Evidentemente, la curvatura de una recta es cero en todos 
sus puntos. 



102 . Fórmulas para la curvatura (coordenadas rectangulares). 


Teorema, Guando la ecuación de una curva se da en coordenadas 
reda rt g u ía res, en t on ces 


W) 


K = 


y !i 

U+ff'*)*' 


siendo y' y y ff ? respectivamente, la primera y la segunda derivada de y 
con respecto a x. 


Demostración. Puesto que T = are tg y f , 



d r _ y** 

1 + y /2 ' 


derivando , tenemos 

( 1 ) 


Según XXII, Art 60 
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Pero 

(2) ^ = (1 + y' s ) ! '*. Según (3), Art. 95 

Dividiendo (1) por (2), tenemos (5) , como se quería demostrar. 


Ejercicio. Si y es ia variable independiente, demostrar que 


(C) 




siendo x* y x n , respectivamente, la primera y la segunda derivadas 
do x con respecto a y. 

La fórmula (C) puede emplearse como fórmula adecuada en los 
casos en que es más sencillo derivar con respecto a y. Además t (£} 
falla cuando y f se vuelve infinita ; es decir, cuando la tangente en P 
es vertical. Entonces en (C) 

x f — O y K = x /f . 

Signo de K. Eligiendo el signo positivo en el denominador de (£). 
vemos que K y y ff tienen el mismo signo. Es decir, K es positivo o 
negativo según que la curva sea cóncava hacia arriban hacia abajo. 


EJEMPLO l. Hallar la curvatura dz la parábola y 2 = 4 .y. a) en el pun¬ 
to (L 2) : b) en el vértice. 


Solución* 


</=-. y" =~(~) 

y dx\y / y 2 


a) Cuando .v = 1 y y = 2, entonces y 1 — I. y'* — — l /¡ ■ Sustituyendo 
en (5) f K = — yé\f 2 — — 0,177. Según esto, en (l t 2) la curva es cóncava 
hacia abajo, y la inclinación de la tangente varia a razón de O,177 radianes por 
unidad de arco. Puesto que 0,177 radianes = 10° 7\ el ángulo que forman las 
tangentes en P(1 T 2) y en un punto Q, siendo el arco PQ igual a 0.1 es, 
aproximadamente, de l c , 

£>} En el vértice (0, 0) . y* se vuelve infinita* Por tanto, según la 
fórmula (C) , 


¿-i* 


x n - J_ dy 
2 dy 


* - 


EJEMPLO 2* Hallar el valor de K para la cicloide (véase el A rticulo ¡F¡1 ) 

x a (0 — sen 8) , y *= a{l — eos 0) . 

Solución* En el ejemplo 2 del Articulo SI , hemos hallado 

, sen 8 

u = - 

1 — eos 0 


I + y ' 2 = 


2 

[ — eos 8 


L u eg o 
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Además, üh el ejemplo del Aniculo82. se ha demostrado que 

y" = - -!- 

M fl(l-COSff)* 

Sustituyendo en (tí). resulta 

r _ _l_ I 

K 2 a VI - 2 eos fl ” •» a acn Vi 9* 


103. Fórmula especial para las ecuaciones paramétricas. De la 
ecuación (4) del Artículo 81 obtenemos, derivando, 

dx dry dy <Px 
, . dy' _ dt. dt- dt di 8 

U) dt ~ /dr\ 2 

W 


I>e esto , empleando (5) del Artículo 82 y sustituyendo en {B ) del 
Artículo 11)2, y reduciendo, obtenemos 


(O) 




x' y" — ij' x" 


(x n +ylt] H’ 

donde los acentos indican derivadas con respecto a /; es decir, 


x'=~ 
dt ’ 


vT = 


d 2 x 

1 


y dt ’ 


y" = 


<£v 

dt- 


La fórmula (/>) es camoda, pero a menudo es mejor proceder como 
en el ejemplo del Artículo 102; hallando y f como en el Artículo 81 , 
y tf como en el Artículo 82 ? y sustituyendo directamente en (¿í). 


104* Fórmula para la curvatura (coordenadas polares). 

Teorema, Cuando la ecuación de una curva está dada en coordenadas 


polares. 


(E) 


4- 2 - nQ ff 

(o 2 + B' 3 ) 3/! * 


donde p' y Q ,f son } respectivamente t la primera y la segunda derivadas 
de p can respecto a 0 . 

Demostración* Según (/) del Artículo 85 , 


T = O + . 



Luego 

cu 


dr 

de 
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Además, según (J5T) de! Artículo 85, 


Luego 
Entonces, según (1), 
( 2 ) 


Ui = are tg * 

y 

d\\* __ Q n — yo" 
dO q n + q- 


d r _ o* + 2 — yo" 

dO ~ t > 2 + É ?' 2 


De (/) del Artículo 96, 


(3) 


5 


Dividiendo (2) por (3), tenemos (E), como se quería demostrar. 

Ejemplo. Hallar la curvatura de la espiral logarítmica Q = t atí en un pun- 
IO cualquiera. 

Solución. ™ = Q 1 — = an; = q" = aV jfl = a 2 Q . 

dtf df)* 

Sustituyendo en (£) , K = - - ^ —- . 

y V 1 4- a 2 


105. Radio de curvatura. Se llama radio de curvatura R en un 
punió de una curva , al recíproco de la curvatura en esc punto. Luego , 
de (2?), se obtiene, 


i* 1 ) 


= 1 _ P + 

K ~ y " 


Ejemplo. Hallar d radio de curvatura en un punto cualquiera de la cate¬ 
naria y = y(c jíT + e {figura en el Capitulo XXVI). 

Solución. y f = — e”«): y n = -i-fe* + e ) = “- 

2 v Z a ■ a- 

l + = l+J.(eV-r») =l(e«+e"í) ,\R = 


. y 


106. Curvas de ferrocarril; curvas de transición, Al proyectar las 
curvas de un ferrocarril, y debido a la gran velocidad de los trenes f no 
conviene pasar bruscamente de la vía recta a una curva circular. A fin 
de hacer gradual el cambio de curvatura, los ingenieros se sirven de 
curvas de transición para unir la parte recta de una vía con la parte 
que es un arco circular. Tal curva debe tener curvatura cero en su 
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punto de unión con la vía recta, y la curvatura de la vía circular donde 
se une con ésta. Por lo general, se emplean arcos de parábolas cúbicas 
como curvas de transición. 


EJEMPLO* Una curva de transición en una vía de ferrocarril tiene la forma 
de un arco de la parábola cúbica y = % x 3 + ¿A razón de cuántos radianes por 
kilómetro cambia un vagón en esa vía su dirección (1 Km — unidad de longitud) 
cuando pasa: u) por d punto (3, 9) ; h) por el punto (2. f$) , y c) por 
el punto {I, Yz) ? 

Solución. d J¿ = = l x . 

dx dx * 


Sustituyendo en 

a) En (3, 9) . 

b) En (2. 54). 

c) En(l,Ks), 


K = 


2 x 


(1 + x*)%' 


K = 


(82) Yt 


radianes por Km = 28' por Km. 


K - 


K = 


(17) H 
2 

( 2 ) Y 


radianes por Km — 3 Ü 16' por Km. 


radianes por Km — 40° 30 ? por Km. 


107. Círculo de curvatura. Consideremos un punto cualquiera de 
la curva C (fig. 8 t 3). La tangente a la curva en P tiene la misma 
pendiente que la curva en P (Art . 42). De manera análoga, pode¬ 
mos construir , para cada punto de la curva , un círculo tangente cuya 
curvatura sea igual a la curvatura de la curva dada, en ese punto. 
Para esto , trácese la normal a la curva en P bacía el lado cóncavo de 
la curva. Mídase en esa normal la distancia Pe — radio de curva¬ 
tura ( = R) en P. Con c como centro , trácese 
el círculo que pase por P . La curvatura de ese 
círculo es 


que también es la curvatura de la curva dada en 
el punto P . El así construido se llama círculo de 
Fi g , S3 curvatura en el punto P de la curva. 

En general, el círculo de curvatura de una 
curva en un punto cortará a la curva en ese punto , tal como se índica 
en la figura 83. (Compárese con la tangente en un punto de inflexión , 
que vimos en el Artículo 57.) 

Así como la tangente en P nos da la dirección de la curva en P , 
así el círculo de curvatura en P nos ayuda notablemente a formarnos 
un concepto geométrico de la curvatura de la curva en P, puesto que 
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la razón de la variación de la dirección de la curva y del Círculo son 
idénticas en P < 

Más adelante (Art. 111) se definirá el círculo de curvatura como la 
posición límite de un círculo secante. Esa definición es análoga a 
la que se dio en el Artículo 28 para la tangente. 


EJEMPLO 1. Hallar el radio de curvatura en el punto (3, 4) de la hipérbola 
equilátera xy = 12 (fLg* S4) , y trazar el circulo de curvatura correspondiente. 


Solución. 

Para (3, 4) , 


dy m 

_ j/_, 

d a y 

2y 

dx 

X 

' dx 2 

X 2 ' 


4 

d*y 

8 

'dx 

1 

' dx 2 

9* 

R - 

l í + 

'%)%, 

125 

% 

24 


El círculo de curvatura corla a la curva en dos puntos. 


EJEMPLO 2♦ Hallar el valor de 
R correspondiente al punto (2, I) 
de la hipérbola 

jc 2 + 4 xy - l y* = 10. 

Solución, Derivando, conside¬ 
rando y como una fundón implícita 
de x. obtenemos 

jt -h 2 y 4 2 xy’ - 2 yy f ~ 0. 

Derivando otra vez, considerando 
y y y 1 como funciones implícitas 
de x, obtenemos 

1 +4y-2^ +2(x -y) y" - 0. 



Fig. 84 


Sustituyendo los valores dados x = 2. y = 1. bailamos y* — —2. y** = *){, 
De esto, según (F) p 

R = \\n. 

El método de este ejemplo (a saber, el considerar y Y y f como funciones 
implícitas de x) se emplea muchas veces con ventaja cuando se piden sólo los 
valores numéricos de y f y y lf T y no expresiones generales de estas derivadas en 
términos de a; y y. 

PROBLEMAS 


Hallar el radío dé curvatura en cada una de las siguientes curvas en el punto 
indicado. Trazar la curva, y el circulo de curvatura correspondiente. 

1, 2 y - {0. 0). 

2. 6 y = (2, tf). 


Sol. R - L 

R = HVl 
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3. 

y 2 - (1* 1). 

Sol. R = '%\/T?. 

4* 

y = sen x ; (Vi Jt* 1) . 

R = 1. 

5, 

y = e*; (0, 1)* 

R = 2\A2. 

6* 

-4 y* = 9; (5* 2)* 

8* y — 2 sen 2 x: (Va Jt, 2) * 

7* 

y 2 - je 3 + 8: (1, 3)* 

9. i/ = tg *: (!4 Jt. 1) . 


Calcular el radio de curvatura en un punto cualquiera (x i, y \) en cada una 
de las siguientes curvas: 


10* 

y = * 3 - 

So!. A. 0+9 ***>#. 

6*1 

11* 

y- =Z px. 


12. 

b*x* - o 3 c/ s = a 2 ¿ 2 . 

p _ (bW + oW)# 

13* 

fe 2 * 2 + aV = a 2 fc 2 . 


14* 

rí\ 

+ 

l£; 

II 

í.> _ 2 (xi -h yi) ^ 

a¡4 

15* 

je? 3 + = a? 3 . 

R — 3 (uxiyi) Jí * 

1G* 

jc = r are vers — y/ 2 ry — y 2 . 

r 

/? = 2s/ 2 ryi , 

17* 

y — In sec x. 

R = sec xi* 

18* 

Si el punto de contacto de la línea 

tangente en (2, 4) a la parábola 


y 2 = 8 x se mueve sobre la curva a una distancia As = 0, I r ¿qué ángulo, apro¬ 
ximadamente, girará la línea tangente? (Empléense diferenciales.) 

19, La inclinación de la curva 27 y = x 3 en c! punto A (3 P 1) es 45°. 
Empléense diferenciales para bailar aproximadamente la inclinación de la curva 
en el punto B. si la distancia a lo largo de la curva desde A hasta B es As = 0,2 
unidades. 


Calcular el radio de curvatura en un punto cualquiera (yi, &i) sobre cada 
una de las siguientes curvas : 

20* El círculo y =s a sen 0. 5o/. R = % a. 

21* La espiral de Arquímedes y = ati* (Fig., Cap. XXVI)* 

O _ (gi* + «»)K 

0i 2 + 2a 2 ' 


22 . 


23. 


24* 


La cardioide y = a (1 — eos 0) * (Fig** Cap. XXVI)* 

R = ji V 2 aQ ] , 

La lemniscata y 2 = a 3 eos 2 0, {Fig,, Cap* XXVI) . 



La parábola y = a sec 2 Vi if. (Fig 


Cap, XXVI)* 

R — 2 a sec 0 Vi 0** 

R = %a sen 3 % 0j. 


25* 


La curva Q - a sen 3 Y% 0. 
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26. La trisectriz Q = 2 a eos 0 — a. 

27, La hipérbola equilátera y 2 eos 2 0 


Sol. R 


a (5 — 4 eos 0i) ^ 

9 — 6 eos 0i 



28, 


La cónica t J = 


a (1 - c *) _ 
i — e eos 0 


„ = a (1 - e») (l - 2g eos 9, + ej) % 
(1 — e eos 0i) 11 


Hallar el radío de curvatura en cada una de las siguientes curvas en el punto 


indicado. 

29* x 

30, x 

31. x 

Trazar la curva y el círculo de curvatura correspondiente, 

= 2í, 1; t - 1. R = 4 \fl 

= 3 r*, y = 3 t - r 3 ; f = L R = 6, 

= 2 eK y = 2 c-t; t - 0. R = 2 s/ 2 

32, 

X 

** a eos t. 

y ~ a sen i : l = íi* 


R = tí. 



33, 

~ 4. , i 





34, 

x = f s + 1, y = í 3 I ¡ 

í = i. 




35. 

x = 4 eos f, y = 2 sen t ; 

y = '• 




36. 

x = 2 sen r, y — eos 2 t ; 

f = y<¡ *■ 




37. 

x - tg t. y = ctg t\ t = 

K*- 




38. 

x = i — sen t, y — 1 — eos í; t ** Ji. 



39. Hallar el radio de curvatura en un punto cualquiera (l — h) de U 

hipoddoide x = a eos 3 r, y = a ser*’* í. SoL R = 3 a sen /i eos íi* 

40. Hallar el radio de curvatura en un punto cualquiera (t = ti) de la 
curva 

x ~ a (eos í + f seo f) . 
y — a (sen í — t eos r) . 

Esta curva es la evolvente (véase el Art. 111) de un círculo. So/, R = nti. 

41. Hallar el punto de la curva y — e x donde la curvatura es máxima. 

Sol. x = -0,347. 


42. Hallar los puntos de la curva 3 y = x 
máxima. 


3 — 2 x donde la curvatura es 
Sol. x = * 0,931. 


43, Demostrar que en un punto de inflexión el radío de curvatura se hace 
infinito. 


44. Dada la curva y - 3 x — x 5 , 

n) Hallar el radio de curvatura en el punto máximo de la curva, y 
trazar el circulo de curvatura correspondiente, 

b) Demostrar que el punto máximo de la curva no es el punto de 
curvatura máxima. 

c) Hallar, aproximando hasta la centésima, la abscisa del punto 

de curvatura máxima. 5o/. x = 1.01* 
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45* Hallar el radio de curvatura en cada punto máximo o mínimo de la curva 
y — jc 4 - 2 jcL Trazar la curva / los círculos de curvatura. Hallar loa puntos 
de la curva donde d radio de curvatura es mínimo* 

46* Demostrar que en un punto de ta curva i/ - f (*c) * de radío de curva¬ 
tura mínimo, se tiene 

! e)(S) ! '3?.[' + fé)*]- 

47, Demostrar que la curvatura de la parábola cubica 3 a 2 y — jc 3 aumenta 
desde cero hasta un valor máximo cuando jc aumenta desde cero basta 

itf ’v'TIí. Hallar el valor mínimo del radio de curvatura. SuL 0,932 o* 


108, Centro de curvatura* La tangente en P(x , y) tiene la pro¬ 
piedad de que x, y y y* tienen los mismos valores en P para esta 
línea y para la curva. El círculo de curvatura en P tiene una propie¬ 
dad semejante : a saber, x , y , y ', y ff tienen los mismos valores en P 
para este círculo y para la curva - 


Definición. Se llama centro de curvatura (ex T (3 ) de un punto 
P(x, y) sobre una curva f d centro del círculo de curvatura * 


Teorema, 

P(x, y) son 

(G) 


Las coordenadas (a , $) del centro de curvatura en d punió 

/U-bíT) » „ , (i +!/ 1 ) 

a -* — —■ s= » + — — • 


Demostración* La eeiiacion del círculo de curvatura es 
Cl) (£-«/+ {y- p)*- li-, 

donde R está dado por (F). Derivando (1) , 


( 2 ) 


i x ct ,, 

— — -*, y" = — 


y - - 


y - P 




(y- P ) 3 ’ 


De la segunda de estas ecuaciones, después de sustituir el valor de 
R según (F), obtenemos 

(3) - (l +p\ y-$ = -l±f . 

Déla primera de las ecuaciones (2) obtenemos, empleando (3), 

,/ », y' U + y n ) 

x — a — -y'(y — $) = -— -• 


( 4 ) 
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Despejando P de (3) y ci ele (4) f tenemos (G), como se quería 
demostrar * 

Ejercicio 1 1 Obtener directamente la fórmula (G) empleando (G) 
del Artículo 95 ¡ y la figura 85. 

{ a — x — R sen r , P = y + B eos r , etc *) 

Ejercicio 2. Si x* y son, respectivamente, la primera y la 
segunda derivadas de x con respecto a y , establézcase (G) en la forma 

{B) a - x + — "■ , P = y --^-* 

Las fórmulas (i?) pueden emplearse cuando y f se hace infinita, o 
si es más sencillo derivar con respecto a y , 




Fíg. 86 


Ejemplo, Ilallat las coordenadas dd centro de curvatura de la parábola 
y 2 = 4 px Uig> Sí 1 ) - ¿U para un punto cualquiera de la curva; />) para d 
vértice. 

Solución. Según i H ) . tendremos x f - x ft — ~- 

2 p 2 p 


Luego, 


« = * + al+±z ! =!, + 2 P . 

2 p 

a = _ y(y* + *p -) = ^yL 

' J 4 p- 4 p a 


Por tanto 4 . a) (l x 2 p. — ] 

\ 4/>V 


es d centro de curvatura correspondiente a un punto cualquiera de la curra, 
ir) (2p, 0) es el centro de curvatura correspondiente al vértice (O, 0) . 
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Por el Artículo 57 sabemos que en un punto de inflexión (como Q 
de la figura 87) 

dx 2 


Luego, según (¿?) del Artículo 102, la curvatura K = O, y según 
[F) del Artículo 105 y (G) del Artículo 108 vemos que, en general, 
ti, Ó y R aumentan sin límite cuando la segunda derivada tiende a 
cero, a menos que la tangente sea vertical. Es decir: si suponemos 
que P , con su tangente, se mueve a lo largo de la curva hasta P*, en 
el punto de inflexión Q la curvatura es cero , el giro do la tangente sb 
detiene momentáneamente, y como el giro cambia de sentido el centro 
de curvatura se aleja indefinidamente y el radio de curvatura llega a 
ser infinito . 




Fig. S7 


Fig. 88 


109. EvolutaSp El lugar geométrico de los centros de curvatura 
de una curva dada se llama la cmhita do esa curva. Consideremos el 
círculo de curvatura, en un punto P de una curva. Si P se mueve a lo 
largo de la curva, podemos suponer que el círculo de curvatura corres¬ 
pondiente ruede al mismo tiempo, variando su radio de manera que sea 
siempre igual al radio de curvatura de la curva en el punto P. La 
curva CVi que describe el centro de! círculo es la evoluta de PPi. 

Las fórmulas (G) y (¿0 del Artículo 108 dan las coordenadas de 
un punto cualquiera (a f |i) de la evoluta, expresadas en función de las 
coordenadas del punto correspondiente (x, y) de la curva dada. Pero 
y es una función de .r ; por tanto , estas fórmulas nos dan inmediata¬ 
mente lax ecuación^ paramétricas de la évoluta m función rtel paro- 
metra x. 
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Para hallar la ecuación cartesiana rectangular de la evoluta ? basta 
eliminar x y y entre las dos expresiones y la ecuación de ta curva dada. 
No puede darse ningún procedimiento general de eliminación que sea, 
aplicable en todos los casos; el método depende de la forma de la 
ecuación dada. Sin embargo, en muchos casos, el estudiante podrá 
hallar la ecuación rectangular de la evoluta por medio de los tres pasos 
siguientes. 

Instrucciones generales para hallar la ecuación de la evoluta en 
coordenadas rectangulares. 

Primer taso. Hallar a y [i efe las fórmulas {G) o { H ) del Ar¬ 
tículo 108. 

Segundo paso. Resolver las dos ecuaciones resultantes con respecto 
a x y y en función de a y |i. 

Tercer paso . Sustituir estos valores de x y y en la ecuación dada , 
y reducir. Así se obtiene una relación entre las variables a y (i que es la 
ecuación de la evoluta . 



FÍ£. 8 l ) 


EJEMPLO l. Hallar la ecuación de la ¿voluta en la parábola 


uíg. m. 

Solución. 
Primer pan u 
Segundo puno 
TtííTÉ?r püío, 
o sea. 


dy _ 1 p d*y _ _ 4 p z 
dx y dx 1 y :i 

a -Jjc + 2/i. 

4 p ¿ 

x - 5-~ ^ p < y - - (4 tt. 
(4 = 4 p 

pÓ 2 = Yti (« — 2 p) 3 , 


4 p* 


Recordando que a representa U abscisa y fi U ordenada en un sistema de 
coordenadas rectangulares, vemos que la evoluta de U parábola AGfí es la p F irá- 
bola semkúhica JJC '/ (fig, 89) ; lo 1 * centros de curvatura correspondientes a 
O, P, Pi. Pz son C- f C, Ctr C 2 respectivamente. 
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Ejemplo 2. Hallar la ecuación de la evoluta de ia elipse 

b 3 x" +aV = a 1 !) 2 (í'g- 90) ■ 

Solución. 

dx a 4 y 

b*-) x * 



dy __ _ h*x d 9 y = _ b 4 
dx <ry dx 2 a s y* 


Primar paso. 


(a 3 
a = —— 


B - 


_ - fa 3 — fr £ ) tj 3 

h 4 


Segundo paso * 


y = 


_ / ír*a \>i 

~ U 3 - ¿V 
_ ( y 

\a 3 - £> 3 / 


Teirer paso, (tra) Ofí) ^ — {a 3 —b 2 ) % t 

que es b ecuación de b «voluta EUE r H f de 
la elipse Los puntos E, E 1 , /í' T // 

son los ceñiros de curvatura correspondientes a los puntos A, A f , B. B f de la 
curva, y C, C f , C fí corresponden a los puntos P f P'. P f, \ 

EJEMPLO 3. Las ecuaciones para métricas de una curva son 


ai 




y = ~t' 


Hallar b ecuación de la evoluta en forma paraniéiríta. construir la curva y la 
evoluta, bailar el radio de curvatura en el punto donde i — I y trazar el circulo 
de curvatura correspondiente. 



Fig. 91 
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( 2 ) 


CURVATURA i93 


dx t 

dy 


. y f = t. 




17 ~2' 

df 

2 








Según 

{A) 

del 

Art. 81 

ii 

¥ 


tf 2 

y f - —- 

Según 

(B) 

del 

Arr. 82 

di 


t 




(G). y reduciendo, obtenemos 

~ - 1 -r*-2, 4 , fi = lililí. 

4 6 


que son las ecuaciones paramétrkas de la evoluta, Tomando varios valores del 
parámetro t, calculamos x y ij de (l) 5 ayp de (2). y disponemos los resul¬ 
tados en forma de tabla. 

Construyamos ahora la curva y 
su evoluta (fíg, 91) - 

El punto (Í4r 0) es común a 
la curva dada y a su evoluta. La 
curva dada (una parábola semicú- 
bica) está toda a la derecha de 
x = J4, y la evoluta toda a la 
izquierda de este punto. 

El círculo de curvatura en 
A (j^r %) r donde t = h tendrá 
su centro en A r (— %) sobre 

la evoluta, y su radio será AA 
A fin de comprobar nuestro tra¬ 
bajan hallemos el radio de curvatura en A. De (F) , del Articulo !05. obte¬ 
nemos: 

r _ l - ^ ■ : X = \/ 2 cuando t = I, 


t 

JC 

y 

a 

P 

-3 

H 

-% 



- 2 

% 

-% 


- ! 54 


% 


-•X* 

-3 

- 1 

K 2 

-H 

-x 

-% 

0 

X 

0 

H 

0 

l 

K 

H> 

-H 

% 

X 

‘K« 

Me 


3 

2 

% 

y» 

—’ % 


3 

S A 

54 




Esto debe ser igual a la distancia 


AA’= V {% + Ü) a + Oí - %}* = V2. 

Según (1) del Art. 3. 


EJEMPLO 4. Hallar las ecuaciones para métricas de la evoluta de la cicloide 

\ x *= u (f - sen /} * 
l y - a (I — eos 0 „ 

Solución. Como en el ejemplo del Articulo 82, obtenemos 

dy _ sen t ti 2 y _ _ _ [ _ 

dx 1 — eos t dx' ¿ a (I — eos i ) 2 

Sustituyendo estos resultados en las fórmulas (G). del Articulo 108, obte¬ 
nemos 


(41 


a — a {t + sen l ) , 

P = - a (1 — eos ; > , 
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Nota, Si olí minamos t entre las ecuaciones (4) ( resulta la ecuación rectan¬ 
gular de la evo!uta OQ f Qv referida a los ejes G'u y G'fl, Las coordenadas de O 
con respecto a estos ejes son ( — Tía* —la). Transformemos las ecuaciones (4) 

refiriéndolas a tos nuevos ejes 
UX y OVL Entonces 

a = x — rrrj, p =*■ y —2 a. 

Además, sea 



Sustituyendo en (4) y redu- 
ciando, las ecuaciones de la evo- 
luu se transforman en 


(5) 

í y = a(l - 


sen í r ) . 
eos F) , 


Puesto que (5) y (3) son deja misma forma, fencirios el resultado: 

La evoluta de una cicloide es una cicloide, cuyo circulo generador es igual a! 
de la cicloide dada , 


110. Propiedades de la evoluta. I a evoluta llene dos propiedades 
interesantes. 

Teorema 1. La normal en P(x, y) a la curva dada es tangente a la 

evoluta en el centro de curvatura 
C(a t [3) correspondiente a P. (Ver 
las figuras del artículo anterior,} 

Demostración. En la figura 93 t 

(1) a = x — R sen i } 

P = y + R eos ^. 

La recta PC está sobre la normal 
en P , y la pendiente de la recta PC 
es igual a 



( 2 ) 


V- 1 

X — ti tg T 

pendiente de la normal en P. 

Alium vamos a demostrar que la pendiente de la evoluta es igual a 
lo pendiente de PC. En efecto , obsérvese que 

pendiente de la evoluta = ^ f 


puesto que ay p son las coordenadas rectangulares de cualquier punto 
de la evoluta. 
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Elijamos como variable independiente la longitud del arco déla curva 
dada ¡ entonces x, y,R, ~, a, |1 son funciones de s. Derivando (l) 
con respecto a s , obtenemos 


(3) 


(4) 


da dx „ d T di? 

dp dy d* . dR 

ds ds ds ds 


Pero , según el Artículo 95, 


dx 


dy 


i r 1 


_ =cosrj — — sen *, y 5 --£. 

Sustituyendo en (3) y (4) y reduciendo, obtenemos 

,,, da dR d|í dR 

(5) j.Mry. 

Dividiendo la segunda ecuación de (5) por la primera, se obtiene 

(6} ^ = — ctg r = — — pendiente de PC, 

Teorema 2, La longitud de un arco de la evolula es igual a la dife¬ 
rencia entre los radios de curvatura de ¡a curva dada que son tangentes a 
ese arco en sus extremidades t a condición de que en lodo el largo del arco 
de ¡a curva dada R aumente o disminuya. 

Demostración. Elevando al cuadrado las ecuaciones (5) y suman¬ 
do , obtenemos 


(7) 


ím 2 

\d& / \ds} V / 


Pero si s f — longitud de un arco de la evoluta ? 

ds ít = da* + d $ % , 

según (C) del Artículo 95, si s — s f t x — a r y — P. Luego (7 ) nos 
dice que 

dR 


/ífl'Y /éü2\* ds' 

í8) w = UJ * 0 sea ' ^" = 


ds * 


Si nos limitamos a un arco de la curva dada para el cual el segundo 
miembro no cambia de signo , podemos escribir 
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Es decir, la razón de variación del arco de la evoluta con respecto a ít es 
+ 1 ó — 1, Luego , según el Artículo 50 , incrementos correspondien¬ 
tes de s f y R son numéricamente iguales. Es decir, 

(10) s'-s'o = ± (il-flb), 

o sea (fig. SS) f arco CCi = =t= (PiCi — PC) , 

Queda así demostrado el teorema. 

En el ejemplo 4 del Artículo 109 , observamos que en 0 / , R *= O ; 
en P v j P = 4 a. Luego arco 0'Q<2 V = 4a. 

La longitud de una arcada de la cicloide (como GOQ v ) es ocho veces 
la longitud del radio del círculo que la engendra. 


111. Las evolventes y su construcción mecánica* Encórvese una 
varilla flexible dándole la forma déla curva C 1 C 9 (fig, 94) t evoluta de 
la curva PiP&; supóngase que uno de los extremos de un hilo de lon¬ 
gitud R .9 está pegado a la va¬ 
rilla en el punto Ca y que e! 
hilo esté tendido a lo largo de 
la varilla (o sea , de la curva). 
Según lo dicho en el artículo 
anterior, es claro que cuando 
el hilo se desarrolla, mante¬ 
niéndose tirante, el extremo 
libre describirá la curva PiPy. 
De esto viene el nombre evo- 
lula . 

Decimos que la curva PiPy 
es una evolvente de CVOs. Evi¬ 
dentemente , cualquier punto 
del hilo describirá una evol¬ 
vente , de suerte que una cur¬ 
va dada tiene una infinidad de 
evolventes ? pero solamente 
una evoluta. 

Pi" se llaman curvas paralelas , 
medida sobre sus normales 



Fig. 94 


Las evolventes PiPs, Pi'PY, 
puesto que la distancia entre dos de ellas, 
comunes, es constante. 

El estudiante debe observar ía posibilidad de construir ia parábola 
y la elipse (figuras 89 y 90), por medio de sus evolutas, empleando 
este método * 
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FBOBLEMAS 

Hallar el radio y el centro de curvatura de cada una de las siguientes curvas 
en el punto dado. Verificar los resultados a demostrando: a) que el centro de 
curvatura está en la normal a la curva en él punto dado; y b) que U distan¬ 
cia desde el punto dado hasta el centro de curvatura es igual al radio de curvatura. 


1. 

2 py = X 2 ; (0, 0) . 


Sol. (0, p) 


2. 

JÍ-* + 4 y 2 = 25; (3, 

2). 

(«Moo. 

- aí /í 5 ) 

3, 

*= - y 3 = 19; (3, 2) 


( 6, K«. 

'%?)■ 

4* 

xy = b: (2. 3) . 



3 K) • 

G, 

y = c x , (0. 1) . 


(- 2. 

3). 

6, 

y — eos x : (0. 1), 


(0. 0) 


7» 

y — \a x'. (1.0). 


(3. - 

2). 

S. 

y = 2 sen 2 x : ( Ve, Jt, 

2). 

CA K - 

'%) ■ 

9. 

{x +6) 3 + *y 2 = 0; 

(-3. 3). 

(-13. 

8) . 

10. 

2 y = - 4: (0. — 

2). 



11. 

xy = x* + 2 (2. 3) 




12. 

y = sen njc : (H. 1) 




13, 

y = 'Á tgl x; (¡4 

J4) - 




Hallar las coordenadas del centro de curvatura en un punto cualquiera (\v. y) 
de cada una de las siguientes curvas: 


14. 

y 2 = 2 px. 

So/, a = 3 V* ± l »\ (3 ■ 

2 P 

15. 

y 3 = a*jc. 

a=“\ + ] 5 ^ (3 =» 

6 a 3 y 

16. 

b* x 2 — u 2 y 2 = a 7 b 2 . 

„ „ (a 2 4- b 3 )* 3 

ü 4 



p _ _ (« 3 + b *) y 3 

17. 

+ y#í = a%. 

a ” x + 3 

P = y + 3 


I 84 Hallar los radios y los centros de curvatura de la curva xy = 4 en los 
puntos (I r 4) y (2, 2) . Trazar el arco Je la cvoluu entre esos centros. ¿Cual 
es su longitud ? 

Sol. En (I. 4). R 1 = ] -l V~Í7 t « = ^ p = ‘f; 

□ L o 

en (2, 2) . R¡ ~ 1 \/1, a = 4. (3=4; 

Ri- Rz= 5.933. 
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Hallar las ecuaciones paramétricas de la evoluta de cada una de las siguientes 
curvasen función del parámetro r. Trazarla curva y su evoluta, y, por lo me- 
nos, un círculo de curvatura. 


19. 

X 

= 

3 r 2 , y 

= 3 t - t 3 . 

So/, a = J4(l +2 t 2 — t 4 > , (i = —4 í3. 

20, 

X 


3 r. y- 

= r 2 - 6. 

a = - % t s . (3=3 t 2 - 54. 

21, 

X 

= 

ó - f 2 . 

y = 2 f. 

a = 4 - 3 r 2 . 0 = - 2 r*. 

22. 

X 

= 

2 t, y = 

= f 3 - 2, 

n = - 2 t 1 , 0 = 3 r 2 . 

23. 

X 

= 

4 í, y > 

= ? + t 2 . 

a = — í 3 , 0 = 11 + 3 f 2 . 

24. 

X 

- 

9 - t 2 , 

y = 2r. 

a = 7 - 3 t 2 . 0 = - 2 r 3 . 

25. 

X 

= 

2 t, y = 

= 3 

t 

„ _ 12 t‘ + 9 „ _ 27 4- 4 t* 

4 t 3 6 í ' 

26, 

X 


tí COS fp 

y = b sen r. 

«= eos 3 t, 

a 






_ (ó 2 - a 2 ) „ , . 

[3 — —- sen 3 r. 

5 

27, 

X 


tí eos 3 t, 


a = tí eos 3 í + 3 a eos r sen 2 r. 


y 

- 

a sen 3 t* 


fí = 3 o eos 3 r sen r + ú sen 3 t. 

2S, 

X 


a (eos r + í sen r) , 

a = tí eos f t fi — a sen t. 


y 

= 

tí (sen t - 

- t eos f) , 





29, 

x =4 — f 2 . 

í/ = 2 f. 




30, 

Jf = 2t r y 

- 10 - í 2 . 




31. 

x — t 2 , y 

- J4 í 3 - 




32. 

x — I — eos r. i/ = r — sen t. 




33, 

x — eos 4 t, 

y — sen 4 r. 




34, 

, x = tí sec / T 

y - tg f* 




35 

. X = COS í, 

y = í* 




36, 

i * = 6 se n í , 

y = 3 eos í\ 




37- 

. x — 3 esc f , 

y = 4 erg f. 


38* x *= a (f + sen t ) * 
y = a (1 — eos í) - 
39. x = 2 eos t + eos 2 t, 
y = 2 sen r -f sen 2 r. 

40. Demostrar que en la parábola j eH + yü = se tiene la relación 

a + fl = 3 (x + y). 
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41, Dada la ecuación de la hipérbola equilátera 2 _vg = a 2 < drmosi rar que 

« + P = ÍÉ±xll, a - |) = 

a- íi 2 

Deducir de esto la ecuación de la evoluta 

(a + - (a - = 2 a ^ 

112 . Transformación de derivadas. De las fórmulas que hemos 
demostrado independientemente, algunas pueden deducirse de oirás 
se^óa fórmulas que establecen relaciones entre derivadas. Aquí pre¬ 
sentaremos dos casos. 


Intercambio de las variables dependiente e independiente . 


Notación, 

Sea y 1 

_ dy 
dx ’ 

dx 

= & etc 
d * 21 



dx 

dx' 

d‘x 


x f 

~ dy' 

z" = 3 - = 

dy 

- T ~-1 etc. 
dy 

Según IX dei 

Artículo 

29, 



tn 



y 1 --. 



Ahora bien , 


dj¿ 

_ dy f dy 
dx ~ x* 


Empleando (/), obtenemos 


iJ) 


Además, 


Empleando (J) , 


dy' _ 

gl 


dy ~ 

x n 


ff" = 

x !t 


X ' 3 

* 



d¡r 

y"' = 

II 

dy 
x< ‘ 

dy' 1 

X f X 1 

- 3 x ,n 


dy x ,A 


[K) 


x'x"' - 3 jt " 2 
x ,h 


/- ¡r* = 
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Y así sucesivamente para las derivadas superiores. Por estas fórmulas 
las ecuaciones en y 1 , y", y'", etc. , pueden transformarse en ecua¬ 
ciones en x’, x" , x’" , etc. 

EJEMPLO. Transformar (Z3) del Articulo 102 en la (C) del mismo ar¬ 
tículo* 

Solución* Empleando (/) y (J) , se obtiene 


V 



Transformación de coordenadas rectangulares en polares . 

Las relaciones entre las coordenadas rectangulares y polares de un 
punto son 


(1) 


x — q eos $ , y = g sen 0 * 


Si la ecuación polar de una curva es q — / (0) ¡ entonces las ecua¬ 
ciones (1) son ecuaciones paramétricas para esa curva, siendo 9 el 
parámetro, 

Notación . La variable independiente es y x f , x ff 7 y f , y tf 7 g f t o r/ 
representan derivadas sucesivas de estas variables con respecto a 0 * 

Derivando (1), 

(2) x f — — q sen O + q* eos 0 , 


y f — o eos 8 + Q* sen 0 ; 

x f/ = — 2 g f sen 0 + (p" — q ) eos 0 

y ff = 2 o f eos 0 + (q" — o) sen 0. 


Mediante las fórmulas (1), (2) y (3), las ecuaciones en x, y, 
x f , y f , x tf r y ff pueden transformarse en ecuaciones en o, 9 , Q f , q" * 

EJEMPLO. De U fórmula (D), del Artículo 1ÜL deducir directamente 
la fórmula (E) del Artículo 104. 

Solución, Tornando separadamente el numerador y el denominador en (D) * 
sustituyendo según (2) y (5) y reduciendo, obtenemos los resultados 

x f y tf — y r x” = <? 3 + 2 p' 3 — qq" ; 

*' 2 - 3 - y ** - <? 3 + £>'*. 


Sustituyendo estos valores en (D) , tenemos (£) * 
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PROBLEMAS 


20 ) 


En los problemas 1 a 5. intercambiar las variables dependiente e indepen¬ 
dientes 

* S +' íü -«- "• 

*• f + (sí)' + S - 1 ■ + (0 1 -'« - » 3? - »• 

“• <»-*’$)'+s-g-"- 

*■ " S + » ! ( 3 j )( S )-( S )' 

( S )( 2 )“» a/y 

d y 

jc—2 - — i 


$ + (gy + *- , - ,fc 


5* 


6t Transformar 


dx 


\Ri) ! 


suponiendo jt =* Q eos ü t y = q sen 

Q 2 


Sol, 


V»- + (S)’ 

7* Transformar i a ecuación —^ ^— — 4- —^—- — O r suponiendo 

dx* \ “ A' 3 dx 1 - A 3 


X - eos í* 


SoL 

í/í* 


8- Transformar la ecuación je* +2 a — -h — y = 0, suponiendo 

Jx- t/jc JC 2 

x — — * SoL, H T a 2 y = 0. 

t di 2 


dy , a~ 

- J -i— _ 


PROBLEMAS ADICIONALES 

1. Dada U curvo jc - 3 eos t + eos 3 f ♦ y — 3 sen í — sen 3 f. hallar las 
ecuaciones paramétrieas de la «voluta. Hallar también d centro d« curvatura 
para t = 0, y demostrar que coincide con d punto correspondiente de la curca 
dada* Sol * a = t> eos f — 2 eos 3 í, (3 = sen r T 2 sen 3 f. 

2* Si es el radio de curvatura en un punto cualquiera de la elipse 
b % x 2 + y D es la distancia perpendicular del origen a la tangente 

trazada en esc punto, demostrar que RD* = u 2 5 ! * 

3* Hallar las ecuaciones de la cvoluta de la parábola y 2 — 4 r, empleando 

como parámetro. Hallar los puntos de la parábola para los cuales los centros 
de curvatura correspondientes son también puntos de la parábola. De aquí, 
calcular la longitud de la parte de «voluta interior a la parábola* 

Sol. (2, ±2V"/); 4(V'"27-0- 
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4, a) En cada punto (jc. y) de cierta curva* su pendiente es igual a 
x(\ + y) 


JT _y id curva pasa por el punto (2, U) * Verificar que la ecuación de 

Ví‘A' J _ 

la curva es log (I -j- p) = I — y/ 5 — x 2 * 

b ) Hallar la curvatura dé la curva en el punto dado, y uazar una pequeña 
porción de la curva cerca de él. 

Sol. K=2-.y/l. 


15 


c ) Trazar el círculo de curvatura para este punto. 


Sol- «-■§. 

5. La pendiente de la tangente a cierta curva C en un punto cualquiera P 

es íjf — — — , en donde a es L longitud del arco HP {H es un punto fijo} y 
dx ¿j 

a una constante. El centro de curvatura dé C correspondiente a P es PR Sí R 
representa el radio de curvatura de C cor respondiente a P, y R f el radio de 
curvatura de la evoluta de C correspondieníe a P f , demostrar que 

a) /i=il±£l; b) R >= 

a a 2 
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CAPITULO XI 

TEOREMA DEL VALOR MEDIO Y SUS APLICACIONES 

113* Teorema de Rolle. Veamos ahora un teorema que es funda¬ 
mental en el desarrollo teórico del Cálculo infinitesimal. 

Sea y — / (x) una función uniforme de x t continua en todo el 
intervalo [a, 6 ] (ArU 7) y que se anula en los extremos del inter¬ 
valo, es decir, f (a) — O, /(&) = 0. Supongamos también que / (x) 
tiene una derivada /' (x) 
en cada punto interior 
(a < x < b) del inter¬ 
valo . Entonces la fun¬ 
ción se representará grá¬ 
ficamente por una curva 
continua, tal como la de 
la figura 95. La intui¬ 
ción geométrica nos dice 
inmediatamente que Pí gi 95 

existe por lo menos un 

valor de x, comprendida entre a y b, en el que la tangente es paralela 
al eje de las x (como en P); es decir, la pendiente en este punto es 
cero. Eso ilustra el 

Teorema de Rolle. SÍ f(x) es continua m el intervalo [a, b] y Se 
anula en sus extremos } y tiene una derivada f' (x) en lodo punto interior 
del intervalo , entonces existe por lo menos un valor de x, comprendido 
entre a y b , en el que i 1 (x) es igual a cero . 

La demostración es sencilla. En efecto, / (x) tiene que ser positiva 
o negativa en algunas partes del intervalo, salvo el caso de anularse 
en todos los puntos (pero en este caso el teorema es evidentemente 
cierto). Si suponemos que f (x) es positiva en una parte del inter¬ 
valo, entonces / ( x ) tendrá un valor máximo en algún punto dentro 
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4 intervalo. Igualmente, sí f (x) 
mínimo. Pero si f (X) es máxima 
ces /'(X) = 0. De otra manera, 



aplicaciones del teorema de 


es negati va, tendrá un valor 
o mínima (a < X <b) t en ton- 
f(x) aumentaría o disminuiría 
cuando x pasa por X (Art. 51). 

La figura % Musita un caso en el 
que el teorema de Rolle no se aplica. 
En la figura, f (x) es continua en 
todo el intervalo [a. b ]. peroP(^) 
no existe para x = c, sino que se 
vuelve infinita. En ningún punto 
de la gráfica la tangente es paralela 
al eje de las x. 

A continuación damos dos 
a la Geometría. 


114. Círculo escalador. Si trazarnos un círculo que pase por tres 
puntos próximos, Pq , Pi, Pa, de una curva, y hacemos que Pi y Pí 



se acerquen a lo largo de la curva 
a P o como posición límite, en ton* 
ces, en general, este círculo ten¬ 
derá a la magnitud y posición de un 
círculo límite que se llama el círculo 
osculador de la curva en el punió P 0 . 

Teorema, El círculo osculador 
es idéntico al círculo de curvatura . 

Demostración. Sea la ecuación 
de la curva 

(1) y = / (*); 


y sean xo , xi, xs las abscisas respectivas de los puntos Po , Pi, Pi , 
(a', p') las coordenadas del centro y R' el radio del círculo que pasa 
por los tres puntos. Entonces la ecuación del círculo es 


<* - a') a + (y - PO 2 = B' 2 , 


y puesto que las coordenadas de los puntos Po, Pi, P», deben satis¬ 
facer esta ecuación, tenemos 

( (x, - a ') 2 + (yo - p ') 2 ~R ' 1 = O , 

< (x, - a') s -f* (yi - PO 2 - R n - O, 

l (x 2 - a') 2 + (yt - P ') 2 - R !i ■* O. 


( 2 ) 
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Consideremos ahora la función de x que se defino por 

F{X ) = (*_#)*+ fo-PO*-»*, 

donde y está definida por (1). 

De las ecuaciones (2) obtenemos 

F(aro) = O f Fix\) = O, F(xa) = 0 . 

Luego, según el teorema de Rolle (Arfe, 113) f F f (x) debe anu¬ 
larse paru dos valorea de x por lo menea, el uno entre x# y X\ , diga 
mos x* , y el otro entre x x y , digamos x ft ; es decir, 

F f (xO = O, F f (x f ') = 0 . 

Igualmente f por la misma razón , F f/ (x) debe anularse para algún 
valor de x entre x f y x ft , digamos x 3 ; por tanto , 

F"(xt) = t). 


En consecuencia, los elementos a f , [L, fí' del círculo que pasa 
por los puntos P>, Pi, Pa deben satisfacer las tres ecuaciones 

F(x n ) = 0, F'ix*) = ü, F"{Tz) = 0 . 

Ahora bien, hagamos que los puntos Pi y Pi tiendan a Pu como 
posición límite; entonces Xi , xa, x f t x" , Xa tenderán todos a Xu 
cuino límite, y los elementos a, f5, H del círculo osculador se deter 
minan por las tres ecuaciones 

F(x 0 ) = Ü, F'(x,) = 0, F"(xíD - 0; 


o sea , omitiendo los sub -índices por 

(3) (x — a ) 5 + (y^p) 2 - «*, 

(4) (x — a) + (y — ff)y' = U, derivando (3). 

(5) 1 + y n + (¿/ — [3 )y if — íl, derivando (4). 


Resolviendo (4) y (5) con respecto a x — a y y — f> , obtene¬ 
mos (y 1 * 0 ) 


( 6 ) 


x — a — 


^ 0 ±|T) 


y 


t v ~ I 1 = 


□ _ i + v r 


V 


Resolviendo ( 6 ) con respecto a a y f 1, el resultado es idéntico 
a {O) del Artículo ItíS. Sustituyendo en (3) los valores de ( 6 ) y 
resolviendo con respecto a el resultado es (P) del Artículo 105 
Luego el círculo osculador es idéntico al círculo de curvatura. 
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En el Articulo 2 S definimos la tangente en P como la posición 
límite de una secante trazada por P y un punto vecino Q ele la curva. 
Vemos ahora que el círculo de curvatura cu P se puede definir como 
la posición límite de un círculo trazado por P y otros dos puntos 
Q y R de la curva. 

115, Punto límite de ia intersección de dos normales infinitamente 
próximas. 

Teorema. El centro de curvatura C correspondiente a un punía P 
de una curva es la posición límite de la intersección de la normal a la 
curva en P con una normal infinitamente próxima. 

Demostración. Soa la ecuación de una curva 

a) #-/<*). 

Las ecuaciones de las normales a la curva en dos puntos próximos T 
Pa y Pi (fig. 98), son 

(as, —a¡) + (yo — y)/'{&) = O, 

(.ri —a?) + (y. —y)f'(x i) = 0. 



Fig. 98 

Si las normales se cortan en C' (n', |V), las coordenadas de ese 
punto deben satisfacer ambas ecuaciones, de lo que tenemos 

/ (¡s« - «O + (yo - 00/' (*f) = U , 

l <x.~«o+ (yi-m/'E»i) = o. 

Consideremos ahora la función de x que m define por 

<Hx) = (x — a')+ (s — 

donde y está definida por (1), 

Entonces las ecuaciones (2) muestran que 


*fr)=-0, = 0. 
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Pero entonces, según el teorema de Bolle (Art 113), debe 

anularse para algún valor de x entre Tu y xi , digamos x*, En conse¬ 
cuencia , a f y (V se determinan por las dos ecuaciones 

«Hato) = O, *'(¡e') = 0. 

Si Pi se acerca ahora, a Fo como posición límite, entonces x f tien¬ 
de a xq lo qiie da 

i>(x d) = O, <¡>'(xú) = O ; 

y C f {<t f } |V) se acercara, como a posición límite p a un punto 
C (u , P) de la normal en /V Omitiendo los subíndices y tos acen¬ 
tos , las últimas ecuaciones son 

(x— a) + {y — $)?/ = O , 

1 + y n + (y — p)p" = O, 

Resolviendo con respecto a a y ft , los resultados son idénticos 
a (G) del Artículo IOS , como se quería demostrar. 


116- Teorema del valor medio. Para las aplicaciones subsecuen¬ 
tes necesitamos el siguiente 


Teorema* Si f (x) y F(x) 1 y sus primeras derivadas> son continuas 
enlodo el intervalo [a, b], y F'(x) no se anula dentro del intervalo^ 
entonces, para algún valor x — x\ comprendido entre a y b, es 


(A) 


f(b) — /(a) _ f'jxi) 
F(b)-F{a ) F'(xi)' 


(a< x i < 6 ) 


Demostración* Consideremos la función 


(1 > * {x) ^ nt) - f(b) {f(x) ~ F(a)] ~ U (*) - /<«)! • 

Evidentemente , por ser </> (a) = <A( 6 ) = O , puede aplicarse el teo¬ 
rema de Rolle (Art. 113). Derivando, 


( 2 ) 


$'($) 


m -fia) 

F[b) - F(a ) 


F'(x)-f'ix). 


Esta expresión debe anularse para un valor x = xi entre « y b. 

/(&)-/(«) 


E( 6 ) ~F(a) 


E'(n) —/'(x i) = ü. 


( 3 ) 







http://carlos2524.jimdo.com/ 


208 


CALCULO DIFERENCIAL 


Dividiendo por /^(xi) (teniendo en cuenta que F'{xí) no se 
anula), y transponiendo, el resultado es (A), como se quería de¬ 
mostrar . 

Cuando F(x) ~ x, {A ) se convierte en 


(B) 


o ■— a 


(a < Xi < b) 


En esta forma el teorema tiene una interpretación geométrica 
sencilla. En la figura 99, la curva es la gráfica de / (x). Además, 


Luego 


OC = a, CA = f (a ), 

OD = b, DB — /(&)* 

Lk-l ^ pendiente de la cuerda AB. 
b — a 



Ahora bien, en (£) /'(reí) es la pendiente de la curva en un 
punto del arco AB } y la fórmula (i?) nos dice que la pendiente en 

ese punto es igual a la pendiente de AB 
Luego, en el arco AB, hay un punto, 
por lo menos, en el que la tangente es 
paralela a. la cuerda AB 

El estudiante debe trazar curvas, 
como la primera curva del Artículo lid , 
que hagan ver que pueden haber en el 
intervalo más de uno de tales puntos, 
y también curvas que ilustren que el teo¬ 
rema puede no ser cierto si / ($) liega a 
ser discontinua para algún valor de x entre a y b t o si /'(#) llega 
a ser discontinua como en la figura 96, 

Quitando de nomina tío res en (2?), podemos también escribir el 

teorema en la forma 

(C) fíb) = f{a) + (6- a)/'Oí). 

Si ahora suponemos b = a + Aa; entonces 6 - a = Aa, y puesto 
que xi es un número entre ay b , podemos escribir : 

X\ — o ~b 8 * Aa, 

siendo 8 una fracción propia positiva. Sustituyendo en (C) obtene¬ 
mos , otra forma del teorema del valor medio t 

(D) f{a + Aa) - f(a) — A af*{a + 6 ♦ AnL (O < 8 < l) 
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PROBLEMAS 


1* Comprobar el teorema de Rolle, hallando 
casos los valores de x para los que f (x) y f*(x) 


en cada tino de los siguientes 
se anulan* 


a) f (x) — x 3 — 3 x. 

b) f (x) = ó x 2 - x 3 . 

c) f(x) = a 4- bx + c* 2 . 

d) f (x) = sen x* 


e) f (x) — sen jíx — tos jtx* 
0 f (x) = tg x — x. 

g) f {x) — x In x. 

h) f(x) = xe*. 


2, Si f(x) = tg x, entonces / (O) = 0 y f (ji) = 0. Según el teorema de 
Rolle ¿puede asegurarse que f f (x) se anula para algún valor de x entre 0 y n ? 
Razonar la respuesta* 


3, Sí {y T l) 3 — x 3 * entonces y = ü cuando x = — 1 y y — 0 cuando 
x — -E 1. Según el teorema de Rolle ¿puede asegurarse que y f se anula para 
algún valor de x entre — 1 y -j- l ? Razonar la respuesta. 


4. En cada uno de los siguientes casos, hallar x¡ de manera que 

f(b) = f (a) 4- (b - a)r(xi). 


a) 

f (x) - x~ , a 

= 1, b = 2. Sol. 

xi - 1.5. 

b) 

f (jr) = Vx , 

4 

11 

i 

= 2,25. 

c) 

a 

i 

II 

* 

= 0, 6=1. 

xi = ln (e — l ) —0,54 

d) 

f(x) = —, a 
x 

II 

Zr 

II 

to 


e) 

f (x) — In x. 

a = 0,5. h = 1,5. 


f) 

f (jt) = sen 

, a = 0, 6 ~ 1. 



5* Si se dan f (-V) = _L , a — — \, b ~ 3, ¿ para qué valor de xi (si lo 

x 

es para alguno) será f (6) = f (a) + (6 — a)F f (xi) ? 

6* Si se dan f (x) = xH, a = — L b = 1 „ ¿para qué valor de xi (sí lo 

es para alguno) sera f(b) - f (a) + (b — u)f f {x i) ? 


117- Formas indeterminadas. Cuando una función, para cierto 
valor de la variable independiente , toma una de las formas 


0 _ 

0 J 



ü x 09 , 20 


0° 3 


se dice que es indeterminada . Para ese valor de la variable , la expre¬ 
sión analítica dada no define la función, Supongamos que, por ejem¬ 
plo , tenemos 


y 


I(x) 

F(x) ’ 
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y que para algún valar de la variable t como x = a , es 
f(a) = O r F(a)^0. 

Para este valor de x, nuestra función no está definida ; por tanto, 
podemos asignarle cualquier valor que queramos. De lo ya didio 
(caso II del Art. 17) es evidente que lo más conveniente, si es posi¬ 
ble , será asignar a la función un valor que complete a la función y la 
haga continua cuando x = a . 


118* Determinación del valor de tma función cuando ésta toma una 
forma indeterminada. Si la función / (x) adquiere una forma indeter¬ 
minada cuando x = a, entonces } si lím / (x) existe y es finito, com- 

i" —^ « 

pleíamos la función asignándole este valor para x . = a, Así la función 
se hace continua para x = a (Art. 17). 

A veces el valor límite se encuentra después de transformaciones 
sencillas t como ocurre en los siguientes ejemplos. 

Ejemplo i. Dadj f(x) = ———demostrar que lím f(x) = 4, 

X ^ X—^2 

Solución, f (2) es indeterminada. Pero dividiendo el n umerador por el 
denominador, f (} — x + 2, y lím (jf + 2) =4* 

x—>2 


Ejemplo 

Solución. 


2. Dada fíx) = sce x — tg x, demostrar que lím f (x) — O, 

st —? 


f(x) ^indeterminada (x — xj + TransformémosU tomo sigue: 


sec x — tg x = 


I — sen x 

eos X 


y el 1 ímire de csu ultima fracción. 


I — sen x ' 1 -p sen x _ cosx 

eos x ! + sen x I + sen x 

cuando x —> -y r es cero. 


Véase también ei Articulo 18. Los métodos generales para deter¬ 
minar los valores de las formas indeterminadas del Artículo l\7 se 
basan en el Cálculo infinitesimal. 


119, Determinación del valor de la forma indeterminada —. Si 

f (x) 

una función dada de la forma y-es tal que f[a) — O y F(a) = ü, 
la función es indeterminada cuando x = a; entonces necesitamos 
hallar lím 

(x) 
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Demostraremos la igualdad 


l£) 


x — >a F{x) F / (jr) 


Demostración, Según (J.) del Artículo 116, haciendo b — x y re¬ 
cordando que f(a) = /^(a) = O, tenemos 


a) 


/(*) _ /'(*■) 
/'’(*) F'Cr.)' 


(a < £l < ir) 


Si ^ a j, asimismo x\ -> a . Luego , sí en (l) el segundo miem¬ 
bro tiende a un límite cuando xi —£ rr , el miembro de la izquierda 
tenderá al mismo limíte. Así queda demostrada la igualdad (E). 

De (.£), si /*{&) y F*{ a) no san cero ambos f tendremos 


( 2 ) 


lím 


f{x) 


f (*> 


ÜJfi) 

F'(a)' 


Regla para determinar el valor de la forma indeterminada _ 

Se halla la derivada del numerador para obtener un nuera numerador; 
se halla la derivada del denominador para obtener un nuevo denominador. 
El valor de esa nueva fracción, para el valor asignado de la variable, será 
el valor límite de la primera fracción. 


Sí acontece que las primeras derivadas también se anulan para 
x ^ a (es decir, /'(a) = O y F'{a) = 0), entonces podemos aplicar 
/'(*) 


[E) a la fracción 


F f {pc ) f 


y según la regla tendremos 


lím 


1M 

n*) 


/"(q) 
F"(a) 1 


Puede ser necesario repetir el procedimiento muchas veces. 


H| lector debe prevenirse contra el error muy 1 frecuente que se comete cuando 
se tiene el descuido de hallar la derivada de toda la expresión, considerada como 
fracción, aplicando la fórmula VII fArt. 29} , 

Si a = U sustitución .v = — reduce 1 el problema a la determinación del 

z 

límite para z = 0 . 


Asi, 


lim 


fu) 

fu) 


lim 

í—> o 


-'"I 

m 


-i*'j 

(i) 

i¿- 


== lím 
T —/, 


0 ) 


ru) 


= lim „,, 

JT —^ *F' ( Jcj 


Luego la regla también es cierta para este caso* 
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Ejemplo i. Demostrar que lím — n * 

i —x 

Demostración. Sean f (x) — sen nx, F (x) = x. Entonces 

f{ 0 ) = 0 , F( 0 )=Q. 


Luego, según (E) , 
Hm 


f = Hm f 'M- = Hm n CQS n * 


a — ^ o E ( X ) £■ ■ •/ 0 F* (í) i —^fl 1 

como se quería demostrar. 

A-3jí + 2 


EJEMPLO 2, Demostrar que lim 


3 


a-^i x* — x 2 — x ~t \ 2 

Demostración* Sean f (ac) = x 3 - 3 x + 2, F (x) — ocr 3 — — jc + 1. 

Entonces, /(I) — 0 r F( 1) =0. Luego, según (E) , 

lim fj*\ = lim = lim 


... . .. --—- = ~ (indeterminado) 

*_>iF'(x) *->i3 x*-lx- 1 0 v 


= lim 4^4 = lí 


Hm 


£—>1 F" (x) 6 ar “ 2 


- 2. 


EJEMPLO 3. Demostrar que lím 

*—>o vY — sen x 

Demostración* Sean f(je) — e x — ~2 x, F (x) — x — sen x * 

Entonces /(O) ”0, E (0) =0. Luego, según (£), 


lím 


Mil = Hm ílM. = tí 


— lím 


£—>0 F(jf) í-)0^()f) >0 I - COS JC 


-Fe* 2 _ ^ {indeterminado) 


= lím 


f u U) -if 


= lím 


^ 


0 


F ,f (x) ¡t—sen X 

= lim /"'<*) - Hm •* + *— = 2. 
i— F ff, (x) eos* 


= — ¡indeterminado) 


PROBLEMAS 


Determinar por derivación el valor de cada una de las siguientes formas 
indeterminadas. * 


1, lím 


y 2 - 16 


£—>4 x 2 + x - 20 


e i 8 
Sol. 


2. lím 


3, Hm 


i-)n^ “ a 1 
\n x 


X—$ 1 X 1 


* Después de derivar, el estudiante debe en todos los casos reducir el resul¬ 
tado a la forma más sencilla posible antes de sustituir el valor de la variable. 
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4, 

lim 


x — T 0 

5. 

lim 


H 

i 

O 

6. 

lím ■ 


TT 

*"hf 

7* 

lím 



8. 

lím 


0—>0 

9. 

lím 



10. 

lím 


v— >0 

11. 

lím 


ó ’ ? ~ 

4 

12. 

. lim 


ir—> a 

13. 

lím 


j;— 

u. 

. lim 


£ — ^2 


e £ — e~ x 

Sol. 1. 

sen x 

tg x — X 

2. 

x — sen x 


In sen x 

- % 

(n -2x)*' 


a 1 - b* 

ln i. 

X 

b 

8 — are sen 8 

- K 

sen 3 8 


sen x — sen 0 
x — <p 

e’J + se n y — 1 

lü (1 + v) 

sec 2 0—2 tg 0 
I + eos 4 0 

r 3 - ar 2 - a 2 r + a 3 

r* — tí 2 


Ví je- Vl2-j 


\/ 16 jr—X 4 —2y^ 4 a- 
I-y/Tx* 


15. lim J» < + ««*- 1. 

tg — sec 0 + 1 


16. Jim 


17. lím 

j¡— 


jc — sen x 


tg x — sen x 


eos 0. 


2. 


- 



18. Se da un círculo (fíg- 100) de centro O y radío r, y una tangente AT . 
Sí AM es igual al arco AP> y B es la intersección de la recta MP con la recta 
AO f hallar la posición limite de B cuando P tiende a A como posición limíte. 

Sol, OB - 2 r. 
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oo 

120. Determinación del valor de la forma indeterminada —. 

00 

/ (#) 

Para obtener el valor de lím frr~r cuando f(x) y /'"(re) se hacen 

ambas infinitas cuando x ^ a } seguiremos la misma regla que se dio 
en el Artículo 110 para determinar el valor cié la forma indetermi¬ 
nada “, A saber: 

oo 

Regla para determinar el valor de la forma indeterminada —. 

Se halla la derivada del numerador para obtener un nuevo numerador; 
se halla la derivada del denominador para obtener un nuevo denominador. 
El valor de esa nueva fracción para el valor asignado de la variable sera 
el valor límite de la primera fracción. 

Üna demostración rigurosa de esa regla queda fuera del propósito 
de este libro , 

Ejemplo. Demostrar que lim = 0. 

esc * 


Demostración. Sean f (x J = In a , F fjc) = esc x> Entonces 
flQ) - — «¡. F ( 0) = oc. 


Luego, según la regla, 

lim L{* ) = lím f .'ÍAÍ , n 


A 


¿1*1- lim f ! lú - lim -i-lim *»Lf , ° 

í) F (.v) >u PlJf) >ü — esc x erg x a- eos x O 


Entonces, según (E) , 

lím - sen 2 x ^ 2 sen x cob x n 

Jim - =* lim -= U 

s—>rr a eos x eos jc — a sen x 


121, Determinación del valor de la forma indeterminada O - oo. 
ái una función f(x)- 4>{x) toma la forma indeterminada O - para 
x = a , escribimos la función dada en la forma 

/(i) ■$(*)-= í o bien = -^p-\ 

HÓ \ W)) 

O OG 

a fin de hacer que tome una de las formas — o — T Entonces se apli- 

G og 

ca la regla del Artículo 119 o la del Artículo 120, 

Según esto f el producto / (j) ■ 4>(x) puede escribirse en una u otra 
de las dos formas que hemos dado. Por lo general, una forma es mejor 
que ía otra ; la elección depende del ejemplo. 
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EJEMPLO. Demostrar que lím (sec 3 x eos 5 x) = — %■ 

Demostración# Puesto que sec }4 x = ^ eos % x — O, escribimos 


^ - 1 #■ eos 5 x 

sec 3 eos 5 x ” ——— * eos ? x — --- 

eos 3 x eos 3 * 

Sean f (x) = eos 5 jt, F (x) = eos 3 jc, Entonces f ( l / 2 *) =0- F (A n) = 0- 
Luego, según (E), 

lim 4^= lím LM= lím 

t-}H*F(x) v-}M"F'(x) *—$% f — 3 sen 3 x 3 

122, Determinación del valor de la forma indeterminada 00 “ 00 ■ 
En general t es posible transformar la expresión en una fracción que 

tomará la forma o —. 

0 go 

EJEMPLO. Demostrar que lim (sec a — tg x) = 0. 

x —^ } Á "■ 

Demostración# Tenemos sec l /l « — tg A n - 50 (indeterminado) 

Según (2) > del Artículo 2 T 

1 sen x 1 — sen a* 


set jc — tg a = 


eos x eos x eos x 


Sean f (x) = 1 —sen x. F (x) = eos Entonces f (L? jt) — ti. E(!4n)=0. 
Luego, según (£)* 


lím 
r- 


lííi- lim íikl- lim ~ c °- s ^ - 0- 
F (*) *-»Jí » F'(x} 


* — sen jr 


PROBLEMAS 

Calcular el valor de cada una de las siguientes formas indeterminadas: 


. ■ 1 n x 

lim —— - 

I—>ec X n 

Sol , 0. 

6, 

lim £ÍÍ£. 5o/. 

37—>0 IR * 

— oc , 

lim i‘*i . 
jí—^0 ctg 2 * 

2. 

7. 

.. 1 n se n 2 x 

lim --— ■ 

>ü in sen a 

1. 

lím ÍÜ®. 

Jí- 

3. 

lím x ln sen x. 

i—^0 

0. 

lim -—. 

0. 

9. 

llItl T -T- 


jT 

lím --— . 

In x 

=c, 

10. 

Km x sen — * 

X —^ K ^ 

u. 
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11. lim {x — 2 x ) tg x . 

SoL 2. 

12, lím (1 — ig 6) sec2 0. 1. 


o — 

4 


15 


. lím r 


17. lim 

I 


x*-[ 

*-]J' 



] 

-_£LJ. 

-1. 

23, 

ln x 

In x J 


' 2 

i i 

■ M. 

24. 

sen 2 $ 

l — eos 0 J 


y 

_L.1 

H- 

25. 

y-1 

ln y | 


i 

1 I 

H- 

26. 

X 

X 2 } 



18. lim * + ln *. 

ae x ln x 

19. lím 6 esc 2 (L 
fl * o 


20. lím Üii*. 

I—>0 etg 3 x 

21. lím (a* — tp 2 ) tg~, 
42 a 

22. lím (sec 5 & - tg 0) . 


£—£0 


\1 _J_l. 

lx Z X tg X J 


*->T 

lim tg 5*. 

¡r—>2 x‘ ¿ 4 


27. I 


ím r 1_--11. 

H>0 (1 + *) * J 

28. lim [ _L-11. 

i—>t> L sen 3 x x 3 J 


123. Determinación del valor de las formas indeterminadas 0°> 
1 > 00 Si una función de la forma / (£)^ ízr) toma una de estas tres 
formas t debemos de tener, para cierto valor de x, 

f (x) = O , (x) — O, lo que da O ü ; 

0 / (x) = 1, <f> (x) = ce , lo que da 1* , 

o / (x) = co , $ (x) = O, lo que da oo u . 

Sea y=f{x)M*K 

Tomando logaritmos naturales de ambos miembros, 
íny = <i>(x) ln / (x) . 

En cada uno de dichos casos, el logaritmo natural de la función y 
tomará la forma indeterminada 


O ■ oo . 

Determinando el valor de esta expresión por el procedimiento del 
Artículo 121 , t tenemos el límite del logaritmo de la función. Este 
límite es igual al logaritmo del límite de la función ; siendo así, se 
sabe el límite de la función, En efecto, si lím ln y = a ¡ entonces 
lim y = e a . 














http://carlos2524.jimdo.com/ 


TEOREMA DEL VALOR MEDIO V SUS APLICACIONES 217 


Ejemplo L Demostrar que lím x z = L 

z—>G 


Demostración. La función toma la forma indeterminada 0 o cuando x = 0. 
Sea u = x x 

entonces \n y 

ln y = 


Según el Art. III, 


y = x x 

In y = x ln a = 0 ■ — tfi, 
In x — oo 


x 


1 


Según el Art. J20* lim \lLJL = )im A 

x-^0 __ I 


A 


0. 


cuando x — 0. 
cuando a - = 0. 


Luego. 


lim 3 n y = 0, y 1i m y = lim x £ — e 0 = L 
x—>o x—>Q 


Ejemplo 2. Demostrar que lím (2 — *) tgK** = e 1 * * 

x— 

Demostración. La función toma la forma indeterminada licuando x 3 L 
Sea y = (2 — x) tg H 

ntonces In y — tg Yi jta In (2 — a) = ao . Oí cuando x = !• 


Según el A«. 121. In u - ln(2 ~ x) = -jL 

ctg Yi XX 0 


cuando x = L 


Según el Art, 119, lim - ( Lr £■> - lim -., 2 

Ctg Yx XX — pítese 2 yr Xx X 

2 — 

Luego, lím ln y = — y lím y - lim (2 — x) te 'A ™ = e r . 

í—>1 X X—>1 

EJEMPLO 3* Demostrar que lim (ctg á) senx — 1. 

x—^0 

Demostración. La función toma la forma indeterminada cuando x = 0. 

Sea y = (ctg*)™*; 

entonces ln y — sen x In ctg x — 0 * oc, cuando x = 0. 

Según el Art. 121, ln y = l n Ctg * = cuando x = 0. 

esc x ac 

Según el Art. 120 + 


Ism 


in ctg . 


lím 


— CSC* A 
Ctg X 


1 f sen x 
= lim -— = o t 


X—>0 CSC X X—=*0 ™ CSC X ctg x x—^QCQS* X 

Luego, lím ln y ^ 0* y Um y ^ lím (ctg x) sení — e° L 
£—^0 x—^0 x— 
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PROBLEMAS 


Determinar el valor de cada 

u ti a de las siguientes formas indeterminadas: 

1* lim {sen 5o/. 

l. 

8. lím 
£— 

( cos íX' 

2. lira (- + lV- 

£ — ^ \ X / 

e 2 . 

9. lim 

Kr 

3. lim 

i—>i 

1 

tí * 

10, Um 

( cos !) 13 - 

i 

4, lim fI + Ü-V. 

¿/—>«\ y/ 

en . 

11. lim 

(e- x + 2 ;c)ÍA 

5. lím (1+ sen jc) c, £ r - 
r— 

e. 

12. Hm 

x—^0 

(je + 1) ''SL 

t 

6 * lím (e* + x) * . 
s— 

e 2 . 

13, lim 

(i)"'- 

7. lím (1 + nf) f . 
í—>0 

e fl . 

14. lim 
a¡— 

(I + x ) 1,1 *- 

124. Generalización del 

teorema 

del valor 

medio. Sea una cons- 


tan te R definida por la ecuación 

(1) /(f>) - / (a) - (6 - a) /'(a) -%(b- a) 2 R = O. 

Sea F (x) una función que se forma reemplazando b por .r en el 
primer miembro de (1) ; es decir, 

(2) F(x) = /(*)—/ (a) ~ {x — a) J' (a) — M (* - u ) 2 R ■ 

Según (1), F(b) =0, y según (2), Fía) =0, Luego, según el 
teorema de Rolle (Art. 113), uu valor, por lo menos, de x entre 
a y b , digamos x¡, anulará F'(x ). Por tanto , puesto que 

F'(x) = /'(*) - /'(a) ~ (x-a)R, 
obtenemos F'{x i) = /'(xl) — / / {o) — (xi — a) R — ü. 

Puesto que F'(*i) = 0 y F' (a) = O, es evidente que también 
F ! (x) satisface las condiciones del teorema de Rolle , de suerte que su 
derivada, a saber F"{x ), debe anularse para un valor, por lo menos , 
de x entre a y Xi , digamos xs. Por tanto, x% también está entre 
a y b. Pero 


F"(x) = /"(x) — R ; luego F" (xa) = / "(xj) -■ R - O, 


R = /"(**)• 
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Sustituyendo este resultado en (1), obtenemos 

(F) /(6)=/(a)+(6-o)/'(o)+|^(í»-a) s /"(*í)- (a<¡»<l>) 

Continuando este procedimiento , obtenemos el resultado general 

(G) J ib) = / (a) + /' (a) + /" (a) 

+r («>+.. • + ( j - pp («) 

H — i / u> (*i). (a<xi<6) 

13 

La ecuación ( G) expresa el llamado teorema generalizado del valor 
medio, 


125, Los máximos y mínimos, tratados analíticamente* Sirvién¬ 
donos de )o dicho en los Artículos 116 y 124 , podemos ahora dar una 
discusión general de los máximos y mínimos de las funciones de una sola 
variable independiente . 

Sea una función / (x) . Sea h un número positivo, tan pequeño 
como queramos; entonces las definiciones que hemos dado en el Ar¬ 
tículo 46 pueden enunciarse como sigue. 

Si para cada valor de x, exceptuado a, en el intervalo I a—h, a-\-h \ 
se tiene 

(1) / (x) — / la) = un número negativo , 

se dice que f(x) tiene un máximo para x — a h 
Si, al contrario, 

(2) / (x) — / (a) - un numero positivo, 

entonces se dice que / (x) tiene un mínimo para x = a . 

Empezaremos dando una demostración analítica del criterio del 
Artículo 45 : 


Una función es creciente cuando su derivada es positiva; es decreciente 
cuando su derivada es negativa . 

En efecto r sea y = / (x) . Cuando Ax es numéricamente pequeño y 

A v 

— y la derivada f f (x) tendrá el mismo signo (Art. 24}. Sea 

iiX 

f f {x) > ü. Entonces, cuando Ax es positivo, A?/ lo es también, y 
cuando Ax es negativo f A^ es negativo Por tanto , / (z) es creciente. 
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Una demostración semejante es aplicable cuando ¡a derivada es nega¬ 
tiva. Ahora fácilmente se deduce la siguiente proposición : 

Si f (a) es un valor máximo o mínimo de f (x), y si f f (x) existe 
en toda la vecindad de a , entonces f'(a) = 0. 

En efecto } si /' (a) ^ Ü , / (x) aumentaría o disminuiría al aumen¬ 
tar x a través de a , Pero si es así , f (a) no es ni valor máximo ni 
mínimo. 

Veamos ahora las condiciones suficientes generales para máximos y 
mínimos. Consideremos los siguientes casos. 

1. Sean f f (a) = O y /"(a) ^ 0. 

De la fórmula (F) del Artículo 124, reemplazando b por x y 
trasponiendo / (a), resulta 

(3) f(a¡) = /"(»»)■ (a < xt < x) 

Puesto que f ft {a) ^0, y que /" (x) se supone continua, pode¬ 
mos elegir nuestro intervalo [a - h, a + h] tan pequeño que f n {x) 
tenga el mismo signo que f tf (a). Además } (x — a)' ¿ no cambia de 
signo. Por consiguiente * el segundo miembro de (3) no cambiará 
de signo, y la diferencia f (x) - / (a) tendrá el mismo signo para 
todos los valores do x en el intervalo [ a — h r a + h ]; además, ese 
signo seré el mismo que el signo de f"(a). Luego se sigue de nuestras 
definiciones (l) y (2) que 

(4) f (a) es un máximo si f'(a) — 0 y f"(a) = un número ne¬ 
gativo; 

(5) £ (a) es un mínimo si F(a) = 0 y f"(a) — número po¬ 
sitivo . 

Estas condiciones son las mismas que las del Artículo 56. 

II. Sean /'(o) = /"(a) = 0, y /"'(o) t* 0, 

De la fórmula (G) del Artículo 124 , haciendo n — 3 T reemplazando 
b por x y trasponiendo / (a), 

(6) /(*)-/ (o) = -||- (* * aYf 1 " (*,). (a<x 3 <x) 

Como antes, f n ’{x) tendrá, el mismo signo que /"'(a). Pero 
(x - a) 3 cambia de signo cuando x aumenta a través de a. Luego la 
diferencia f (x) — /(o) debe cambiar de signo, y f (a) no es ni 
máximo ni mínimo, 
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III- Sean /'(*) - /"(a) - ... =f^(a) = 0, y J^ (a) ^0. 

Continuando el procedimiento seguido en I y II, se ve que mí la 
primera derivada de / (x) que no se anula para a' = a es de orden par 
(es decir, n es par), entonces 

(ZT) /(o) es un máximo si / (n) (a) = un número negativo; 

(I) /(a) es un mínimo si f (n) [a) = un número positivo* * 

Si de las derivadas de f (x) la primera que no se anula para x = a 
es de orden impar , entonces f(a) no será ni máximo ni mínimo. 


EJEMPLO 1. Calcular los máximos y mínimos de la función 
*3 - 9 x 3 + 24 x — 7. 

Solución. f (x) — x 3 — 9 x z 4- 24 x — 7- 

f'(x ) = 3 x* - 18 jc + 24. 

Resolviendo la ecuación 3 x' ¿ — 18 x -J- 24 - O 
obtenemos los valores críticos x = 2 y x = 4. 

. P(7> “ O y f f { 4) = 0. 


Derivando otra vez* 


t "(*) = - 18. 


Puesto 

que ( * f 

(2) =-6, 

resulta. 

según l/f) , 

que 

f 01 

— 13 

es pn : 

Puesto 

que /" 

(4) =+6. 

rcsulra. 

según (/)* 

que 

/ f4) = 

= Q 

rs un 

Ejemplo 2* 

Calcular 

los máximos y mínimos de 

la fun 

ción 





F* + 2 

eos x -f- e £ 





Solución* 

/ ( JC 1 

= p* + 2 

eos X + £ -J \ 







f 4 (*) 

■ í’~ — 2 

sen a: — e^ T 

= n. 

pa ra 

x = 

<J, - ’ 




= s- 1 - 2 

eos x + i 

= O* 

para 

X = 

0* 



r'(x) 

= ** + 2 

sen x — 

- ü* 

pa ra 

JC = 

ü* 




= c 1 + 2 

COS X -f- i* 41 

= 4. 

para 

.V = 

0. 


mínimo 


Luego, según (/) , i fO) = 4 es un mínimo. 


?BOBLEMAS 

Calcular los máximos y mínimos de cada una de las siguientes funciones, em¬ 
pleando el método del Artículo J2L 

1» x ml — 4 -h í. lÍoL Para el valor crítico x = tí, la función no tiene 

ni máximo ni mínimo, 

Mín. = — 22 para x — 3, 

* Como en el Articulo 4b, un valor crítico x — a se determina igualando 
a cero 1 a primera derivada y resolviendo la ecuación resultante para obtener sus 
raíces reales. 

x = Ü es la única raíz de la ecuación r* — 2 sen x — ■= 0. 
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2. jr 3 + 3 x a + 3 jf- So/. Para eT valor critico x = — 1. La función no 

tiene ni máximo ni mínimo. 

3■ x*(x — l} 2 . Para el valor crítico x = O» la función no tiene 

ni máximo ni mínimo. 

Máx. = 1.11 para x ~ 

Min. =0, para x = 2. 

4. x(.r-Í)M-r+l)^ 

5. Estudiar 4 a 15 — 15 x* 20 jr a — 10 x 2 * para x = L 

6. Demostrar que si la primera derivada de f (x) no se anula para a- = o es 
de orden impar (es decir, n es impar) . entonces f (_v ) es una función creciente 
o decreciente cuando x = a, según que fin) ( tí ) SE a positivo o negativo. 


FEOELEMAS ADICIONALES 


1. Si y = e x + e ~ T! , bailar dx en función de y y dy. 


2, Demostrar que 


Sol* dx 


* d y 

Vg 2 - 4' 



a + 2 + * s + 12 a) - - . 3 

V9jt J 4- 12 a 


3- Demostrar que 

h | J ( * s + 11 ¥l “y V'^+T - -i- in (* + Vit T +T) j = jc 2 V -v^+í. 


4» Demostrar que la curva a = í 3 4" 2 í 2 , y — 3 f 2 4 f no tiene ningún 
punto de inflexión. 


5- Demostrar que los puntos de intersección de las curvas - y — x sen x 
y y — eos x son pumos de inflexión de la primera curva. Bosquejar ambas 
curvas, referidas a los mismos ejes. 

6, Dado el movimiento harmónico amortiguado & — a?-b( sen cf ícn donde 
U, h y c son constantes positivas), demostrar qne los valores sucesivos de t 
correspondientes a v — 0 forman una progresión aritmética, y que los valores 
correspondientes de s forman tina progresión geométrica decreciente. 


7* La abscisa de un punto P que se mueve sobre la parábola y — ux 1 aumenta 
a raz.Ón de una unidad por segundo. Sean O el origen y T la intersección del e je 
de las x ton la tangente en P a la parábola. Demostrar que la longitud del 


arco OP aumenta, en valor absoluto. 


a razón de -íí- por segundo, 
OT r 


S. Sea jW P la ordenada en un punto cualquiera de la catenaria (fig. 2ÓI) y 
tracémosla recta MA perpendicular a la tángeme en P. Demostrar que Ja lon¬ 
gitud de JjfA es constante fc iguala a. 
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9* La curva x 2 y + 12 y = 144 tiene un máximo y dos puntos de inflexión. 
Hallar el área del triángulo formado por las tangentes a la curva en esos tres 
puntos. Sol. 1. 

10. Se dan ln ó = 1,792 y In 7 = 1 , 946 . Calcular In6,l5, primero por 
interpolación y después por diferenciales. Demostrar, gráficamente, que el ver- 
dadero valor está entre las dos aproximaciones, 

11. Dada la elipse b 2 x 2 -f a 2 y 2 = a 2 b 2 , hallar la longitud de la tangente más 

corta que se intercepta entre los ejes coordenados. Sol. a + b. 

12. Las curvas y 2 = x y y 2 = limitan una superficie en el primer cua¬ 

drante. Se traza, dentro de la superficie, un rectángulo con sus lados paralelos 
a los ejes. La dimensión horizontal del rectángulo es %. Una de las diagonales 
tiene sus extremos uno en cada curva. Hallar el área del rectángulo de área má¬ 
xima que así se puede construir. Sol. 0,019. 

13. Se trazan rectángulos con un lado en el eje de las x. otro lado en la 

recta x = ]4 * y un vértice en la curva y = Hallar el área del mayor rec¬ 
tángulo, SoL e~0,25 — 0,7788. 


14, Hallar los máximos y mínimos de y, si 

X X 

y = u — j x — 2 ue ü . 

Sol. Máx. = — a; min. 


u( 1 - 3 Iog 2) . 


15, Sí x 2 4* 3 xy + 2 y 2 — 5 x — 6 y -f- 5 = 0, hallar los máximos y mí¬ 
nimos de y. Sol. Máx. — 1; min. — 5. 
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CAPITULO XII 


INTEGRACION DE FORMAS ELEMENTALES ORDINARIAS 

126. Integración. El lector está ya acostumbrado a las operacio¬ 
nes mutuamente inversas de adición y sustracción , multiplicación y 
división , elevar a una potencia y extraer una raíz. En los ejemplos 
que siguen, los segundos miembros de una columna son, respectiva¬ 
mente > las funciones inversas de los segundos miembros de la otra 
columna, 

y = s 1 + 1, j = ±V¡/-1; 

y = a*, * = log„ y ; 

y — sen x t x — are sen y . 

En e! Calculo diferencial hemos aprendido a calcular la derivada 
f f {&) de una función dada / (,r) , operación que se indica por 

o bien a si empleamos diferenciales , por 

df (x) = /' {x)ñx. 

Los problemas del Cálculo integral dependen de la operación inversa, 
a saber ; 

Hallar una junción í (x) cuya derivada 

(1) f'(x) = <p(x) 
es conocida. 

O bien t puesto que en el Cálculo integral-es usual emplear diferen¬ 
ciales, podemos escribir 

(2) df (r) — f f (x)dx = ^ (x)dx 

y enunciar el problema dol Cálculo integral como sigue : 
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Dada la diferencial de una función, hallar la función T 

La función / (x) que así se obtiene se llama una integral de la 
expresión diferencial dada; d procedimiento de hallarla se llama 

integración; la operación se indica escribiendo el signo integral * J 

delante de la expresión diferencial dada ; así, 

(3) j f' {x)dx -/(*), 

que se leo la integral de f'(x)dx es igual a f (x). En general, d 
signo j se lee integral o integral de. La diferencial dx indica que x 
es ¡a variable de integración . Por ejemplo s 

a) Si f (x) =x z , entonces /'(x)dx = 3 xr dx , y 


/■ 


3 X 2 dx = s 3 . 

b) Si f (x) — sen x , entonces f f (x)dx — eos x dx, y 
eos x dx = sen x, 


J c 


f¿E 


c) Si / (x) = are tg x, entonces f'(x)dx = - t , y 

1 “r X 

dx 


i 


1 + X- 


= are tg x „ 


Debe hacerse hincapié en el hecho de que , según las explicaciones 
anteriores : 

La diferenciación y la integración son operaciones inversas. 
Diferenciando (3) , tenemos 


< 4 ) 


d j /' (¡r) dx <■= j r (®jder. 


Sustituyendo en (3) el valor de f'(x)dx [ = df(x, \ según (2), 
obtenemos 

(5) fdf (*)«/(*). 

* HlsTÓricam^nU- ose aigno es ana 5 do formada,, leírj inicial de la palabra 
st/r77 a, (Víase el Artículo ¡5Í,) 
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Por tanto, si e j * dx se consideran como símbolos de ope¬ 
ración , son inversos el uno del otro . O si empleamos diferenciales, 


/ 


rf e son inversos el uno del otro 


Cuando d antecede a j , 
mutuamente; pero cuando j 


como en (4), ambos signos se anulan 
antecede a d % como en (5) , eso, en 


general , no será cierto. La razón la veremos en el artículo siguiente , 
al dar la definición de la constante de integración. 


127. Constante de integración. Integral indefinida. Del artículo 
anterior se sigue que 

por ser d(x 3 ) — 3 x 2 dx , tenemos j 3 x 2 dx = X a ; 

por ser d{x z + 2) = 3 as* dx , tenemos j 3 x- dx - x? + 2 ; 

como d{x s — 7) = 3 x- dx f tenemos j 3 as* dx = r* — 7 

En general , como 

d (x* 4- C) — 3 x- dx a 
siendo C una constante cualquiera f tenemos 

j 3 x 2 dx — x 5 + C . 


La constante arbitraria C se llama constante de integración y es una 
cantidad independiente de la variable de integración, Puesto que pode¬ 
mos dar a C cuantos valores queramos, se sigue que si una expresión 
diferencial dada tiene una integral, tiene también una infinidad de 
integrales que difieren sólo en constantes Por tanto f 


j /'(*>*= f(*) + C; 


y puesto que C es desconocida e indefinida, la expresión 


fW + C 


se llama la integral indefinida de f'(x)dx. 

Es evidente que si 4*(x) es una función cuya derivada es / (x), 
entonces <£(x) + C , siendo C una constante cualquiera t es igualmente 
una función cuya derivada es / (x). De aquí se deduce : 
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Teorema, Si dos funciones difieren en una constante, tienen la misma 
derivada* 

Sin embargo > nó es obvio que si 4>(x) es una función cuya deri¬ 
vada es f(x) t lodas las funciones que tengan la misma derivada / (x) 
sean de la forma 4>(x) + C, siendo C una constante. En otros térmi¬ 
nos f tenemos que demostrar : 

Teorema recíproco. & i dos funciones tienen una misma derivada } su 
diferencia es una constante . 

Demostración. Sean y tp(;r) dos funciones que tengan la 

misma derivada / (x) r Sea 

P(x) = ^(ir) ¡ entonces, por hipótesis, 

(i) r'(*) = ^UC*)- ti»O»)] -/(«0-/G0 =o. 

Pero según la fórmula (i?) del teorema del valor medio (Art. 116), 
tenemos : 

F(x + Ax) — F(x) - Aa F f (z+0* -A*). (0<Á<1) 

/ . F(x + Ax) — F {x ) — ü 

[Puesto iiue sfí£üti (1) la derivada de F (x) es cero para todo valor de jt. | 

y F{z + Ax) = F(x). 

Esto significa que la función F(x) =$(x) — (x) no cambia de 

valor al dar a x el incremento Ax ; es decir, d>(x) y ty{x) difieren 
sólo en una constante. 

El valor de C puede determinarse en el caso en que se conozca el 
valor de la integral para algún valor de la variable, y de eso veremos 
muchos ejemplos en el capítulo siguiente'. Por ahora nos contentaremos 
con aprender a hallar las integrales indefinidas de expresiones diferen¬ 
ciales dudas. En lo que sigue daremos por sentado que toda función 
continua tiene una integral indefinida, proposición cuya demostración 
rigurosa queda fuera del propósito de este libro Sin embargo, para 
todas las funciones elementales, la exactitud de la proposición apare¬ 
cerá clara en los capítulos que siguen * 

En todos los casos de integración indefinida, el criterio que debe 
aplicarse al verificar los resultados es que ¡a diferencial de la integral ha 
de ser igual a la expresión diferencial dada . 

123. Reglas para integrar las formas elementales ordinarias. El 
Cálculo diferencial nos ba proporcionado una regla general para obtener 
la derivada y la diferencial (Arts, 27 y 94). El Cálculo integral no da 
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una regla general correspondiente, que pueda aplicarse fácilmente en la 
práctica para la operación inversa do la integración Cada caso nece¬ 
sita un trato especial, y se llega a la integral de una expresión dife¬ 
rencial dada por medio de nuestro conocimiento de los resultados de 
la diferenciación. Es decir; resolvemos el problema contestando a la 
pregunta , ¿qué fundón, diferenciada, 'producirá la expresión diferencial 
dada? 

La integración es, pues, un procedimiento esencialmente de ensa¬ 
yos. Para facilitar el trabajo, se forman tablas de integrales conoci¬ 
das, que se llaman tablas de integrales inmediatas . Para efectuar una 
integración cualquiera, comparamos la expresión diferencial dada cun 
las tablas. Si se encuentra registrada en ellas, se sabe la integral. Si 
no está registrada , miraremos, por varios métodos, de reducirla a una 
de las formas registradas. Como muchos de los métodos se sirven de 
artificios que sólo !a práctica puede sugerir, una gran parte de nuestro 
texto se consagrará a la explicación de métodos para integrar las fun¬ 
ciones que se encuentran frecuentemente en la resolución do problemas 
prácticos, 

De todo resultado de diferenciación puede deducirse siempre una 
fórmula para integración 

Las dos reglas siguientes son útiles para h reducción de expresiones 
diferenciales a integrales inmediatas. 

a) La integral de una suma algebraica de expresiones diftrene ¿ales es 
igual a [a misma suma algebraica de las integrales de esas expresiones. 

Demostración. Diferenciando la expresión 



siendo u , ü , vj funciones de una sola variable , obtenemos 


da + dv — dv ¿, 


Según III, Arf. 04 



b) Un factor constante puede escribirse o delante del signo integral 
o después de él . 


* Aun cuando se sabe que 9a integral de una expresión diferencial dada eitis* 
tc, puede ser imposible obtenerla en Términos de funciones conocidas. 
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Demostración. Diferenciando la expresión 


ajdv 


obtenemos 


a dv. 


(2) 



Según IV, Art. 94 


A causa de la importancia de estas dos reglas , las escribiremos 
como fórmulas al principio de la lista siguiente de 1 ' integrales inme¬ 
diatas ” o ‘ 1 formas elementales ordinarias ’ ’. 


(1) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 


( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 
( 9 ) 

( 10 ) 


Intecuales inmediatas 


+ dv — da?) = ^ du + ^ dv — ^dw. 

f adv = a S dv - 

^dx = x + C. 

J v n+l 

Mv = — + C. {n * - 1) 


n+ 1 


J dv 

— = in i> +C. 


S 

S 

J 

f 

f 


= ln v + ln c = In cv. 

[ Haciendo C = ln c. ] 

á v 

a u dv — *--h C. 

\n a 

e dv = e + c . 
sen v dv = — eos v + C. 
eos v dv — sen v + C. 
sec* v dv = tg v + C. 
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ln eos v + C- = ln sec v + C. 
ln sen v + C. 


^ csc a v dv = — ctg v + C. 
sec v tg v dv = sec v + C. 
esc v ctg v dv — — esc v + C. 

^tgv Av — - 
^Ctg V dv — 

^sec v dv = ln (sec v + tg t>) + C. 

esc- íí dv = ln (esc v — ctg u) + C. 

C dv 1 V . „ 

J7T^ = T arctg V + c - 

f « dV 2 = 7- ln + C. (i; 5 > a 2 ) 

J ir-<r 2 c í+o 

1 , a + i? , „ , „ , „ 

3-3 = ,— ln -h C. (f 2 < a") 

a~ — v Z a a — v 

C dv V . „ 

J VcP-v 1 o. 

(21) í* 7= - = ln (u + V i> ! =t a 2 ) + C. 

J V íf s =t o 2 

(22) C y/ __ pS ¿p — JL y/ a 1 _|_ JL arc sen -E. _j_ £ 

2 2 a 

( 23 ) ^V u 2 ± a s dt> = -j- V v 2 ± o 2 ± — ln (y + V v 2 =fc ct 2 ) + C. 

129. Demostración de Las fórmulas (3), (4) y (5). Se demuestran 
fácilmente. 


( 11 ) 

( 12 ) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 
(19 o) 

( 20 ) 


Demostración de (3). Puesto que 

d{% + C) — dx t 


obtenemos 


x 


II, Art. 94 


dx = x + C . 

















http://carlos2524.jimdo.com/ 


234 


CALCULO INTEGRAL 


Demostración de (4). Puesto que 


ub tenemos 



ti 1 


fC. 


VI , Art. 94 


listo es cierto para todo valor de n , con excepción de n = — 1 
En efecto, cuando n = - 1 , (4) implica división por cero. El caso 
de ti — — 1 corresponde a la fórmula {5]. 


Demostración de (5), Puesto que 

rf(toi + C)« * ( 


obtenemos 


= la n -f C 


X, Art 94 


Este resultado puede expresarse en furnia más abreviada si repto 
sentamos la constante de integración por log* t\ Así, 

^~ — ln v + In c = In cv. 

La fórmula (5) dice : si la expresión que se encuentra bajo el signo 
integral es una fracción cuyo numerador es la diferencial del denomina- 
dar t entonces la integral es el logaritmo natural del denominador. 


EJEMPLOS ILUSTRATIVOS * 

Comprobar las sigulentes integraciones: 

j * Y G 9 4™ l Y 7 , 

x ñ dx = —— + C = — + C. según (4) . siendo v = a y n = 6. 

6 4 - i 7 

2. f V x dx ** J* dx - ó— + C = ^ jc^+ C, por (4) * siendo v = x 

y n =» Vi » 

5. A dx = -—- + C = — + C según (4) , siendo v — x 

Y n - — 3 * 

4. rfjr = a j jc 5 dje = + C* Según (2) y (41 


* Mientras el estudiante aprende a integrar, debe recibir lección otal de 

integración de formas sencillas* 
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5. | (2 *•’ — 5 x* — 3 .v + 4) dx 


= j 5 x*dx -|j xdx + j 4</x 

según (1) 

= 2 j x*dx - 5 j jc* djc - 3 j jr d* + 4 f dx 

según (2) 

r 4 í T ¡l 1 iríi . _ 

= ^- t-^-¿2L + 4x + C. 

Nota. Aunque cada integración requiere una constante arbitraria, escribi¬ 
mos sólo una constante que representa la suma algebraica de ellas. 

= 2 ax ^ dx — | bx 3 dx +J 3 cx^dx 

Según (1) 

- 2 ti j x~' 2 dx ~ cf.v 

según (2) 

= ?«.£*-i. *Zj + lc.J^+C 

Vi - l % 

según (4) 


= 4o\/x + ~ +y«^+C. 


7. 

SUGESTION» Én primer lugar, desarrollar el cubo del binomio. 


8. ( (n 2 + &***) ^x dx = í- u ' ±J££L>b -f C. 

*f 3 b- 

Solución. Esta integral puede reducirse a la forma (4) . En efecto, se pue¬ 
de introducir el factor 2 b a de&puéx dd signo integral, delante de xdx> y su 
reciproco delante del signo integral. Estas operaciones se compensan mutua¬ 
mente según (2} . 

(Compárese con (4). v — a 3 + b-x 2 . n - J A * dv =2 b^xdxA 

| (a 2 + bwy^xcbc 

= Jj-L |* (a 2 + i» 2 *») ,/¿i (2 b 2 x dx) \ = 4° “ + c. según (4) j 

_ («- + b-^ 2 )^ , 

n? + L ’ 

Nota, Se previene al estudiante que no debe trasladar una función de U 
variable de un lado a otro del signo integral, puesto que eso alterarla el valor de 
la integral. 
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9 . r 3 ax dx = J_a ln (¿i 4 . £***) 4 . c . 
* b 2 + c 2 x 2 2 c 2 


Solución, 


(* 3 ax dx _ j C x dx 

b 2 + ^ b 2 ±c z x 2 


Según (2) 


Esta integral so parece a { 5 ), Si introducitrios el factor 2 c 2 después del signo 
ntegral y su recíproco delante de él. no se alterará el valor de la expresión. 
(Compárese con (5) . v = b 2 + c 2 x 2 , dv — 2 c 2 x dx.) 


Luego. 


3a S 


x dx 

b 2 + c 2 x 2 


Ta r l£xdx_ r 3o. fdu = 3o ln y + c. 
2 c 2 * b 2 ~h c 2 x 2 L 2 c 2 ** v 2 c 2 


según 



= lA l n (í>* + cV 2 ) + c. 
2 c 2 


10. + U + l>+C. 

J x + 1 2 > 

Solución. En primer lugar, dividiendo el numerador po 
resulta: 


*+ 1 


= *2 - * 4 - 1 - 


* +1 


Sustituyendo en la integral, empleando (1) e integrando. 
Ilición. 


r el denominador. 


obtenemos la so- 


11. rlAJAlrfjc = JC - In (2 * + 3) 2 +C. 

J 2 x j 

Solución. Dividiendo. - 2 * ~4 = 1 - Sustituir y emplear (1) 

+ 3 2* + í 

etcétera. 

La función por integrar se llama el integrando . Asi, en el ejem¬ 
plo 1, el integrando es x % . 


PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones. 


1. 

f x *dx = 

v 5 

ü. + C, 

5 

4 

2. 

fí?-- 

— + c. 

5. 


J X J 

JC 


3. 

Jx^dx = 

3 ~ 

= —+c. 

G 


/^■ 2Vi+c - 

Sfr¥' c 

J*3 ay 2 dy = ay* + C. 
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/Lf'.-i+c. .. 

s. = 2x ^~°* +c. 10 . JVrírft-ilü# +c. 

11. J’<> % - 2^ + 5V^ - 3)tfx = ^.-^-+15^ - 3x + C. 

12 . (l*f ~ 2v/ - y dx = lx* - 4y/H + C. 

^ JC 

13 - + T +C - 

14. JVx(3*-2= 

15. f*»-6* + ? rije ,*» 6x + 5 i nx + C . 

16. JvT^- - 2( “- | - t ^ 

1T -JW*- 

18. f‘(a + ¿»t) 2 Jr = < a +J ,f ) J + C. 

19. Jx(2 + x^tdx = (2 + fa **> - * + C. 

20. / y (,-b tf »)rf tf -- . (B -y ) -+C. 

21. J,y/7F+3rf t = <2f + 3j* + C. 

22 . /,( 2 x + I)M,= ,‘+ 4 ^ + | + C. 


t + 5* ¿jc — 
ciy 2 V ¿i — by 


3 b + C - 

hn 

+ c. 


23. C A ** d * ^^^ X \±±+C. 
} V * 3 +8 3 

r bzjjz — _j + c- 

J (5 - 3 ¿»)* 5 “ 3 z 2 

25. J" (Va — s/ x) a dx = ax — 

26 


4 jfV aje ^ -V _j_ c 


(v a — V x) 2 dx _ _ 2 (\/ a — V jc) 8 c 

27. TVjc(V a 4 — V ^) 2 tí^ = 


2 . gJí ^ - jc 2 V a + — + c. 
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y/ a* + r 4 


28, f tZdt - _ y a * ~L r _ 4- c. 
J t* 2 


dy 


29 ' J (o +by)* 

30. f __ 

J (a + bx 3 ) 3 


J 


2 /) {(i + by) 2 


I 


4 + 

1 


+ C. 
+ C. 

+ c. 


31 f = _ 

' J + 3 b (ü + /)f ? ) 

32. /*(„ + ***)■*- 2 ^I + 1 ^s! + ^!+c. 


33 

34 


■ X^ n ~’ ^ ° 


+ ^ rf< . 2 ( a +^)>i +c 

3 


(2 je + 3) dx _ /—---— 


35 C (a 2 + i) rf* 2 V jc a 4-3jc ^ 

é.J V x 3 -f- 3 x ^ 

36 r (2 H- ln jt) dx = (2+ In x) 3 ^ Q 

*' x 2 

37* f sen- x eos x dx 

= ('(«*)• cosxdx = iiÜL£L 3 + c = s -£^-£ + c. 
^ 3 3 

SUGESTION* Emplear (4), haciendo Lí “ sen x, dv — eos x dx, n 


38, I sen ax eos ux dx = Cl ' x + C, 

2 a 

39, I sen 2 x eos 5 2 x dx = — cos " x + C. 

6 

40, J tg y scc 2 y dx = tg 2 y + C. 


^ / * cos ax dx _ 2 \/ b + sen ax y ^ 

.1 VH sen üjf * ü 

42* f( !1 C J £—Vcfjc = - * 1 — + C, 

J \ i + tg x ) 1 T tg .v 


43, 


44, 


45 , 


r dx _ In (2+ 3 x) _|_ ^ 
•* 2 + 3 x 3 

f x 2 dx 1 n (2 T x 3 ) _¡_ ^ 

Jf+P'-3- + C - 

f fi/f = ln (a + bi 2 ) , p 

J a + 2 b 
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46. = ln ( x * +3 x) + C. 

J x ¿ + y x 

r (y + 2) dy = ln ( y 2 + 4 y) , c 
' J |/ a + 4 y 2 

48 C e * ¿O _ ln (a + bc G ) _j_ c 
** o T - 5 

49. C sen * dx - - ln (1 - eos x) + C. 

J ¡ — cos x 

50. C sec * V *2. - ' ln (a + b tg y> + C. 

£J + ÍJ tg y 6 

51. f = 2 * - ln (x +2) + C. 

■> x + 2 

52. rUl+IMí = £Í - x + 3 ln (je + 1) + C. 

^ x + I 2 

53 f (* + 4) dx _ x _|_ 5 ln (2 x -t- 3) ^ c 
* * 2 x -h ^ 2 4 

54, f — Yi ln + 1) + C. 

55. r o <+J'- de = 2 ln (ae“ - í>) - 0 + C. 


Determinar el valor de cada una de ías siguientes integrales, y verificar los 
resultados por diferenciación. 


56, 


/ 


2 x dx _ 

</b-5 x 2 ' 


Solución. 


a 


2 x dx 

ó — 5 x 2 


- y / (6 - 5 x 2 )~y* (-10 X dx) 

- 1 (6 - 5 x 2 ) % + C- 
10 


Verificación, d |^ — ^ (6— 5 x 2 ) % + C~| 


= _ -1 . i. (6 — 5 x 2 ) (- 10 x)dx 

2 x dx 


v'O-íx 2 ' 



57. J (x 3 + 3 x 2 ) dx. 

60, 

J" </ 5 y 2 dy. 

5 = f (x 2 — 4) dx 

61. 

r di 

58 ’ J 

J t V 2 t ' 

”■ X( V >'' + v7=>- 

62, 

H 

1 

*-i 
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Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


63. 


J 


sen 2 8 d8 


64» 


65 


V eos 2 8 
e* dx 


Ve* - 5' 

1 2 dx 


Vl+2x' 

66 . f-. 3dx 


67. 


2 + 3 x 

dx 


f xd. 

J VT~— 


2x s 


es. c r dt . 

J 3 t 3 + 4 

69 - 


70* 


/(«•-?) 


dy * 


71 ■ i 


sen qfl cffl 
eos qtf + b 


72. 

n esc 2 0 d<f> 

J V2crg0-f3’ 

73. 

r (2 x + 5) rf.v 

J + 5 JC + 6’ 

74. 

f (2 x + ?) dx 

J x + 3 ‘ 

75. 

r (x 2 + 2) dx 

d x + 2 

76. 

r( x 3 + 3 x) dx 

J x 2 + 1 

77. 

C (4 x 4- 3) dx 

J +3 x+2 x*' 

78. 

f (c 4 + 2) dt 
d gí 4 2 í 

79. 

/’ -f- sen x) dx 

J Ve 1 — eos x 

80, 

r sec 2 8 tg 2 0 

J i sec 2 0 — 2 

81. 

r sec 2 2 í df 

J \/5 + ?tg2í' 


130, Demostración de las fórmulas (ó) y (7). Estas fórmulas se 
deducen inmediatamente de las fórmulas de diferenciación correspon¬ 
dientes, Xí y XI oí del Art. 94, 


Ejemplo* 


Demostrar que 


J' ha 2x dx - 


bo2¿ 
2 In a 


+ c* 


Solución» f ha^x dx = b j' a** dx * 


Según (2) 


Esta expresión se parece a (6)* Hagamos o = 2 x; entonces do — 2 dx * 
Si ahora introducimos el factor 2 delante de dx y el factor J4 delante del signo 
integral, tenemos 


bja 2 * dx 

= 2 dx = *Lf a lt d (2 X) [ = j-fa» do =4 j£] 


b_ 

2 


In a 


+ c. 


Según (6) 
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PROBLEMAS 

Verificar las siguientes integraciones: 


241 


1, 

J" ó e&T dx = 2 e3x + C. 

4* 

J10 1 dx = 

2* 

J% n dx — ne* + C, 

5. 

I 'dy = 

3. 

r* = --L+c. 

6. 

f e^ x dx 

j Vx 


v. f(i+r^ = a < 

í " 

^e d — e 

:-)+c. 


10 1 


r( E _ü\2 ( — \ 

Si j — e a J dx — -^-\e ü — e * ) — 2 x -f* C* 

9. Jx<?* 2 dx = + C, 

10, J" c seni C0S x dx = e&mx + C. 

11 . p** * sec 2 fl rfff = ete e + c. 

12 i JV e' di = 2V e* + C. 

13. foV d* = —í^£l— + C. 

-* I + In a 

14. d* = + C. 

^ 2 ]n a 

15. = 4-fí-5r + + C. 

5 \ In a / 

Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación* 


16 * 

J 5 e 0 ^ dx. 

21. 

j x 2 e* 3 dx. 

26, 

J tV*dt. 

17 * 

f 3 -£- 

22, 

/cv +4 h 

27, 

r a dO 

J "pT- 

18. 

r 4 rfí 

J vs’ 

23. 

r e 1 dx 

J e 1 — 2* 

28, 

J ó jtí- 12 dx 

19 * 

J r<** dx. 

24, 

f jc(e* s + 2) dx. 

29. 

J (e 2 *) 2 dx. 

20. 

C dx_ 

J Ate “ 

25, 

Kr *- 

30. 

r x 2 dx 

J e i3 
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131* Demostración de las fórmulas (8) a (l?K Las fórmulas (8) 
a (13} se deducen inmediatañiente de las fórmulas de diferenciación 
correspondientes, XIII, etc. , del Art 94. 


Demostración de (í4). 

J* tg V da = ^ 

-x 

-x 


sen v dv 
eos v 

— sen v dv 
eos V 

d (eos *Q 
eos v 


= —In eos v C según (5) 

= ln scc v + C. 

Pot ser — ln eos v = — ln —-— ~ — \n l-J-ln scc u = ln scc v. 1 

scc v 


Demostración de (15)* 


x—*- x^-x 


diñen v) 
sen tt 


= ln sen + 


Segón (5) 


Demostración de (16)* Puesto que 


sec v — seo v 


sec v + tg v 
sec v + tg v 


seo v tg v + sec 2 v 
sec v + tg v 


f . /^sec v tg v + sec 

sec w dv = I —-- 

J sec v + tg v 

J d(sec v + tg v) 
sec v + tg v 


— ln (sec v + tg v ) + C . 


Demostración de (1?)* Puesto que 

esc v — ctg v 

ese v — esc v ——-t 2 — 

CSC V —ctg v 

_ — CSC V ctg V 4-csc a v 
CSC V — ctg v 


Según (5) 
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INTEGRACION 

C — cae v ctg v + esc 2 v 


24J 


esc v — cfg ^ 

J d(csc v — etg fl) 
esc v — ctg v 

In (esc y — ctg y) + C. 


f/í , 1 


Según (5) 


Otra forma de (17) es 

esc v dv — In tg V% v + C (véase e) problema 4 


X' 


at final de este mismo artículo), 

Ejemplo 1. Demostrar la siguiente integración* 

fmlttfe- -£2*i££>c. 

^ 2 a 

Demostración* Esta expresión se asemeja a ( 8 ) . En efecto, hagamos o-2ax; 
entonces dv=2 a dx. Si ahora introducimos el valor 2 a delante da dx y el factor 

—L delante del signo integral, obtenemos 
2 a 

J sen 2 ü.v dx 

— — fsen 2 ax ■ 2 a tfjcí - ~ ( sen o do — — —— eos i;|C, por fS) I 
2 a J L 2 2 a J 

= -L - BU1« + C= -EHíLh+c. 

2 a 2 a 

EJEMPLO 2* Demostrar la siguiente integración, 

| (tg 2 s — l) 2 ds — 14 tg 2 s T In eos 2 $ + C, 


Demostración- (tg 2 § — 1) 2 — tg 2 2s — 2 tg 2 s + L 

tg 2 2 s — sec 2 2 s — 1* Segón (2) A rt. 2 

Por tanto, sustíLuyendo, 

j (tg 2 a — 1) 2 dx — f (scc s 2 s —2 tg 2 fc) ds = j sec 2 2 s ds— 2 j^tg 2 s ds. 


Hagamos o — 2 s; entonces di; = 2 ds. Empleando (10) y (14), resulta; 
j ser- 2 s da— l /¿ fs zc' ¿ 2 s ú {2 s) |~ — ]4 f sec 2 l' dv = ] A tg v j = ¡4 tg 2 s, 

l'tg t s ds = Vi J'tg 2 s d ( 2 s ) | - % j rg v dü- — \¿¡ 1 n eos v ] = “ }4 I n cos 2 $+ 
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PROBLEMAS 

Verificar las siguientes integraciones; 

1. í eos mx dx — — sen mx + C, 

J m 

2. f tg bx dx — — ln sec bx + C. 

^ b 

3. í sec ax dx — — ln (sec ax + tg ax) — C. 

d £7 

4» J esc u rfu ■= ln tg ^ u + C* 

5 * j"sec 3 í tg 3 t dr = sec 3 f + C, 

6 . í esc ay ctg ay dy = — J- esc ay + C, 

d ¿r 

7 . ^ esc 2 3 x dx = — ctg 3 x H- C. 

8 . (*cfg * dx — 2 ln sen ^ + C. 

d 2 2 

9. Jx* sec 1 x 3 dx = }£ tg x* + C. 

10. f= — erg x + C. 
d sen 2 x 


11 


• /- 


í/s 


= tg s + C* 


12* J*(tg + ctg i ) 2 dí - tg i? - ctg O + C. 

13* J* (sec — tg 0) 2 d^ - 2 <rg ^ - sec — 4> + C. 


14 


■ f 


dx 


1 4" COS x 


= — Ctg X + CSC x + C. 


SUGESTION. Multiplicar el numerador y el denominador por 1 
reducir ames de integrar. 


15 


• / 


dx 


1 -J- sen x 


- tg x — sec x + C, 


16 - S¡ 


sen & ds 


17 


+ eos s 
sec 2 x dx 


= -!n (1+cos s) +C- 


f sec ¿ x dx , ,, , . , , ^ 

• J 1 + tJtJ, =ln ( l +tgxJ+C. 

18, Jx eos x 2 dx = Vi sen x a + C. 


eos x, y 
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19. f (x + sen 2 je) dx = Vi (jc 2 — eos 2 je) 4- C. 
C sen x dx 


20 


21 


— 2 \/ 4 — eos x + C« 


. ( „ 

J \/ 4 — eos x 

. r o + , i n < x + S£n X ) + c. 

^ x + sen x 


22 . ]' 


'* sec 2 0 d8 
V l + 2 tg 


= V I + 2 tg $ + c. 


Calcular cada una de las siguientes integrales y comprobar los resultados por 
diferenciación* 


23* 

( sen ^ x dx 

37 f a dx 

J sen 3 *■*' 

* eos 2 5x 

24* 

j eos (b + ux) dx. 

38, f ^set 2 & — esc d& 

25* 

j esc 2 (a ~ bx) dx. 

39 . | (tg ^ + sec tf>) 2 d^. 

26. 

J sec “ tg yrffl- 

40. j^tg 4 s — ctg A^ds* 

27. 

fesc — ctg d# 

J 5 b 

41 . f (ctg x — l) 2 dx. 

26* 

J* e x ctg e* dx. 

42, j (sec t -* 1 ) 2 dí* 

29. 

J sec 2 2 ux dx. 

43* J* (l — CSC y) 2 dy. 

30, 

Jtg fdx. 

44. f¡-—- 

J | — eos X 

31. 

r <" . 

^ tg 5 r 

45. <¡ dx . 

32* 

r dtf 

A£! f sen 2 x dx 

J sen 2 4 0 

J 3 + eos 2 x 

33. 

f dy 

C eos i dt 

d ctg 7 c/ 

,/ \f a + b sen f 

34* 

/"sen\/ x dx 

J V* 

C esc 9 ctg 9 dO 

J 5 - 4 esc 9 

35, 

r dt 

C esc 2 x dx 

J sen 2 3 f 

J V 3 — ctg x 

36. 

r d^ 

en C V 5 + 2 (g X <ÍX 

J eos 4 # 

J eos 2 X 
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132. Demostración de las fórmulas (18) a (2l). Las fórmulas (18) 
y (20) se deducen fácilmente de las fórmulas de diferenciación corres- 
pondientes, 

Demostración de (IB). Puesto que 

d( 

d are tg — + = — - 2 — segó 

\a b a / + ÍJL\ r+a* 

obtenemos C , ^ ^ = — are tg — + C . 

J tr + r a a 

Demostración de (19) y (19 a). En primer lugar demostraremos (19). 
Por Algebra. t tenemos 


según XXO, Art. 60 



1 

1 

2 a 


V 

— a 

í» + a _ 

v % — a 2 ' 


1 

L| 

r i 

i i 


í> 3 - d 1 

2 a 

l v - a 

v + a\ 


dv 

1 

C dv 

1 C 


v 1 — a 1 

2 a 

) V — ft 

2 al ¡ 

y + a 


según (l) 


— — ln (v — a) — tu (r + a) según (S) 

A 0* A Q. 


-J-ln^ + C. 

2 a v + a 

Para demostrar (19 a) f por Algebra t 


Según (2) r Art* 1 


1 + 1 


2 a 


a + í 1 a — v a 1 — v 1 ’ 

El resto de la demostración es igual que en el caso anterior* 

NOTA. Las integrales (1Ü) y (19 a) satisfacen la relación 

_ C do 

J o 2 - n 2 J a 2 - U 2 ' 

Por tanto, en cualquier caso dado una u otra fórmula puede aplicarse* 
Más tarde veremos que en muchos ejemplos numéricos es necesario elegir 
una u o L ra * 
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Demostración de ( 20 ). Puesto que 

d I 


247 


d 


( ■ + < A 

1 “ ’ Mi) 


dv 


Va 2 — v 2 


j por XXj Art. 94 


obtenemos 


J 


dv 


Va 2 - 


-= are sen — + C. 


Demostración de ( 21 ). Supongamos que v = a tg z f siendo z una 
nueva variable; diferenciando, dv = a sec 1 z dz . Luego, por susti¬ 
tución , 

J dv _ f* a seo 2 z dz _ C sec 2 z dz 

V a 2 J V a 2 tg* z + a 1 J V tg a z + 1 

= J^sec z: dz = In (sec z + tg z) + c por (16) 

= In (íg z + v tg*2+ l)+c. Según (2), Art, 2 
Pero tg 2 = — ; por tanto , 


5 ^) + 


„ + vV + a i 

= In --h c 

a 

— i n (v + V ir + a-) — ln á + c. 

Haciendo C = - In a + c l obtenemos 

f ; = ln (f + + C. 

J vV + a* 

De la misma manera, suponiendo que v=a sec z t dv=a sec ¿ tg z dz, 
obtenemos 

C dv fa sec 2 tg z dz f , 

J Vv z — a 1 J vVsec a s—a a J 


= ln (sec 2 + tg z) + c 


según (16) 


— lu (sec z + Vsetr z — 1 ) + c por ( 2 ), ArL 2 
= 1^ + c^ln (v+ Vo 2 — a*) 4-C. 
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EJEMPLO. Verificar la siguiente integración; 


r d£ 
j 4 X 2 + 9 


i are t S t£+C. 

6 3 


Solución. Esta expresión se asemeja a (18)- En efecto, sean v- — 4 x 2 y 
a í = 9; entonces v = 2 x r du — 2 dx y a = 3, Luego, si multiplicamos el 
numerador por 1 y dividimos delante del signo integral por 2 r obtenemos 


r dx 

J 4 *2 _j_ 9 


= j_ f Idx 

2 J (2 *) 2 + (3)2 

= — are tg ^ + C. 
o 3 



o a + a 


2 


— are tg — + C 

La a 


según 



PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones. 


*■ f +c - 

2 - /;fe¡-T 1 ”(Sl) + c - 

3 J 


dy 


v^w = arc scn f + C ‘ 

ds 


= ln (s +V s 2 - 16) i- C. 


4. f- _ 

J V S 2 - 16 

5 - /^-4 = n ln (lr^0 +c - 


dx 

= — are sen-+ C. 

V 16-9 x a 3 4 


«■/ 

7 - /dLr f = -5r 1 "(fer) +c - 
■- h- A W.-Í2 , "(¡-Í][)+^ 


9 


/ é T dX ™ , ¿n 

j-', ~ = are tg e x + C. 


10. J.2E2! 

11 . / 


4 _ 

eos 0 d& 


4 — sen 2 0 
b dx b 


2 y 2 . 


a*x 


= ' InPi^Uc. 

4 \2 — sen 9/ 

( ax — c\ 

^+7j 


2 ti c 


+ C. 


12. J 


* Jf 5 - , ¡~ 

7 = = yl rc Se „ *»+C. 
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13 


r ax dx - a ^ + c. 

j Jf 4 + 2 b 2 b 2 


11 ■ J (,-g. + , -T-'»(- ! T i )* e - 
15 - XvT 


+ £i í y 2 

J du 
V 4 — (ü 


= — ln (ay + V 1 -f + C. 


+ 3) = 


= are sen 


m 


4- C . 


Determinar el valor de cada una de las siguiera Les integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


- f 

1 8 * f 

19. f 

20 . / 

21 . f 


dx 

22 . 

r id,/ 

27. 

r 6 f di 

V9- 16 jr 2 ‘ 

J Q _ 16* 

' 8-3 r* ‘ 

dy 

23. 

r t/s 

28. 

sen 0 d£7 

V 9i, 2 +4' 

J V 4 s 2 + í‘ 

j V4 + eos 3 9 

di 

24. 

f 1 t dt 

29. 

r dx 

4 t* + 25' 

< 

*. 

1 

* m- -j- (x + n) 2 

dx 

25. 

JC dx 

30. 

r du 

25 - 4' 

J Ví X 2 + 3' 

L- (2u - l) 2 

7 dx 

26 * 

r le*dx 

31, 

r7 x 2 ¿je 

3 + 7 

J V l - «w* 

J 5 - x s ' 


Las fórmulas ordinarias (18) a (21) contienen expresiones de segundo 
grado de dos términos solamente (v- =*= á 1 } a 2 — w s ). Si una integral 
implica una expresión de segundo grado de tres términos, ésta se puede 
reducir a una de dos términos completando el cuadrado } como pue¬ 
de verse en los ejemplos siguientes. 


x 2 + 2 x -j- 7 2 2 


EJEMPLO l. Verificar la siguiente integración: 

J- dJf 

Solución. x 2 + 2 jf + 5 = x % + 2 * + 1 + 4 = {* + 1) 2 + 4. 

r —íe -- r _ 

J x* + 2 x + 5 J t 


dx 


U+1) 2 + 2 S 


Esta última integral es de la forma (18) . En efecto, hagamos v — x *E 1 y 
a — 2; entonces dv = d*. Por tanto, la integral anterior se convierte en 


f: 


dv 


v z + ü* 


— — are tg i- + C = ^ ¿re tg X + C. 


Ejemplo 2. 


i 


a 

2 dx 


V2+X-. 


2 are sen 2 -E ~—1 + C. 
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Solución. Esta integral es de la forma (20) . puesto cjue el coeficiente de x 2 
es negativo. Ahora bien. 

2 + x - x 2 = 2 - (x 2 - x + y t ) + %, = % - (x - Jí) 2 . 

Hagamos o = x ~ }í, a = %. Entonces, dv = dx. 

f 2 dx 

</ y/ 2 + x ~ x 2 

, C dx „ C dv 

~ -J vfc-(*-#)* = 2 J " 2 arc sen 7 + c se s ún (20) 

= 2 are sen 2 x ~ 1 +C. 

Ejemplo 3. J'- 


dx 


= ¿ In ? * ^ 4- C. 


3 x 2 + 4 x — 7 10 3 x +7 

Solución. 3 x 2 + 4 x - 7 = 3 (x 2 + « * - H) 

= 3 (x 2 + « x + % ~ 2 %) 
= 3[ (x+ %) 2 - 2 H1- 


/ 


dx 


3 x 2 + 4 . 






3[ U + %) 2 “ 3 ^] 


l r rfü 
3^^ - a 


según la forma (19) , si v — x %, a = % t puesto que también da = dx , 
Entonces, tenemos 

1/* tío 1 f a — ü , _ \ * x 

3 /y* - a 2 = 67 “ v + a ~ ÍÓ “ x + % + Jí + C ' CtC ‘ 


PROBLEMAS 

Verificar las siguientes integraciones: 

1- f x 2 + d 4x + 3 = T In (t+Í) + C - 
s - fiT -x* -io T arc tg (S 11 ) 

3> f x— 3 /x+2 ? = " Ctg (S^) 


+ c. 


+ c. 


4 - J V 3 x - X 2 - 2 = " c sen (2 ' - 3) + C - 

5. r_ ±l __ 11 „ i\ + c 

J »*~ ÓP.+Í 4 U~l) + 


6 . / 


¿a: 


2 *2 - 2jc -f 1 


*= arc tg (2 x — I) + C. 
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dx 




8 . 


V 15 + 2 X- X 2 

/ft ür-T h fcrj) +c - 

9 - /rrr?'T'"(ríri) +c 




10 . 


íi. 


X 

X 


dA 


12 . / 


13 - / 1 


V 2 x - jf ! 
ds 

V" 2 as 4“ £ 2 

y 2 + 3y + 

dx 


- ate sen (x — 1) -f C. 


= In (s + a 4- a/ 2 as + s 2 ) -f C. 

I /2 y +3-Vl \ 

r-VT ln U y + 3+VT) +c - 


= - 7 = are tg 


14. 


f~1 


4- x + x 3 V 3 


+ C. 


15. / 

/i 


+ A + A 3 

dx 


— = — 3 re te 
4 x s -f- 4 a + 5 4 s 


/ 2 a + l \ 

V vi J 

= In /jt 4* i + \/ 1 4* x + x 3 ^ + C. 


16. 


17. 


dx 


c 3 - 2 x «f 4 V1T 


are tg 


Xt^ 


dx I 

— = -=- are sen 

3 A - 4 A 2 2 


+ C. 

+ C. 

^ 1 +C. 


(w) 

/ 8 X + 1 \ 

\ V 4t ^ 


Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


18, 

r ^ x 

24. 

f dx 

j A 2 + 2 x + 10 ' 

) VrHIr' 

19. 

/’ dx 

25. 

c di 

Jr 2 +2r-3' 

< 

OJ 

[ 

tO 

» 

20 . 

(' dy 

26, 

r dx 

d 3 — 2 ij — y* 

/r J ~4r + r 

21 . 

r 3 da 


r dx 

J V’i-4u- u z ' 

27. 

j 2 + 2 A - A 2 ' 

22 . 

/” 5 dx 

28. 

r dr 

J V X 2 + 2 X + 5' 

X r 2 -2 r - J‘ 

23. 

r dx 

29. 

r 4dx 

J V X 1 + 4 X + 3 

J V X* - 4x + 13 
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30* 

r dz 

35. 

/■ di v 

J V 3+2 z - z 1 ' 

J2w 2 + 2ui+l' 

31. 

r dv 

36* 

r x 2 dx 

./ v 2 ~ % v 15 


J 9x<¡ - 3 jc> — r 

32* 

C x dx 

37, 

r di 

1 

* 

1 

J 1 S + 4 i - (*' 

33* 

c dt 

38, 

f - dX 

Vt 

n 

1 

1 

> 

J V 9 X a + 12 * + 8 ' 

34, 

r dx 

39, 

r dje 

J 3 ar*+4* + 1 * 

J V 4 jc= - 12 jc + 7' 


Cuando el integrando es una fracción cuyo numerador es una expre¬ 
sión de primer grado mientras que el denominador es una expresión de 
segundo grado o la raía cuadrada de una tal expresión , la integral dada 
puede reducirse a una integral inmediata utilizando el método que se 
indica en los siguientes ejemplos. 


Ejemplo 1* Demostrar la siguiente integración : 


J 


• l x - I 

V 4 jc 2 + 9 


¿JC = i. V 4 J«r> + Q - 1 ín (2 JC + \/4 .v* + 9) + C. 


dx 


V 4 í* + 9' 


Demostración. Multiplicando el numerador por dx, y aplicando (II . resulta 

J l x - i ^ _ r 3 x dx r 
V4x ! + 9 dA J V 4 x 3 + 9 J 

De aquí se deduce la solución según ( 4 ) y ( 21 ). 

EJEMPLO 2. Demostrar la siguiente integración : 

f)-s-ísf +t 

Demostración* 3 x 2 4 x — 7 — 3[{jc + %) 2 — según el ejemplo 3 

de la página 250- 

Hagamos v — x + %. Entonces x = o — % y dx = dv* 

Sustituyendo, 

f- 2x ~ 3 


3 x 2 -f 4 x 


-dx = f *<*-*> ~3 de»! 

7 3 (y 3 — 2 fá) 9 ^ v 2 — 2 f4 

_ 1 r 2 v do 13 /* dv 
3 'o 2 - 2 Y*' 9 J ü*-*%' 


Empleando (5) y (19), y sustituyendo v = x + tenemos el resultado 
pedido* 
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PROBLEMAS 

Verificar las siguientes integraciones, 

1. fÜ—±lülí£ = are tg a- + ln {1 + x*) + C. 

J I 

2. J" 2 - 1 + ln fx +V~x* - O -f C. 

3. C ^ — — — — \/ I — jc z — are sen x H- C. 

J v I - r 1 

4 - f i 3 *r" a * x = ~~ t arc m¡t + c - 

** x -E s? z > i 

Ps-2)ds /ry ~ 

— — 3 \/ 9 — s 2 — 2 aic sen — + C, 

- V x s + 4+ 3 ln (je + V ~x* + 4) + C. 


253 


> i 

S ' J W+4 


Ví-s 1 
(x + 3) rfx 


7i f (2 x-5) dx _ 


3 .* 2 - 2 


1 í \/6 /3 x — b\ 

= _ ln (3 x* - 2) - ln (- +v -) + C. 


s. 


s 


(■> í l)dt = 2_^/j fS _ q _^i ]n ( ín /3 + V3 í J -9) + C. 


V 3 [2 — 9 3 

9. f(* + 3 )fa__X )B (t>x- x*) - lnI JF ~ fa I + C. 

J b x — x 2 2 \ x ) 

«• . c;;t:^ - i - <> * + 2 - +,i+ T““ , ( £ ^) +c - 


+ 


, n / 3j +!-V2 \ 

4 V í * + 1+V2j +C - 


13 


• = V> + 2*+21n (x + 1 + v/y + 2 x) + C. 

J V rt¿r 


14 - / 


<x + 2) J-V 
V 4 x — x a 


= -V'4r-r s +4 


(' y 2 ) 


+ C. 


16 ‘ JvHÍfep = - V 27+&X-X» + 3 are sen (¿-2) + C. 

16. J 


(3 x + Z)tfx 
\/ 19 — í x + x 


3 V 19 - 5 x + x 1 

+ '3íln (x — J4+V" 19 — íx + x 2 )+C. 
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f 


(3 x - 2) dx 
V 4 x g ~ 4 .v + 5 


3 /- 

- ^ ln (2 x - ] + + C. 



(S.v - 3) dx 
12 x — 4 x 2 — 


5 


~2V 12 .v — 4 x 2 - í 
+ y are sen p x ~ 3 ^ + C. 


Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación- 


19. j 

r (4 ,v -h 3) cLc 

' X 1 + ] 

27. 

r (3 - 4 x) dx 

J V 3 x—x 2 —2’ 

20. j 

r(3 jf — 4)dx 

' - l 

28. 

Z’ (5 x + 2) dx 

J V ^+5 

21 - J 

p (3 — x) dx 

1 4 - 3 x 2 * 

29. 

(1 “ x) dx 

J \f x 2 +4 x+3' 

22. J 

- (2 x + 3) dx 

30, 

C (8 — 3 jr) d* 

V 2 - 3 x* ' 

J r 2 4 .v + l ' 

23. ( 

(4 je “ 1) dx 

31. 

/* ( x 4- 4) dx 

J 

V 3 + í x 2 ‘ 

J ViHj + I' 

24. j 

r (3 x - 5)dx 
x 2 + 4 x 

32. 

r (2 X + 7) dx 
j 2 X 2 + 2 X + r 

25. j 

’ (4 x + 5) rfx 

V 3 X - X 2 ’ 

33. 

r* (3 x + 8) t/x 

J 9 x 2 - 3 x - !' 

26. j 

r (x + 2) dx 

34, 

r (6 - x) rfx 

x* — fe jc + 5 

J V 4 x 2 -12 x-J 


133* Demostración de las fórmulas (22) y (23), Para demostrar 
Ll fórmula (22) basta efectuar la sustitución 


Entonces 


v = a sen z . 
dv = a eos z dz , 


V a 2 — y 2 = V a* “■ a 2 * 


sen 2 z ~ a eos z . 


Lue^o } según (5) Art. 2 , 

V a 2 — tfo = a 2 cus 2 z dz = ~ J (eos 2 z + I )dz 


a* 

= — sen 
4 


2 * + -§-* + <?- 
A 
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Para obtener el resultado en función de v > tenemos , según lo ante¬ 
riormente dicho j 

v n n v V a 1 — tí 3 

z = are sen■— f y sen 2 e = 2 sen z eos 2 = 2 —-—-. 

a J a a 

Sustituyendo, obtenemos ( 22 ). 


Demostración de la fórmula (23), Sustituyendo v = a ígz f se de¬ 
muestra fácilmente (véase el Art. 132) que 

(1 V ir + á l dv = ^a seo z ■ a sec 2 z dz — a- J^sec 3 z dz . 

En un párrafo posterior se demostrará que 

( 2 )^ sec 3 2 dz = Yz sec z tg z + }4 ln (sec z + tg z) + C 

Puesto que tg z — — y sec 2 = — ^ — a - , de ( 1 ) y ( 2 ) dedu- 

a Qr 


oímos 


(3) ^J*V f 5 + (i?di> = " v' i» 1 + a 1 H- ln G> +V c* + « 5 ) + C', 

en donde C* = C — -y ln o. Por tanto f (23) queda demostrado cuando 
el signo es positivo. 

Sustituyendo v = a sen 2 t obtenemos (véase ei Ari. 132) 

(4) V v 2 ’ a 2 dv = J^*a tg £ * a sec 2 tg z dz 

= a 3 tg® z sec z dz 

sec 3 2 dz — a 2 i sec z dz. 


a 2 ^ sec 3 z dz — a 2 


Comparando (4) con (2) t tenemos 

a 2 

sec z tg z — — ln (sec z + tg z) + C. 

Pero sec z = ~ y, por tanto , tg z — ^ ——, Sustituyendo 

en (5) f obtenemos la fórmula (23) cuando el signo delante de a~ es 
negativo, 


(5)J 


v v 2 — a 2 dv = 
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EJEMPLO I. Demostrar i.i siguiente integración : 

fV 4 - 9x» dx = 4- V4-9^ + 4- aresen ~ + C. 

J 2 3 2 

Demostración, Compítese con (22) y sean v — 3 x, ü 2 = 4í 
dt; — 3 dx. Por tanto, 

4 — 9 X 2 dx = y Jy/ 4 — 9 x 2 3 dx — y j*\/ a 2 — o 3 dt; 
Empleando (22) y haciendo o = 3jc t a 2 = 4, tenemos la solución. 


EJEMPLO 2. Demostrar la siguiente integración: 
f\/?x 2 + 4x-7dx 


= J_(3 .¥+2) V3x í +4^-7-H^J)n(3 *+2. + * 2 +12 

0 15 

Demostración. Según el ejemplo 3, página 230, 

3 ** + 4 jc - 7 « 3 [ (* + Jí) * - 1 — 3 (^ - a 2 ) 

si l> = x + % f a = %. Entonces dv = dx. 

/V 3r ! + 4 jr"~ 7d* = Vl/V ■ o 2 ¿i.’. 

9 5 

Empleando (23) y haciendo v = x+y> a = obtenemos el 
que se quería demostrar. 


PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones: 

r - x _ l 

!■ J \/ I —4 x 3 dx - y y/ l ^4 rH J are sen 2 x + C. 

2. JV l+9 7 2 rfx = y V 1+9 jr 2 + yln(3*+\/ I+ír 1 ) + C. 

3- í" — I d* = y jc 2 — 4 — In (* + V* jr a — 4) + C. 

4- J \/2í-9x* d* = y V 24" - + y are sen y- + C. 


entonces 


) + c, 


resultado 


5 * /V 4 x 2 4- 9 dx = y \/ 4 x 2 4- 9 4- -j ln (2 x + V 4 x 2 -h 9) + C+ 
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6. f V 5 — "i x* dx = -y \/ 5 — 3 x 8 + ^ ate stfn x -^T 

7 - / V 3 - 2 x - x 8 dx = iL y^ V 3 - 2 x - x 8 

+ 2 are sen - ,I LÍ~ * C. 

8- / V 5 - 2 * + je 5 dx = V 5 - 2 * + x 8 

+ 2 ln (x - 1 + V 5 - 2 x + x 8 ) + C. 

8 - / y/ 2 x — x 8 dx — —j—” y/ 2 x — x- ~2 are sen (x - 1) + C. 

* _ 2 x_ i _ 

10. J V 10 - 4 x + 4 x 8 dx = 1 V 10 - 4 x + 4 x 8 

+ ln (2 x - 1 + V 10 - 4 x + 4x 8 ) + C . 

Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


11, 

/ V 16 - 9 dx . 

16, 

f V y ~ * x - x* dx. 

C 

12, 

j V 4 + 25 x 8 dx. 

17, 

f V 5 + 2 X + x 8 tfx. 

r 

13, 

J V 9 x 8 - 1 dx. 

f* 

18, 

J V x 8 - 8 x + 7 dx. 

/* 

14, 

J V 8 - 3 X 8 dx. 

19, 

j V 4 — 2 x — x* dx . 

r 

15, 

J V 5 -h 2 *2 dx . 

20, 

J V x 8 — 2 x + 8 dx. 


134, Integración de diferenciales trigonométricas. Considerare¬ 
mos ahora la integración de algunas diferenciales trigonométricas que 
se presentan con frecuencia y que pueden integrarse fácilmente, trans¬ 
formándose en integrales inmediatas por medio dé reducciones trigono¬ 
métricas sencillas. 

Caso I. Integrales de la forma ( sen m u eos n u du. 


En el caso de que m o n sean un numero entero positivo impar, 
no importa lo que sea el otro í esa integración puede practicarse por 
medio de transformaciones sencillas y aplicando la fórmula (4) ? 



n + 1 


+ C. 
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Por ejemplo t si m es impar, escribimos 

sen m u = sen m “ l seri u r 

Entonces, puesto que m — 1 es par, el primer término del segundo 
miembro será una potencia de sen 2 u y podremos expresarlo en poten¬ 
cias de eos 2 u sustituyendo 

sen 2 u = 1 — eos 2 u . 


Entonces la integral toma la forma 

(O x (suma de términos que contienen eos u ) sen u du , 

Puesto que sen u du = — d(cosu) f cada término que se debe 
integrar tiene la forma v n dv siendo v = eos u. 

Análogamente f si es n el que es impar , basta escribir 

eos” u = cos*^ 1 u eos u , 


y emplear la sustitución eos 2 u = 1 — sen 2 u. Entonces ia integral se 
convierte en 



(suma de términos que contienen sen u) eos u du . 


Ejemplo 1. Hallar j sen 2 x tos 5 x dx. 

Solución. J sen 7 x tos 5 x dx = j sen 7 * eos 4 x tos x dx 

= J sen 7 ,v (1 — sen 3 jr) 2 tos x dx según (2) de! Art. 2 

= | {sen- x — 2 sen 4 .r + sen ri x) eos x dx 

= ( (sen jt) 3 eos x dx — 2 j (sen x) * tos x dx + J (sen x) * eos x dx 


sen- 1 x l sen J x . sen ■ x 


+ C. 


Según (4) 


3 5 r 7 

Aquí ü ~ sen x, do — tos x dx y n = 2, 4 y ó respectiva mente. 

Ejemplo 2, Dt mostrar que j sen 3 % x dx= % tos 3 U> x — 2 eos x 4- C . 

Demostración. Sea y¿ x — tí. Entonces x — 2 u, dx *= 2 du. Sustituyendo. 
(3) |" sen 3 x dx = sen 3 u du. 
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Ahora bien, 

j sen 3 it du — j sen 3 a * sen u du = J (1 — eos 2 u) sen u du 

= J sen u du — f eos 2 u sen tí ef u = — eos u -}- A A eos 14 u + C* 

Empleando este resultado en el segundo miembro de (3) * y sustituyendo 
u = Vi tenemos La solución* 

PEOBLEMAS 

Verificar las siguientes integraciones, 

1. fsen^x dx = }i eos 5 x — eos x 4* C* 

2* J™sen 2 6 tos 8 d& = }i sen 2 8 + C. 

3 * JVqs 2 0 sen 0 d<p - — % eos 3 cp + C* 

4 * fsen 3 6 x eos 6 x dx = ^4 sen 4 C'r-f-C. 

5, feos 3 2 0 sen 2 0 dtf ^ - V B eos 1 * 2 8 -f C* 

0. í —— dx = esc x — % c$c 3 x ■+ C* 

^ sen 4 x 

7* f ——— d£ = sec *p + eos + C* 

«/ eos 2 íp 

8* j eos 4 x sen' 1 x dx = — H eos* x 4- M eos 7 x -J- C. 

9, j sen 5 x dx -= — eos x + eos 3 x — % eos 5 x + C. 

10 . | eos 5 x dx = sen x — 7 ^ SPn 3 x + Í 4 sen 5 x -j- C. 

11 * ( dy - — 2 V eos y f l - 4- eos 2 y 4 -i eos 4 y ) + C. 

J V eos y \ 3 / 

12, i ¿ : - - df = ^ seníí I | 1 — — sen 3 / + — sen 1 1 ) + C. 

J sen ti \ 2 7 J 

Calcular cada una de las siguientes integrales, y comprobar los resultados poi 

15* j sen 2 x eos 2 ,y dx. 

14* feos 3 A ¿ 0 . -46. J sen 3 s eos 3 t di > 


diferenciación, 

13. fsen 2 2 0 dtf 
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17, Tcos 3 -í, sen 2 — 

U 2 2 

1S. J sen 3 mt eos 3 mt dt. 
19 . J sen B nx dx, 


20 


21 


* J'cos 3 (a T bt ) dt . 


■f 

■u 


\/ sen 6 

sen 3 2 x 
</ eos 2 ; 


d&. 


dx. 


Caso II, Integrales de la forma^ tg n ti du o ctg n u du , 


Cuando n es un número entero , estas formas se integran fácilmente. 
El método no difiere mucho del usado en los ejemplos anteriores. 

El primer paso es escribir 

tg n u — tg n ^ 2 u tg 2 u = tg n_ü w(sec 2 u— 1); 
o ctg n u = ctg n_2 u ctg- u = ctg í,_2 xtCcsc 2 u — 1) . Según (2), Art. 2 

Los ejemplos ilustrarán los pasos subsecuentes. 


Ejemplo l Hallar J i % 4 x dx. 

Solución. j tg' 1 x dx — j cg- x (scc 2 jc — 1 ) dx 

~ j rg 2 x sec 2 x dx ^ J Z% 2 x dx 

(tg x) - d {tg x) — J (sec 2 x — 1) dx 

= ^ x - — tg x T x + C, Según (4) y (10) 

EJEMPLO 2. Demostrar que 

J ctg 3 2 x dx — — 14 ctg 2 2 x — Vi In sen 2 x + C, 
Demostración, Sea 2 x = u. Entonces x — ]/¿ u, dx — Yi du ; Sustituyendo, 
(4) J' ctg 3 2 x dx — Y\ | ctg 3 a du. 

Ahora bien, J cig 3 u du - jf etg u • ctg 2 u du 

~ J erg u (esc 2 u — ]) du 


- J ctg ti esc 2 u du — J ctg tí du 


— — Y% ctg 2 u — lo sen u T C. Según (4) y (15) 

Empleando este resultado en el segundo miembro de (4) y sustituyendo 
tí = 1 x tenemos la solución. 
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Caso III. Integrales de la forma^sec" u da o f esa" u dn . 

Las integrales de esta forma se calculan fácilmente cuando n es 
número entero positivo par. El primer paso es escribir 

sec" u = sec‘‘~' J a sec 2 u= (tg 1 m+ 1) 2 sec 2 u; 
a ese* esc 11 ’ 2 u ese 2 u= (ctg 2 u+1) 2 ese 3 u , Según (2), Art. 2 

El ejemplo muestra los pasos subsecuentes. 

Ejemplo J- Demostrar que 

f sec* y¡ X dx - y, cg 3 % x + 2 cg yíx +c. 

Demostración. Hagamos }/£ x = u- Entonces x “ 2 u, dx — 2 da. Sustitu¬ 
yendo, 

(5) j sec 4 Yi .V dx =2 j" sec* u ñu. 

Ahora bien, j sec* ti iJu = f sct s u sec 4 ti da 

= | (tg a a + \) sec 2 lídu st^uti (2 1 , A O ? 
- f tg- u sec 4 o du + j scc* u da 

= K *E 3 u + tg ti r. Según (4) y (10> 

Sustituyendo en el segundo miembro de (?) y haciendo u = H-V* enconira- 
mos ía solución. 

EJERCICIO. Hacer sec 3 u — l + *E 3 w en el segundo miembro de (vi : ele¬ 
var al cuadrado, y seguir el ejemplo L pag. ífcíh 

Caso IV. Integrales de la forma 

j ¿£" J u scc n ii du o ^ ctg m u e¿r" u du. 

Cuando rc es número entero positivo par, praecd&mos corno en el 
caso 111- 


EüEMPLO 4, Hallar J ig* # vec* X d* 
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Solución* j* tg e x set 4 x dx “ j tg 6 x (tg 2 x + 1) ^cc 2 x dx. Según la fór¬ 
mula (2) , del Art- 2 

— J (tg x) 8 set 3 * dx +J tg° X sec 2 x dx 


= Í^JÍ + ÜLí + C. Según (4) 

y / 

Aquí v « tg x. cío — sec 3 x dx, etc* 

Cuando m es impar, se procede como se indica en el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 5. Hallar J tg s x sec 3 x dx . 

Solución, I tg 5 x ser 3 x dx — jTtg" 1 x sec 2 x sec x tg x dx 

— J (sec 3 x — I),* sec 2 x sec x tg x dx según (2) 


del Art, 2 


— J" (sec 6 x — 2 sec 4 x + sec 2 x) sec x tg x dx 

=. sgc7 * -.1 S XÍ *• + * + C- Según (4) 

7 5^3 


Aquí ü = sec x, tfu = sec x tg x dx, etc. 


Evidentemente, los métodos que se han empleado en los casos ante¬ 
riores son de aplicación limitada. Fallan, por ejemplo, en el caso 
siguiente : 


sec 3 u du = 


s 

X 


sec u sec 2 u du 

sec u tg 2 u du + In (sec u + tg u 


)- 


En efecto ? no podemos seguir adelante con las formas elementales 
ordinarias. Más tarde se desarrollarán otros métodos de aplicación 
más general, 


PROBLEMAS 

Demostrar las siguientes integraciones: 

1 . f tg s x dx — Y 2 tg 2 x -j- ln eos x + C, 

2 . J c tg 3 y dx “ ” y ct Z 2 y — 3 ln sen y + C. 
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3. | ctg 3 2 x esc 2 x dx = ^2 esc 2 x — ^ esc 3 2 a- + C. 


4. i ese 4 dx — — T ctg 3 el — 4 ctg 1+C. 
4 3 4 4 


/ 


5, (tg 5 3 0d0 — Yn tg 4 3 $ — % Lg 2 3 6 ln se c 3 4 C. 

6 . f«“ÍA¿í»,.lt g »*+C. 

^ eos 4 0 3 

7 - JWrrbpy; ■ “ 2 * + * 2 *" í t,! 2 ' +c - 

‘ r- 


rc . 054 *** = -lttg»jr + C. 
sen e x ¡? 


-/ 




+ x + c. 

' 14 y y 

eos r X 

1 Ü. ftg 3 a sec^ a da = sec a — sec n a 4* C- 
y ) 

íi. ,r(^^y dx = - 7 ( as ax+ r ags ajc ) +c * 


12, j (ctg 2 20 + ctg 4 2 8) d8 = — Y ctg 3 2 8 + C. 

13, ( (tg bt - ctg 6í) 3 dt - ~ [tg 3 bi + ctg 3 bl I + 4" ]n 5en 2 ¿í + c - 

J 2 6 b 


Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


14, 

J ctg 5 ax dx. 

21, 

f dx 

J sen 4 3 x eos 2 3 ; 

15. 

Jsec e B d8. 

22 

fY csc b *Ydx. 

d \tg bx / 

16. 

jf csc e y dx. 

23. 

s(m w 

17. 

f sec 4 t di 

J tg 3 t 

24. 

CtUSLVí,. 

J Veos £JÍ / 


Osee 4 x dx 

25 

f tg 3 x dx 

18, 

J s/ tg X 

J \/ sec x 

19. 

(Y- “Vi,. 

J \ Ctg ÜX / 

26, 

J ig n x sec 4 x dx 



27 

rig 5 2 9 dB 

20, 

J\g 3 y SSC 3 y dx. 

J set 3 2 8 
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Caso V. Cálculo de integrales de la forma^sen m u cos n u du por 
medio de ángulos múltiplos . 

Cuando m o n son números impares, enteros y positivos, el mé¬ 
todo más corto es el del caso I. Cuando m y n son ambos números 
pares, enteros y positivos, la expresión diferencial dada puede trans¬ 
formarse j por sustituciones trigonométricas, en una expresión que 
contiene los senos y cosenos de ángulos múltiplos , que se integrará 
fácilmente. Con este fin emplearemos las siguientes fórmulas : 

sen u eos u — % sen 2 u , según (5), Art. 2 

sen 2 u = 34 — H eos 2 u , según (5), Art* 2 

eos 2 u ^ l /¿ + Yi eos 2 u * según (5), Art. 2 


Ejemplo L Hallar J\os 3 u du. 

Solución* J* eos 2 u du — /( y+|".2«)rf« 

= 4“ + -i- feos 2 a c/u — ™ sen 2 u -{- C, 

2 ^ 2 ^ 2 4 


EJEMPLO 2. Hallar J sen 2 * eos 2 x dx . 

Solución. J sen* x eos 2 x rfx = y J™ sen 2 2 a dx según (5) , Art. 2 

= y j ^y — y eos 4 x^c/x por (5) * Art* 2 

Ejemplo 3. Hallar Jsen 4 X eos 2 x dx. 

Solución. | sen 4 x ros 2 x dx — j (sen x eos x) 2 sen 2 x dx 

— J ]4 sen 2 2 x{% — % eos 2 x) dx 

” — j* sen 2 2 x dx — % J%en* 2 x eos 2 x dx 

= / ( } A - M COS 4 x) dx 

—J sen 2 2 x eos 2 x dx 


_ x sen 


4 x sen 2 2 x 


16 


64 


48 


4- c. 
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Caso VI. Integrales de la forma 

^ sen mx eos nx dx, sen mx sen nx dx 

o ^eos mx eos nx dx t cuando ni o. 

Según (6) del Art. 2 , 

sen mx eos nx = 34 sen (m + n)x + ]4 sen (m — n)x. 

Por tanto, 

f*sen mx eos nx dx = sen (m + n)x dtf + J4 J sen (m — n)x dj 

eo s (m + n)x eos (m — n)rc « 

2 (m + n) 2 (m — ra) 

Análogamente, obtenemos 

sen (m + , sen (m — ft):r 


X 

X 


sen mx sen nx dx = — ; v + C. 

2(m + n) 2 (m —n) 

, sen (m 4* , sen (m — n)x . ^ 

eos mx eos na: dx = —- —4“ + ~ó / -—r + t, 

2(m + n) 2(m —n) 


PROBLEMAS 

Dcmostrar las siguientes integraciones. 

i C _ a j sen 2 a ( ^ 

1. J -“ + C - 

3 x sen 2 x . sen 4 x 
S 4 + 32 

3 x , sen 2 x > sen 4 x 


f sen 4 x dx = —í 

^ s 


3. (' eos* a- dx 4. 

J s 

4. í sen“ .v dx — , 

J Ib 4 


4- 


S ‘ 4 ' 32 

í x sen 2 x sen 3 2 , 3 sen 4 *• 


+ C. 

4- c. 

+ 


5 . / eos **- rfx -^4 


48 ' b4 

5 x t sen 2 x sen^ 2/ , 3 sen Ax 


6. sen 2 a,v dx = ~ 


16 1 4 

je ¿en 2 ax 


43 


64 


+ C. 

+ c. 


+ c. 


7. ( ¿en 2 ~ eos 2 ^ — 

^ 2 2 8 


4á 

x sen 2 x 


+ c. 


2 8 lt> 

3 x sen 2 ax . sen 4 ax 


8. (■ sen ^.v^=Lí-^L£i£ + !í^«£ + c. 

J 8 4 a T 32 o 
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9, 

{ sen 3 ! 

2 x eos * 

* 

CU 

* 

II 

x | sen 3 4 x 

sen 8jt ¡ 






16 + 06 

128 ^ 

10* 

J< 2 - 

sen 9) 2 


9 6 
2 

+ 4 eos 8 - scn 2 3 + C. 
4 

11. 

f ($en : 

1 íp + CO$ 0) 2 

d<p 

__ 7 $ A 2 sen 3 tp , sen 4 0 
8 + 3 + 32 

12. 

/sen 2 

x eos 4 

x dx 


eos 2 x eos 6 

4 12 

* + c. 

13. 

f sen 3 

x sen 2 

x dx 

= . 

sea x sen 5 x 

2 10 

+ c. 

14. 

j eos 4 

x eos 3 

x dx 

- - 

sen x . sen 7 x 

2 + 14 

+ c. 


Hallare! valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los resul- 


fados por 

diferenciación. 



15* 

J eos 3 ax dx. 

21* 

j {1 + eos x) 3 dx* 

16. 

/eos 4 ax dx. 

22. 

/ (\/ sen 2 0- eos 2 &) 2 df) 

17* 

j sen 3 ax eos 3 ax dx- 

23* 

/ (%/ cosB — 2 sen fl) 2 d&* 

18, 

í sen 4 — eos 3 — d0. 

J 2 2 

24. 

J (sen 2 x — sen 3 x) 3 dx. 

19. 

f sen 4 2 a eos 4 2 a da. 

25, 

/ í sen x + cos 2 x ) 2 dx* 

20* 

J sen 2 x eos* 5 x dx. 

26, 

/ (cas x + 2 eos 2 x) 2 dx. 


135. Integración, por sustitución trigonométrica, de expresiones que 
contienen \f a 2 — u* o V u 1 ± a 2 . En muchos casos , el método más 
corto de integrar tales expresiones es efectuar un cambio de variable 
como sigue : 

Cuando ocurre Vd 2 - u 2 , hágase u — a sen z . 

Cuando ocurre V a? + u 2 , hágase u = a tg z . 

Cuando ocurre V u 1 — a 1 , hágase u = a sec z, 

Estas sustituciones se han empleado en los Artículos 132 y 133. 
En cada caso el signo radical desapa rece. 
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En efecto, 

(1) Va 2 — sen a i = aV 1- sen 2 z — a eos z \ 

(2) V a 2 + a 2 tg‘ : z = o, V 1 + tg 2 z = a seo £ ; 

(3) Va 2 sec* z — o? — a y/ sec^ z —* 1 ~ Q tg z. 

r du 

J (a 3 -^' 


Ejemplo t. Hallar 


Solución. Hagamos u = a sen z; entonces du = o eos z dz. y emplean¬ 
do (l). . . „ 

J du C o_cos_zcíz _ J_ f ” z _ = -L [ sec 1 z dz 

/ i •>% % ~ ^ a* eos 3 z a 3 ^ eos 2 z a s - 
(a 2 - o 2 )' 

_iS_* + C =- -- + C. 

En efecto, puesto que sen z - £- . trácese un triángulo rectángulo y már- 

II 

quensc los lados como se indica en la figura 101 . Entonces, tg z = 


,,s * 




Ejemplo 2, 


Demostrar que 



dx 

V * x 2 + 9 


\ \f 4 x*+9—3 

= — In- - 

3 2 x 


+ C, 


Solución. 
Por tanto. 


Haciendo u = 2 z y fl = 3. resulta V 4 x 2 + 9 - V u 2 + a 2 
si hacemos 2 x - u. entonces x = 54 u, dx = 54 du. Susutu 


yendo, 

(4) 


dx f H du _ f 

J x V 4 x 2 + 9 J 54 u V u 2 +ñ~ 2 J « 


du 


V u 2 4- a 2 


Hagamos u = « tg z. Entonces du = a sec 3 zdz. y empleando (2). resulta 


X 


du 

u \f u 2 4- o 3 


-/ 


a sec- z dz 
a tg z * a sec z 


i /* sec z dz _ J_ T dz 
^ J tg z a J sen z 



esc z dz = — lu (esc z *- ctg z) + C, 
a 
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Puesto que tg z = y, trácese un triángulo rectángulo y marqúense los lados 
como se indica en la figura 102. Entonces, 


esc z = 


, = 4- ■ 


Ctg 2 - 

U 


L uego 


J du 
u V U 2 + Ú 


1 T a/ ti 2 + í7 3 — a 

= " In —-—-+ C, 

3 a n 


Sustituyendo en (4) T y haciendo u = 2 a = 3, tenemos la solución* 

PROBLEMAS 

Demostrar las siguientes integraciones* 
dx x 


5, 


7. 


8* 


9, 


10 * 


11 . 


X 

X 


(x* + 2)% 2 V* 2 + 2 


+ C. 


Jf 3 ef * 


3. 


V* 3 -6 2 

fl 7 TÍp = 


= -y V x 2 - 6 -f 3 ln (x +%/ — ó) -f C* 


: + c. 


C f a rfí f -- r 

J ^ 2 V 4 — í £ + 2 are sen yf C. 


* 2 tfjc 


U° + 8) ^ 3 V * = + 8 

2 du n u 

” 37- . .. . 7 — are sen C. 

(9- u 3 )^ V 9 - u 3 3 


+ ln (a + V jt 2 + 3 ) + C. 


X 

_ 

(9- 

f il— -W- -- Uc. 

J * V + 4 ¿ \ 2 + V *2 4 - 4 / 

f—==- jl.(-7-Uc. 

X 
X; 

X 


y 3 V y 3 - 7 

rfjt 


3 V 5 - a* 3 

dA 


V y 2 - 7 

7 y 

_ V l - x 3 
5 .v 


+ C. 

+ C. 


jc 3 v 7 x~ — 9 18 x 

Vi 6 - ? 


V x 1 -91 a 

4- j5 ai'c sec y + C. 


lo f* v2 Hj — t ¿ dt _ V 16 - t 3 t . 

1 “■ J - ~ t --—— -,rc Sí ny + C. 
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Hallar el valor de cada una de bs siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


13, 


14 . 


15. 


16. 


17. 


f 

f 

f 

S 

s 


y/ x* + I ó dx 
x 

V y‘~ - 9 dy 

y 

dx 

x 3 V 4 “ X a 

V + 9 dx 
x 3 

y/ 100 — u 2 du 
u 


18. 


19. 


20 . 


21 . 


22 . 


S 

f 

f 

f 

f 


_ dx _ 

X 3 V JE* +1 * 

do 

(o* - 3p-' 
x* dx 

V je* + í ‘ 

dx 

- 5 

V xH-9 íi* 


136, Integración por partes. Si u y t> son funciones de la misma 
variable independiente , tenemos, según la fórmula para la diferencia¬ 
ción de un producto (V , Art. 94), 

d (uv) = u dv + v du | 

o sea j trasponiendo , 

u dv “ d(uv) — v du. 


Integrando , resulta la fórmula inversa , 



que se llama fórmula de integración por partes. Tal vez no podamos 
integrar u dv directamente ; pero esta fórmula hace que su integración 
dependa de la de dv y v du , que pueden ser formas fáciles de integrar. 
Este método de integración por partes es uno de los más útiles del 
Cálculo integral. 

Para aplicar esta fórmula en un caso dado , debe descomponerse la 
diferencial dada en dos factores, a saber, u y dv . No pueden darse 
i nstruccion es genera 1 es para 1 a el eeci ón de esos f ac tores , pero son ú ti¬ 
les las siguientes: 

a) dx es siempre una parte de dv ; 

b) debe ser posible integrar dv ; 

c) cuando la expresión paro integrar es el producto de dos funcio¬ 
nes, ordinariamente es mejor elegir la de apariencia más complicada , con 
tal que pueda integrarse, como parte dv . 
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Los siguientes ejemplos enseñarán en detalle cómo se aplica la 
fórmula: 

Ej£MPLO 1. Hallar J x eos x dx. 

Solución T Sean u = x y do — eos x dx; 

entonces da ^ dx y V s J* eos x dx = sen x. 

Sustituyendo en (A) * 

a do ti o v da 

J x eos x dx = x sen x — J* sen x dx = x sen x + eos x 4* C. 

Ejemplo 2, Hallar Jx ln x dx. 

Solución. Sea u — 1n x y do = x dx : 

(i JC /"* x 2 

entonces da — — y v — I x dx — 

x ** 2 

Sustituyendo en (A), 


C i j x z f x z dx 

I x ln x dx = ln jt ■ — — f . — 
J 2 d 2 X 


rinx-i^ + C, 
2 4 


Ejemplo 3, Hallar J ¡fx, 
Solución, Sean 




d lí — jct dx : 


•f' 


Sustituyendo en (A), 

J xeo* dx — e iír ~-j 4— e aa: a dx 

— ——— — — i x 2 e«* dx. 

2 2 *2 

Pero integrar d,v es menos sencillo que integrar xe^ dx. Este hecho 

indica que no hemos elegido nuestros factores convenientemente. En lugar de 
eso, sean 

u = x y do — c nx dx: 

e ax dx — ——* 
a 

Sustituyendo en (A), 

dx = x ■ --| -—dx 

J a J a 

= x í ° 1 _e™ + c= eo 1 / _ 1 ^ + C . 
a a 2 a V á / 
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En algunos casos es necesario aplicar la fórmula de integración por 
partes mus de una vez, como en el ejemplo que sigue. 

Ejemplo 4. Hallar JV a e*»rfjr. 


Solución, Sean l¡ — x 2 y dv = dxi 
entonces du=2xdx y v- í Jjt = . 

j ü 

Sustituyendo en (A) . 

f x 2 e ia dx = x — í - 2 .v dx 
J a J a 

( 1 ) 

a a J 

La integral del segundo miembro puede hallarse aplicando otra vez la fórmu¬ 
la (A) * De esta manera obtenemos 

f xe«* dx - i- j + C. 


Sustituyendo este resultado en (1). se tiene 


s 


x* t'i* dx = 


x 2 eu* 
a 




— + 4 ) + c. 

a a- / 


EJEMPLO 5* Demostrar que 

| set 3 t él = Vi sec 2 tg 2 + Y* In (src z + tg z) + C. 

Demostración- Hagamos tí = sec 2 y dv — sec- z dz; 

entonces du — s£t 2 tg 2 dz y iJ = Ig 2 . 

Sustituyendo en (A), 

j set 3 z dz = set 2 tg 2 — j scc z tg a 2 dz. 

En la nueva integral, efectuemos la sustitución tg 3 z = sec z 2 - L Entonces, 
obtenemos 

| set 3 z dz — scc 2 tg z — J scc 3 z dz + In {íec 2 + tg 2 ) + C. 


Treponiendo al primer miembro la integral del segundo miembro y dividiendo 
por 2. tenemos el resultado buscado. 

EJEMPLO *>. Demostrar que 


S 


e™ sen nx dx — 


c* lT lfl sen j ix — n eos n.vj 


+ C- 


a £ -f- n 2 
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Demostración* Sean u — y 

entonces du = ae ax dx y 

Sustituyendo en la fórmula (A) * el resultado es 

(2) f sen nx dx — - eÜX cOS nx 4- — f e ax eos nx dx. 

J n n J 

Integremos por partes la nueva integral. 

Sea u — y 

entonces du — ae ílX dx y 

Luego. según (A) , 

(3) í e* 1 * eos nx dx = -— SL - r L ?: — —f e^x sen nx 

J n n J 

Sustituyendo en (2) , obtenemos 

(4) J* e aa: sen nx dx ■* —^ sen nx — n eos nx^ — “ j e ax sen nxdx. 

Las dos integrales de (4) son idénticas. Trasponiéndola del segundo miem¬ 
bro, y despejando la integral se obtiene el resultado buscado* 

Entre las aplicaciones más importantes del método de integración 
por partes se encuentra la integración de 

a) diferencíales que contienen productos , 

b) diferenciales que contienen logaritmos, 

c ) diferencióles que contienen funciones trigonométricas inversas. 


PROBLEMAS 


Demost ra r 

las siguientes integraciones. 

i- J 

x sen x dx = sen x — x eos x + C. 

2 - J 

In x dx — x{ln .v — 1) + C, 

3 - J 

x sen — dx = 4 sen — — 2 x eos ^ 4~ C 
2 2 2 

*- J 

. eos nx . ^ sen nx . r 

x eos nx dx “ ——t —-+ L * 

n- n 

5 - J 

1 ii sec- u du — « Ig h 4* 1° co& u 4" C. 


dv = eos nx dx ; 
sen r?x 


dv = sen nx dx ; 
_ eos nx 
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6 . 

7 . 

6 , 

9, 

10 . 

11. 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21 . 

22 . 

23. 

24. 


I tt sen 2 1 ü do — J4 v 2 — yi a o sen 6 [/ — 3^2 eos 6 u + C. 

. . 2 eos ny , 2 y sen rcy y 3 eos ny . „ 

y* sen ny <ly = —75 -1 —^5 - — u + C. 

J 4 dx = n * [~ ~ ¿;] + C. 

( * / I \ 

*" lo * A* - ¡7TH ln * - 7T\) + C - 

j are sen x dx ~ x are sen *4 \/ J — Je* + C. 

| are tg * d.v = * are tg je — Yi ln (14 x 2 ) + C. 

| are erg y dy =* y stee etg y 4 Yi lu(J 4 y 2 ) 4 C, 

Jare eos 2 x d x — x are eos 2 je — 14 V J — 4x 2 + C. 

| are sec y dy = y are sec y — ln (y 4 V y 2 — O 4 C¿ 


J t ^ __ 

are ese j di — t are ese y 4 2 ln (r T \f r- — 4) -J- C. 

J _v 2 -f I jc 

je are tg je dx — -^- are tg x — y 4 C - 

| ate tg y/ x dx — (x 4 1 ) are tg Vr “ Vx f C 

j.v i í“ í ¡/A = - (-"(I + Ij + í!) +C. 

J É? tí 

í? # eos dfi — y (sen tí 4 eos &) 4 C. 

X a 4 2 


/ — _j_ ^ _ 

x 2 are sen Jt dx — ™ are sen jc 4 —^—" V 1 — x 2 4 C. 

(' ln f *+ 1^* = 2 VTTT ¡ in u + n - 2] + e. 

J v x 4 J 

f .ve* rfjr _ <4 . p 

íl +*) 2 14 * 

J "* sen sef — eos íti J , ^ 

tos JT/ df - - 4¡ _j_ | “ "T C. 
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Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los 
resultados por diferenciación. 


25. 

j x Stc- Y dx* 

36. 

| are tg \/.v dx 

J x ¿ 

26* 

| ,v eos 2 2 x dx * 

37. 

^ x* are tg x dx. 

27. 

| x 2 eos x dx. 

38. 

+ 2 a) 2 dx 

28* 

| are sen mx dx. 

39* 

j (2* + x 2 )*dx. 

29* 

J are ctg y dx. 

40. 

1 eos y ¿0- 

30* 

C í 

l are eos — dx, 

J x 

41. 

| sen m dt. 

31. 

r i 

1 are sec — dy . 
m.f y 

42. 

j> cosfdx. 

32* 

| are ese nt dt. 

43* 

j t» 2 eos 2 t dt. 

33 * 

^ are sen y dx. 

44. 

c - 

J eos jir dt. 

34. 

J^jir 3 are sen x dx - 

45. 

1 4 t 

fe 4 «n di < 

35. 

P x are sen x dx 

J V 1 - x 2 

46* 

^ ese 3 V d&. 


137, Observaciones* La integración es, en general, una opera¬ 
ción más difícil que la diferenciación. En efecto, una integral tan 
sencilla en aspecto como 

^ V x sen x dx 

no se puede calcular; es decir, no hay ninguna función elemental 
cuya derivada sea V x sen x . Pañi ayudar en el cálculo de integrales 
se han preparado tablas extensas de integrales ya resueltas. El Capí¬ 
tulo XXVII de este libro es una tabla de esta clase. El uso deesa 
tabla se explica más adelante, en ci Artículo 176. Aquí basta seña¬ 
lar que los métodos hasta ahora presentados son adecuados para 
muchos problemas* En capítulos posteriores se desarrollarán otros 
métodos. 
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PROBLEMAS DIVERSOS 

Hallar d valor de cada una de las siguí entes integrales* y comprobar los 


resultados 

por difert'ndadón. 



1* 

í* 3 x dx 

J V 5 - 2 x 2 ' 

17. 

J (2 ig 2 tí — ctg «) 


r i x tfx 

18. 

t ‘ 4 x d x 

2* 

J y-** 1. 

J I - 4.v 4 ’ 

3, 

f [ax -b b) dx 

19. 

r x 3 í/x 

J Vc> - x s ■ 

J V x 2 + 1 ■ 

4. 

J .v eos 2 * rf.v. 

20, 

-V* dx 

J V .V a - 1 ' 

5, 

i- (4* +3)«/x 

21, 

/' a- 3 dx 

J jc - + 4 jr -j- 8' 

J VI - -V 2 ' 

6. 

r 14 a-+ 3 )í/jf 

22. 

/‘-V a dx 

.1 V x* + 4 X + S 

,1 -v- - 1 ’ 


/• lix 

23. 

i ‘ 4 jr dx 

7* 

(« a - x 2 )?í ' 

J V 1 -4x* * 

8. 

f dx 

J .V- — 6 x + 0 * 

24, 

J t lf eos 3 t di. 

9* 

c ** 

J A 3 - Ó A + 8 • 

2G. 

r o 

| jreii* 

10. 

C dx 

J X 2 10 

26. 

r fl 

1 sen 4 y dfl. 


/* 

27. 

j*U - esc 2 l i) di 

n. 

j (H* + i *-*)* 

J í M + ctg2i 

12 . 

J r,.« -2 j<) 2 rfx. 

28, 

( J a re sen x , 

J \ i-** 

13. 

T djr 

29. 

r 5 Jx 

J ^ - 4 e-*' 

J X* - a + r 

14, 

sen - t ?a coSOJr dx. 

30, 

r 5 dx 

J V JT 2 - * 4- l 

15. 

^ sen - a-v eos- u.t dx 

31. 

jd 1 are Eg ^ 

16, 

jJ l n ( ! — V Jt) A, 

32. 

( z 1 HE sen x ) dx 
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33. 

J (x — eos j o s dx. 

37. j 

[ e-í sen 2 f Jr. 

34. 

p (] H- tg jc) *dx> 

38. J 

| sen 2 0 eos 3 0 dB. 

j 

C sen 8 d& 

39. J 

| sen ^ sen 4 # 

1 (I — eos 8) 

”• J 

C (J 4- sen i) 3 dt 
eos í 

4°. J 

eos €t eos 2 a Ja* 
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CAPITULO XIII 
CONSTANTE DE INTEGRACION 

138. Determinación de la constante de integración por medio de 
condiciones iniciales. Como se lia indicado en el Artículo 127 » la 
constante do integración puede hallarse, en un caso dado * cuando 
conocemos el. valor de h integral para algún valor particular do la 
variable En realidad, para poder determinar la constante de inte¬ 
gración es necesario tener algunos datos además de la expresión dife¬ 
rencial que se ha ríe integrar. Ilustremos esto con un ejemplo. 

EJUMOLO. Hallar una función cuya primera derivada sea 3 t E — 2 x + S* 
y tenga el valor 12 cuando a = I. 

Solución, (3 ,v a — 2 x H- í) Jx es la expresión diferencial por integrar* 
Ahora bien. 

f (3 jf a - 2 a + S) itx = .v 3 - jc s +5 a- + C, 

siendo G la constante de integración. Por las condiciones de nuestro problema 
este resultado debe set igual a 12 cuando a + — 1 ; es decir* que 

12 = I - I + 5 + C, o sea* que C =* 7. 

Por tanto, a 3 — x- + > jt + 7 es l.t función buscada. 

139. Significado geométrico* Ilustraremos con ejemplos el signifi¬ 
cado geométrico de la constante de integración. 

EifmijuJ I. Determinar la ecuación de la curva cuya tangente en cada 
punto tenga de pendiente 2 x . 

Solución. Puesto que la pendiente de la tangente a una curva en un punto 

cualquiera es . tenemos, por hipótesis. 
dx 

sEa ■ *= 2 a, 

Ja 


o serí . 


dij - 2 x dx. 
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Integrando, y = 2 f x dx, o sea, 

(J) y = **+C, 


siendo C la constante de integración. Ahora bien: si damos a C varios valo¬ 
res, digamos b t Ü t — 3. entonces (1) da las 
ecuaciones 

y = x 2 + 5, y — a' 2 , y = x 2 — 3* 

cuyos lugares geométricos son parábolas (fi¬ 
gura 103 ) con sus ejes en el eje de las y y que 
corlan a este eje a las distancias ó. 0 T — 3, 
respectivamente, dd origen. 

Todas las parábolas (I) tienen el mismo 

valor de -*M; es decir, tienen la misma dTec- 
dx 

ción (o pendiente) para el mismo valor de x . 
Se advertirá también que la diferencia de sus 
ordenadas permanece la misma para todos los 
valores de x. Por tanto, todas las parábolas 
pueden obtenerse trasladando una cualquiera 
de ellas a lo largo del eje de las y, puesto que 
en este caso el valor de C no afecta la pendiente 
de la curva. 

Si en este ejemplo imponemos la condición 
adicional de que la curva pase por el punto (L 4) , entonces las coordenadas de 
ese punto deben satisfacer (J} T |q que da 4 = I -f C T o sea, C = 3. Luego 
la curva particular que se pide es la parábola y = x 2 + L 

Ejemplo 2. Bailar la ecuación de una curva tal que en un punto cual¬ 
quiera de ella la pendiente de la tangente sea igual a la razón de U abscisa a la 

ordenada» cambiada de sí gno » 

Solución. La condición del problema 
se expresa por la ecuación 

dy _ _ x 
dx y 




o sea, separando las variables, 
y dy - — x dx. 
Integrando, 

Mi ** - £* + c 
2 2 + 


Fíg. 104 


o sea. 


x 2 f y 2 - 2 C. 


Esta ecuación representa una familia de circunferencias concéntricas (fíg, 104) 
coa el centro en el origen, 

Si se impone la condición de que la curva debe pasar por el punto (3. 4), 
entonces 9 T Ib — 2 (-■ Luego la curva particular que se pide es la circunferen¬ 
cia x* T y- - 25. 
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Las siguientes expresiones se han obtenido derivando ciertas funciones. En 
cada caso, hállese la función para los valores dados de la variable y de la 
función. 


de 

Derivada 
la función 

ir » » 7 Valor corres - 

k/ ^ pondiente de la Solución 

variable ' c 

función 

1. 

x - 3 

2 

9 Ha- 2 -3a + 13. 

2. 

3 + .v - 5 x 2 

6 

- 20 304 + 3 a- + M x 2 - % x 3 . 

3. 

y' ¿ — b 2 y 

2 

0 Va, y 4 - ¡'i b 2 y 2 + 2 b 2 - 4. 

4. 

sen 6 + eos 0 


2 sen 0 — eos 9 + 1. 

5. 

1 1 
t 2 — t 

1 

0 ln (2 t - t 2 ) . 

6. 

SCC 2 0 + tg (p 

0 

5 tg 0 + ln sec 0 -f* 5. 

7. 

1 

a 

Jt I A . Jt 

arr fer -í- 

a' 2 + a 2 

dIL i“ . 

¿a a a 4 a 

8. 

bx 3 + ax + 4 

b 

10 

9. 

V7-+ — V 

V f 

4 

0 

10. 

ctg 6 — esc 2 6 

Vi 

3 

11. 

3 ,e* r¿ 

0 

4 

Hall 

ar la ecuación de la familia 

. de curvas tales que la pendiente de la tangente 

un punto cualquiera 

tiene el valor que se indica. 

12. 

m. 

Sol. 

Rectas, y = mx + C. 

13. 

X. 


Parábolas, y = Y¿ x 2 -+* C. 

14. 

J_ 

y 


Parábolas, y 2 = x + C. 

15. 

y 


Parábolas scmicúbicas, ]/¿ y 2 = a 3 + C. 

16. 

X 

Y 2 


Parabolas scmicúbicas, l /¿ y 3 = Yi x 2 + C. 

17. 

3 A 2 . 


Parábolas cúbicas, y = a 3 + C. 

18. 

1 

y 2 ' 


Parábolas cúbicas, x /¿ y 3 = a + C. 

19. 

X 

y' 


Hipérbolas equiláteras, y 2 — a 2 = C. 

20. 

_ _ 

A 


Hipérbolas equiláteras, Ay = C. 

21. 

b 2 x 
a 2 y 


Hipérbolas, 6 2 a 2 — a 2 y 2 = C. 

22. 

_b^x 

a 2 y 


Elipses, b 2 a 2 + a‘ 2 y 2 = C. 

23. 

1 + X 


Circunferencias, a 2 + y 2 + 7 v — 2 y = C 
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En cada uno de los siguientes ejercicios, hallar la ecuación de la curva cuya 
pendiente en un punto cualquiera es la función dada de las coordenadas, y que 
pasa por el punto particular asignado. 


24. xl (L 3), 

25. 4 y; ( 1 , 1 ). 

26. 2xy; (3,1). 

27. - xy; (0, 2). 

*-h L 


28. 

29. 


y + r 

h — x m 
y - k' 

y . 


( 0 . 1 ). 
( 0 , 0 ). 


30, JL; (I, I). 


31, 

32. 


yVx: (4. 1). 


4 xy 

4 x 2 — 15 * 


( 2 , 0 - 


SoL 2 y = x 2 + I- 
In y =■ 4 x — 4. 

In y — x 3 — 9. 

jg 

y"2c 2 . 

(y + !) 3 = (x + I) 2 + 3. 

x 3 + y 2 - 2 óx - 2 Ay = 0 , 

x In y = x — I. 

3 ln y =5 2 (x V x — 8 ) . 

4 x 3 - y 3 - 15, 


33. (1, 4), 

x 


34. 

35. 

36. 


xVy, {I, 9). 

x ~ 3 - (3, 0). 

0 , 2 ). 


i -y 

-*y 


x 2 + 4 


37. 

4 - x . 

(4, 2). 

2 y - 3 ‘ 

38, 

¡2+x. 
\ 3 4- y 

( 2 , 6 ) . 

39. 

\lx- 2 : 

(3, S). 

40. 

x eos 2 y ; 

(4. H*) 


41. Se dan dy = (2 x + 1) rfx t y = 7 cuando x — 1. Hallar el valor de y 

cuando x = 3, SoL 17. 

42, Se dan dA = \/ 2 px dx t A — L?— cuando x' — —. Hallar el valor de A 

3 2 


cuando x = 2 p. 


SoL %p 2 . 


43, Se dan dy — x V 100 — x 3 dx. y = 0 cuando x = 0. Hallar el valor 

de y cuando x — S. Sol , 78 >^. 

44, Se dan do = eos 2 8 d8. Q — t cuando & — Vi n. Hallar el valor de q 
cuando 0 = }{ jc. 

45, Se dan ds = f\/ 4 t 1 df, s — 0 cuando r — Ü. Hallar el valor de s 
cuando r = 2 . 

46, En cada punto de cierta curva es y tf — x. Hallar la ecuación de la curva 
sabiendo que pasa por el punto (3, 0) y tiene en ese punió la pendiente Yi . 

ÓoL ís y = x 5 — b x — 9, 
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47* En cada pumo de cieña curva es i/' = * Hallar la ecuación de la 

JC 3 

curva sabiendo que pasa por d punió (L Ü) y es úngeme en ese punto 4 la 
recta b x + y = b* Sol. xy + 6 x = b. 

3 

48* En cada punto de cierta curva es y fi = r Hallar la ecuación 

V x H- 3 

de la curva sabiendo que pasa por el punto (I* l) y tiene una inclinación á: 45 5 
en ese pumo. 

19, En cada punto de cierta curva es y" — —* La curva pasa por el pun- 

JC 

to (I. 0) ton inclinación de 135®, Hallar su ecuación. 

50. Hallar la ecuación de la curva cuya subnormal es constan ID c Igual a 2 a. 

Sol. y- - 4 ax + C, una parábola, 

SUGIsSTtON- Según (4) del Artículo 43., la subnormal es igual a y 

dx 

51, Hallar la curva cuya subtangente es constante e igual a tí fvéase (3) 

del Articulo 43 í , So/* a Iti y — x *f C- 

52* Hallar la curva cuya subnormal es igual .1 la abscisa del punto de con¬ 
tacto, Sal * y- — jc a = 2 f. una hipérbola equilátera* 

53, Hallar la curva cuya normal es constante í— II) , suponiendo que 

y — R cuando x = 0* So/, x* + = R A * un círculo* 

SUGESTION* Según el Articulo 43, la longitud de la normal es igual a 
y \" 1 + sea r d,v = ^ (/?- - y 3 } ~Ií y dy. 

54, Hallar las ecuaciones de las curvas en las que la longitud de la subnor¬ 
mal es proporcional, al cuadrado de la ordenada- SoL y = Cf?*** 

55, Hallar la ecuación de la cUrva en la que el ángulo que forman el radío 

vector y U tangente es la mitad del ángulo polar* 5o/. y = r {l — eos Q) * 

55, Hallar las ecuaciones de las curvas en las que el ángulo que forman vi 
radio vector y la tangente en un punto cualquiera es n veces d ángulo polar* 

SoL Q rí = c sen nfl. 


140. Significado físico de la constante de integración. Los ai- 
quimiles ejemplos ilustraran lo qun so tu ilion de por significado físico de 
la constante tic integración, 

EJEMPLO 1 Hallar las leyes que rigen vi movimiento de un pumo que .se 
mueve en linea recta con aceleración constante* 
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Solución, Puoslo que la aceleración | =-—• según (A) del Artículo 
es constante* digamos f. tenemos 


di 

dt 


f. 


osea, di? = i di. Integrando, 

(I) ü=ft + C. 

Para determinar C, supongamos que !a velocidad inicial sea tío; es decir, 

sea o - l'o cuando t = Ü, 

Esos valores t sustituidos en (1)* dan 

¡\ , ,, Condiciones inicíales 

i/o = UH, 

o sea, C = l?u- ¡ ^ s 

Luego (l) se convierte en ' “'' ‘ 

/1 \ ¡ i d c' o s o 

\l) o ~ f t -h o o, __ 

Puesto que o — — ( (C ) del Aii. 51). obtenemos de (2) 
dt 

tí s / * i 

— = ft -r r ü t 
dt 

o sea, d s = ft di -p o® di. Integrando, 

(3) s - V¡ ft* + ed + C* 

Para determinar C. supongamos que la distancia inicial sea s 0 , es decir, 
sea s — Sq cuando t — E). 

Esos valores, sustituidos en (3) , dan 

So — O 4- O 4* C, O Sea, C = So- 

Luego (3) se convierte en 

(4) s - Vi fi 2 -f üot -f so- 

Sustituyendo en (2) y (4) los valores í — g. = O, s¡, ^ O, s — h, ob¬ 
tenemos las leyes del movimiento de un cuerpo que cae en el vacío partiendo del 
reposo, a saber* 

tí — fjr y h ~ Vz gi 2 ■ 

Eliminando t entre estas ecuaciones, tenemos v — \/ 2 gh . 


Condiciones iniciales 

í 

V 

s 

0 

Vü 

Sú 


de (2) 


EJHMPLO 2* Estudiar el movimiento de un proyectil que tiene una veloci¬ 
dad inicial Uo* siendo U. el ángulo de tiro y despreciando la resistencia del aíre. 

Solución. Tomemos el plano XOY como e! plano del movimiento , OX 
como horizontal y GT como vertical; y supongamos que c! proyectil parte 
del origen. 
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Supongamos que sólo la fuerza de la gravedad influye en el proyectil. En 
este caso la aceleración será cero en el sentido horizontal y — y en el sentido 
vertical. Luego, según {f ) del Artículo ^4 + 

i£± = O y ffiSB— - o. 
út til 

Inicgrando. — Ci y = — gt + C 2 - 


Y 


f 



Fig. 10 5 


Pero eos a =* componente horizontal de la velocidad inicial, 

y t'o sen u = componente vertical de la velocidad inicial. 

Luego, Ci = t*n eos tr y Ce — t’o sen a. lo que da 

(?) i’r = o& eos a y va — — gt -F vq sen a. 

Pero, según {C) y iD ) del Art. .‘ST, l t í - ^ y v¡j = por tanto C>3 da 

i/f oí 

— = vo coe a y ^ = — qi + sen a. 
di di 


o sea. djr = l ? o eos a ¡ir y dx/ = - yí it + l t d sen u rfr. 

Integrando, obtenemos 

(6) x ~ Vn eos a . i +■ Ca y y — — IA tfl 2 + l-o sen tt - t + C|. 

Para determinar Ca y Cj, observamos que cuando i — 0» x = O y y — II. 
Sustituyendo esos valores en (fc»K tenemos Ca = O y C i = 0. Luego, 

(7) a: = l t o eos a * í, y 

{81 y — — id+ c’tí sen a * í, 


Eliminando i entre (7) y (8) , obtenemos 


m 


g — A ig U 


_ _ gx^_ 


2 i^o" c0s a a 

Esta ecuación P que representa una parábola, es la ecuación de U rrugeirforúi 
del proyectil 


PROBLEMAS 

En los siguientes problemas se da la relación entre l? y u Hallarla relación 
entre a y r, si s =2 cuando j = 1. 

1. o - ti + ht- Sol- s — a(t — l) + Vi b II a — 1 > + 3- 

2. ia = V t - 1 3. u = 
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En los siguientes problemas se da la expresión para la aceleración. Hallar la 
relación entre v y t, si v = 2 cuando t = 3. 

4. 4 - r 2 . Sol. v = 4 t - / 3 f 3 - I- 

5. ‘VI + 3. 6. i - f. 

t 2 

En los siguientes problemas se da la expresión para la aceleración. Hallar la 
relación entre s y t si s = O, v = 20 cuando t = 0. 

7. -32. 5o/. s = 20 f - 16 t 2 . 

8. 4 — t. 9. — 16 eos 2 r. 

10. ¿Con que velocidad dará una piedra en el suelo si se deja caer desde lo 
alto de un edificio de 40 metros de altura? (g = 9,8. ) 

Sol. 28 m por segundo. 

11. ¿Con qué velocidad dará la piedra del problema 10 en el suelo si se ha 
arrojado hacia abajo con velocidad de 5 m por segundo? ¿y si se ha arrojado 
hacia arriba con velocidad de 5 m por segundo? Sol. 28,44 m por segundo. 

12. Una piedra se dejó caer desde un globo que ascendía a la velocidad de 

5 metros por segundo. La piedra llegó al suelo en 8 segundos. ¿Qué altura tenía 
el globo cuando la piedra se dejó caer? Sol. 273,6 m. 

13. En el problema 12. si el globo hubiese estado bajando a la velocidad de 
5 m por segundo, ¿cuánto tiempo hubiera tardado la piedra en llegar al suelo? 

Sol. 7 segundos. 

14. Un tren parte de una estación de ferrocarril. Si su aceleración es de 

0,15 + 0,006 f m por segundo por segundo, ¿qué distancia recorrerá en 20 se¬ 
gundos? Sol. 38 metros. 

15. Un cuerpo que se desliza hacia abajo sobre cierto plano inclinado está 

sujeto a una aceleración de 1,2 m por segundo por segundo. Si se pone en movi¬ 
miento hacia arriba en el plano con velocidad de 1,8 m por segundo, a) ¿a qué 
distancia llegará en t segundos? b) ¿ a qué distancia llegará antes de deslizarse 
hacia atrás? Sol. 1,35 metros. 

1G. Si el plano inclinado del problema 15 tiene 6 m de largo, y el cuerpo se 
pone en movimiento desde lo más bajo, ¿cuál debe ser la velocidad inicial para 
que el cuerpo llegue justamente hasta lo más alto? 

Sol. 1.2 VlO m por segundo. 

17. Una pelota se lanza del suelo hacia arriba. En un segundo llega hasta 
una altura de 25 m. ¿Cuál será la máxima altura alcanzada? 

18. Un proyectil se dispara contra una pared vertical situada a una distancia 
de 147 m. La velocidad inicial es 49 m por segundo. 

a) Si a = 45°. hallar la altura del impacto del proyectil en la pared. 

Sol. 58.8 m. 
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b) Hallar a de manera que el impacto del proyectil este en la base de la 

pared. Sol . 18 ü ó ?2°. 

c ) Hallar a de manera que el proyectil dé en la pared a la altura de 24,5 m. 

Sol. 29° ó 70°. 

d) Hallar a para la máxima altura del impacto en la pared, y calcular esa 

altura. $oL 59*; 78, 4 m, 


19. Un cuerpo se mueve con velocidad variable v\ su aceleración es — kv 2 t 
siendo k constante. Si es la velocidad cuando t = O, demostrar que 


v 


Vq 


Hr kt. 


20. Dentro de ciertas limitaciones de velocidad, la resistencia del aire en un 
automóvil es proporcional a la velocidad. Por tanto, si A es la fuerza neta 

generada por el motor, tenemos M — = F — kv. Expresar la velocidad en 

dt 

función de r, sabiéndose que v = 0 cuando t — 0. 


p —— 

Sol. v =4- (1 - <? V), 
h 


PROBLEMAS ADICIONALES 


1. En un cuarto a la temperatura de 20* se observa que un liquido tiene una 

temperatura de 70 *; después de 5 minutos, de 60°. Suponiendo que la rapidez 
de enfriamiento sea proporcional a la diferencia de las temperaturas del líquido 
y del cuarto, hallar la temperatura del líquido 3Ü minutos después de la primera 
observación. SoL 33,1*. 

2. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (a. 0) y cuya sub¬ 

tangente en coordenadas polares es n veces la longitud del radio vector corres¬ 
pondiente. A 

Sol , Q = üe 

3. Hallar la ecuación de La curva que pasa por el punto {a. 0) y cuya sub¬ 
normal polar es n veces la longitud del radio vector correspondiente. 

5o/. o — 

4. Una partícula se mueve en el plano xy de manera que las componentes 
de la velocidad paralelas al eje de las x y al eje de las y son, respectivamente, 
hy y hx . Demostrar que la trayectoria es una hipérbola equilátera. 

5. Un cuerpo que se lanza desde lo alto de una torre bajo un ángulo de 4 5 o 

arriba del plano horizontal, cae al suelo en 5 segundos, en un punto cuya dis¬ 
tancia horizontal del pie de la tone es igual a la altura de ésta. Hallar la altura 
de la torre (g — 9.8) , 5o/ 61,2? m. 

6. Un móvil parte del origen de coordenadas, y después de f segundos la 
componente a: de su velocidad es t- — 4 y la componente t/ es 4 /. 

a ) Hallar la posición del móvil después de r segundos. 

Sol . x - Jí r [ -4 í, y ~ 2 r 2 . 
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b) Hallar U distancio recorrido en la trayectoria. SoL a = % f 3 + 4 G 

c) Hallar la ecuación de la trayectoria. SoL 71 x 1 — y a — 48 y- + 576 y. 

7, Obtener la ecuación de una curva en la que la longitud de la tangente 
(Art, 43) sea constante ( - c) * 

SUGtSTlON- Elegir el signo menos en el problema 2 (ü) de la página 104 y 
suponer que y - c cuando jc = 0. 



8, Para cierta curva es íí 3 ds — t> a d& (Art, 96) ; la curva pasa por el pun¬ 


to (<i, 0). Obtener su ecuación. 


5o/. o* — a- sec 2 H. 
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141. Diferencial del área bajo una curva. Consideremos la función 
continua 4{x) , y sea 

V = <¿ 0*0 

)a ecuación de la curva AB\ Sea CD (fig 106) una ordenada 6ja , 
MP una ordenada variable, y u la medida del área CMPD . Cuan¬ 
do x toma un incremento pequeño Ax t u toma un incremento A u 
{ = área MNQP) . Completando los rec- 
tangidos MNRP y A ÍNQS t vemos que 

Area A/JV/¿P<áreft MNQP<$re$ MNQS, 

o sea, MP - \x < A u < NQ - Ar ; 

y 3 dividiendo por Ax , 

MP<~<NQ. * 

¿IX 

Ahora bien * hágase tender Ax hacia cero; entonces, puesto que 
Ai P queda fija y NQ tiende hacia MP corno límite (puesto que y es 
una función continua de x), obtenemos 

t=y(= Mp r> 

o sea , empleando diferencia lea, 

du = y dx . 



* Cn b figura. MP es menor que NQ ; si MP es mjyor que NQ, no se 
neceáis ¿ más que invertir lo s signos ele desigualdad. 
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Teorema. La diferencial dd área limitada por una curva cualquiera, 
d eje x * u ^ a ordenada fija y una ordenada variable es igual al 

producía de la ordenada, variable por la diferencial de la abscisa corres¬ 
pondiente . 


142. La integral definida. Del teorema del Articulo 141 se sigue 
que si la curva AH es el lugar geométrico de y = *h{x), entonces 
da — y dx t o sea, 

(1 ) du = (x) dx , 


siendo du la diferencial riel área entre la curva , el eje de las x y dos 
ordenadas. Integrando ? obtenemos 



1 ig. 107 



¡Si designamos 

j<t>{x)dx por f{x) + C, 

resulta 

(2) u =/(2‘) + C. 


Pava determinar C , observamos que 
n — U cuando Sustituyendo estos valores en (2) obtenemos 


í i = / (r/) 4 C f 


% le donde } 


C= -/<*), 


Luego (2) se convierte en 

(?) u = f(x)-f(a). 

El área VEFD que se pide es el valor de u en (3) cuando x. — b. 
Luego tenemos 

(A) Area CEFD = f(b) - /(a). 


Teorema. La diferencia de tos miares de j y dx para 


x = a y 


x = b da el área limitada por la curva cuya ordena fía t-s y r ef eje de tas 
x y las ordenadas que corresponden a x = a y x — h< 

Esta diferencia se representa por el símbolo * 

*h s*h 

(4) 


J + h S* b 

y dx o I {x ) dx j 

ti u 


Esu notación no di L .1 Jo^rph FoUrit T r 1 1/IVÍ-133Í)) . 
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que se lee * 1 la integral desde a hasta í> de y d.t’\ La operación se 
llama integración entre límites; a es el límite inferior , b el límite 
superior, * 

Puesto que (4) tiene siempre un valor definido , o puesto que los 
límites a y 6 definen un valor determinado, se llama integral defi¬ 
nida . En efecto , si 

j%(a)d* = /(*) + C, 

entonces 

J '■ + (*}<fe = [ /(*) + c] 1 - t /(fe) + c] - [ /(#) + C}, 

osea, í" =/{t) -/(o), 


desapareciendo la conxlanle de integración. 

Por consiguiente , podemos definir el símbolo 


J - » h 

<!>{x)dx o l ^ d.r 

fi «/a 


rumo ¿a raed/da numérica dd área limitada por la curva y — <P (x) ¡ ** 
d eje de las x y las ordenadas de la curva en x = a y x = h. Esta defií- 
nk'ión presupone que esas líneas limiten un arca; es decir que la curra no 
lome valores infinitos y no atraviese el eje de las x f y que a y b sean 
ambos fin itm, 


143. Cálculo de una integral definida. El procedimiento puede 
resumirse como sigue : 

Primer pasu . Integrar la ex presión diferencial dada . 

Secu mh> paso. Reemplazar la variable en esta integral indefinida 
en primer lugar por d limite superior t después por el inferior, y restar d 
segundo resultado dd primero t 

Nn es necesario tener en cuenta Ui eunsiante de integración t puesto 
que siempre desaparece en la .sustracción . 


La palabra ’ MimiU 1 " usada en vMv caso no represen u mis que el valor di? 
la variable en un rxLriíino de su in imito de varLición {valor extremo) , y no 
Jebe contundirse con el signi litado de la misma palabra en la teoría de los hmi- 
Us. Algunos autores, para evitar <.oníusione\!U prefieren emplear las palabras 
^extremo interior'" y 1 ‘extremo superior \ 

*’ í/tU) es continua y u ti i f o r me , n ruda d intervalo [*j. h J , 
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Ejemplo i 

Ha Mar 

jAv 2 dx. 

Solución. | 


1 3 li 3 3 

Ejemplo 2. 

Hallar 

i sen x dx. 

Jo 

Solución, j 

r * 

sen x 

dx = [- eos .vi" - [-(-1)1 - [-ll 

J 

‘o 

L Jd L J 1 1 


Ejemplo 3. Demostrar que ( ... ÉS — — J^— m 

Jo a 2 -Ex 4 4 a 

Solución. | *—LA- — f — are tg — = — are tg J — J- are tgO — _íL. 

Jo a“ + r La a Jo a a 4 a 

E.IHMPLO 4. Demostrar que ( U .—= — -- 1n 5 = 0,134. 

J-i4x*-9 12 

Solución. Comparando con (19} o <10 a) del Artículo J28, 
o—2 .e, a = 3, de = 2 dx* 


Para decidir si se debe emplear (19) o (19 a) , consideremos los í í mi tes. Los 
valores de x aumentan desde — 1 hasta I). 

Por tanto, o ( = 2 a*) aumenta desde — 2 hasta 0. 

Luego l' 2 < 4. Pero a 2 = k L Por consiguiente, v 2 < a 2 , y tenemos que em¬ 
plear (19 ií) , Asi, 


( 1 ) 


re» dx 
I- i 4 x 3 “9 


't. dx 
- I C ' — 4 A 2 



3 + 2 x]Q 

3 - 2 a j - r 


Por í19 a) 


Determinando los valores en í I L obtenemos la solución. El resultado es nega¬ 
tivo porque la curva y las ordenadas que ti mitán eE ¿rea están debajo del eje 
de las x. 


144. Cambio de límites correspondiente a un cambio de la variable. 
Cuando se integra por sustitución de una variable, a voces es algo 
engorroso re transformar el resultado en función de la variable primi¬ 
tiva. Sin embargo , cuando integramos entre limites podemos evitar 
el procedimiento de reponer la variable primitiva, cambiando los 
límites de manera de hacerlos corresponder a la nueva variable. 
I lustra remos este procedimiento con un ejemplo, 

Ejemplü, Calcular ( lfl X ' A 

Jo I T xH 

Solución, Supóngase que x = ¿ x . 

Entonces x^- ~ ?. 2 . x^* =* /. Además, para cambiar los li¬ 

mite* observamos que ruando 

x = 0, / « ü. 

.V - lo, ¿ = 2 * 


y cuando 
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Por tanto, 

f w x l 4 dx _ f 2 z - 4 z 3 dz _ 4 C' 1 í 

Jo I + JfH Jo 1 + Jo \ 


+ 


1 

1+2 2 



= 4Í*F <fz - 4 rfz +4 f 0 ‘ 


dz 

1+z 2 



—4 z+4 are tg z L 
Jo 


s= ü + 4 are tg 2. 
3 


La relación entre la variable primitiva y la nueva debe ser tal que para cada 
valor de la una, dentro de los limites de la integración, haya siempre un valor 
finito de la otra y sólo uno. Cuando la una se da como una función multiforme 
de la otra, debe tenerse cuidado de elegir los valores que convienen. 


PROBLEMAS 


1, Demostrar que i: f(x)dx= — | f(x)dx* 
Verificar las siguientes integraciones: 


2. 

U a .Y - .V 3 ) dx = j. 

9, 

r 

** iix = 5,609-1. 


J Ü 

Jo 

A' + l 

3, 

II 

-SI* 

10, 

x: 

i* = 0,3167. 

4, 

f 1 yJá —- = V3-1. 

J o V 3 — 2 jc 

11. 

u 

r 

COS <f> d<ji = I - 

5* 

f * 3 ' dt = In 2. 


Jo 


M i + t a 

12, 

j; 

V 2 + 2 eos 19 ¡t» = 4. 

6, 

C ¿ x* dx _ JL — ]n 3. 

Jo a: + 1 3 


T? 

\ 

7. 

rr r dx jTr 

13- 

X/ 

sen^ x cos^ x dx ~ — - 

Jo Vf ! -* ! 2 


IT 


8- 

C w íi ? 

1 (Va — V A-y dx = 

14. 

X T 

ssc 4 II iltl = y. 


Calcular el valor de cada una de las siguientes integrales definidas: 



n \ dx 

17, 

n- y dy 

15, 

Jü V 9 - 2 x 

Ju \7 25 — 4 y ! 

16, 

f* ,: dl ■■ 

18. 

N 

V 

1 

fl 

*3 

V 

Jo \ f ‘ + 16 


Ju 
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19. 


20 . 


21 . 


s: 

s: 


dx 

VI x -) ' 

xe -x2 


ír 



eos 2 & de. 


22. i sen 3 eos — d$. 

J o 2 2 

23. f 2 ** d *. . 

J -1 jí T 2 


24. 



x 2 dx 

x 2 + l' 


145. Cálculo de áreas. Pm el Artículo 142 se demostró que el área 
entre una curva , el eje de las x y las ordenadas x = a y x = h t viene 
dada por la fórmula 


(B) 


Area = 



y dx, 


sustituyéndose el valor de y en términos cíe x obtenido de la ecuación 
de la curva dada. 


EJEMPLO 1. Hallar el área limitada por la parábola y = x 2 , el eje de las x 
y las ordenadas x =2 y x — 4 (fig. 108). 


Solución. Sustituyendo en la fórmula, resulta 



EJEMPLO 2. Hallar el ¿rea limitada por el circulo x 3 T y 2 = 2T e! eje de 
las x y las ordenadas x = — 3, x — 4 (fig. 1U9) . 

Solución. Despejando y f tendremos: y = V 25 - x 2 . Por tanto. 

Area = j" 2 5 — x 2 dx = y/ 25 — x 2 -f — a re sen y j ^ por (22) 

= ó + ^ arc <sen 4~ + 6 ^ ~ are sen 
£ J 4 


4 )- 


31.6. 
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La solución debe compararse con el ¿rea del semicí reulü f que es 

1 (2Í*) - 39.3. 

2 

EJEMPLO 3, Area bajo una parábola de eje paralelo al eje de las y. En la 
figura 110, el punto P r , del arco parabólico PP f/ está elegido de manera que 
AO — OB. Las ordenadas de P t P f , P fí son respectivamente y> y\ y rt . De* 
mostrar que el área entre la parábola, el eje de las x y las ordenadas de P y P if 
es igual a % h {y-p4y'-f* y ,f ) si 2 h es la distancia entre las ordenadas de 
P y P'L 

Solución. Tomemos para eje de las y la ordenada de P f como en la figura. 
Entonces, AB =2 h. La ecuación de una parábola de eje paralelo al eje de las y 
es, según (7) del Artículo 3, (x h) 1 = 2 p (y — k) . Si de esta ecuación 
despejamos el valor de y. se obtiene una ecuación de la forma 

(l) y — ax 2 + 2 bx + c* 



Eí área APP f, B (= u) que se pide es. según (B) 

(2) u — í (íijc a + 2 bx + c) dx ~ ah 3 4- 2 ch. 

J — h 

Según (I) r si x — — h, y = AP = ah* — 2 bh T r; 

si x » O, y ' = OP' = c, 

si * = h, y ff = BP”= ah 2 + c + 

Por tanto. h (y + 4 y' + y fí ) = % ah* 2 ch = u > c. s. q, d. 

146. Cálculo del área cuando las ecuaciones de la curva se dan 
en forma para métrica, * Sean las ecuaciones de la curva en la forma 
paramé trica 

* = /( 0 , v = 

* El lector puede ver en tratados de Cálculo más avanzados, la demostra¬ 
ción rigurosa de esta sustitución. 
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Entonces tenemos y = <fr(í) y dx — f f {i)dí. Por tanto» 
(1) Area = C y dx = C 

Ja Jt i 

en donde t = ti cuando x — a y t — h cuando x = b. 


EJEMPLO- 
t ¡culo 81) son 


Hallar cí área de la elipse cuyas ecuaciones patamétrkas (Ar 
x = a eos <pt y — b sen 0. 



Solución. Aquí 

y — b sen 

y dx — — a sen y» 

Cuando x = O, $ = % x; 

y cuando x = a, <P — 0. 

Sustituyendo estos valores en (1), obte 
nemos 

4 Jo 

/ 2 , . , ;tab 

= —■ I w/> sen 2 ^ d</> = , 

4 


Luego el área total es igual a xab* 


PROBLEMAS 

1, Calcular por integración el área del triángulo limitado por la recta 
y = 2 x, el eje de las x y la ordenada x = 4. Verificar el resultado, obteniendo 
el área como la mitad deI producto de la base por la altura. 

2, Hallar por integración el área del trapecio limitado por la recta 
ar + y — 10, d eje de las x y las ordenadas x — ¡ y x — 8. Verificar el 
resultado, obteniendo el área como la semisuma de las bases por la altura. 

Hallar el área de la superficie limitada por la curva dada r el eje de las x y las 


ordenadas dadas- 

3, y = x*; x = 0, x — 4. SoL 64. 

4. y ^ 9 - x J ; x = ü. x = 3, 18, 

5* y = x* + 3 x 3 + 2 x; x = - 3, x = 3. 54. 

6. y = x 2 + x + I; x = 2, x — 3. 9%. 

7. xy — k 2 ; x = u. x = b* k 2 ln ^ — ^ 

8. y = 2 .v + ~ : x = l. a- = 4. 1 Sy t . 

X- 
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9, 

10 

y - __d v - 0. x - 5, 

V x + 4 

5o/. 20. 

10. 

ay = x \/ a 2 — x 2 ; x — 0, x = 

Ka* 2 , 

11 . 

y 2 “L 4 .v = 0; x = — !. x ~ 0. 


12, 

y 2 = 4 x + 16; x = - 2, x = 0. 


13, 

y = x 2 + 4 x: x = — 4. = — 2. 


14. 

y — 4 x — jc 2 : x = D a = 3, 


15, 

y- = 9 — x: x = 0, x — 3 16, 2 y 2 = a 3 : 

a = 0. * = 2. 


Hallar el i rea de la superficie 1 i mi urda por La curva dada, el eje de las y 


y las rectas dadas. 






17. 

y' J = 4 x ; y = 0, y = 4. 




5 o/ 

. 5 Jí. 

18, 

y = 4 — x 2 ; y - 0 r y — 3. 





4JÍ. 

19, 

x = 9 y — y 3 ; y - 0, y = 3, 

21. 

y 3 = íi ! jr: 

y = 0. 

y = 

tí. 

20, 

-r 

II 

Í3i 

II 

22, 

?í 

II 

ÍN 

y = 0, 

y = 

£1- 


bosquejar cada una de las siguientes curvas y hallar el área de una arcada. 


23, 

y = 2 eos x. 

5oi, 4. 

21, 

y = 2 sen Vi xx. 

S 

JT 

25. 

y — eos 2 x* 

1. 

26, 

y — sen Vi x. 

4. 

27. 

Hallar el área limitada por los ejes coordenados y la parábola 



V x + V y “ \/ n , 

28. 

Demostrar que el a rea 

de un segmento cualquiera de parábola obtenido 


corundo la curva por una cuerda perpendicular al eje, es dos tercios cid tecrán- 
guio circunscrito. 

29. P y Q son dos puntos cualesquiera de U misma rama de una hipérbola 
equiUrera xy — k . Demostrar que el atea de la superficie limitada por el arco 
PQ ■ í*s ordenadas de P y Q y el eje de las x, es igual al atea limitada por PQ< 
las abscisas de P y Q y el eje de las y, 

30. Hallar el área de la superficie li mirada por la catenaria 

( ~ 

y = h \ e a + e ° I, 


el eje de las ^ y las rectas x = a y x = — a. 


SoL *-(. - i). 
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31. Hallar el área de la superficie comprendida entre las dos parábolas 
y 2 = 2 px y x 2 = 2 py. 


Sol. yp 2 . 


32. Hallar el área de la superficie comprendida entre las dos parábolas 

y 2 = ax y x 2 — by. 

Sol. lab. 

33. Hallar el área de la superficie encerrada por el lazo de la curva cuya 
ecuación es 4 y 2 = x' 2 (4 — x) , 

128 


Sol. 


15 


34. Hallar el área de la superficie limitada por la curva cuya ecuación es 

y 2 = x 2 (x 2 — 1 ) y por la recta x = 2. Sol . 2 \/ 3 . 

35. Hallar el arca de la superficie encerrada por el lazo de la curva cuya 
ecuación es y 2 = x 2 (9 — x) . 

Sol. «I. 

36. Hallar el área de la superficie limitada por la curva cuya ecuación es 


x 2 y la recta x = 2. 


c / 32 

5°/. —. 


37. Hallar el área de la superficie encerrada por el lazo de la curva cuya 
ecuación es y 2 = x (x — 2) 2 . 

Sol. iiV3. 

38. Hallar el área de la superficie encerrada por el lazo de la curva cuya 
ecuación es 4 y 2 = x 4 (4 — x) . 

2 048 


Sol. 


105 


39. Hallar el área de la superficie limitada por la hipérbola x 2 — y 2 = a 2 
y la recta x = 2 a. 

Sol. a-[2 VI - In (2+ VI) ] . 

40. Hallar el área de la superficie limitada por la hipérbola x 2 — 4 y 2 = 4 
y la recta x = b. 

41. Hallar el área de la superficie limitada por una arcada de la cicloide 

x = a {6 — sen 0) , y = a (1 — eos 6) y el eje de las x. Sol. 3 Jia 2 . 

42. Hallar el área de la cardioide 

x = a (2 eos t — eos 2 t) , 
y = a (2 sen / — sen 2 /) . 

Sol . 6 xa 2 . 
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43, El lugar geométrico representado <m ta figura 112 se llama "la compa¬ 
ñera de la cicloide' . Sus ecuaciones son 


x = a&, y = a U — eos fl) 


r i. 



Fig* 112 


Hallar el área de una arcada. 


Sol, 2 na-. 


44* Hallar el área de la hipoeidoide x ~ a eos 3 fl, y = a sen 1 fl, siendo ff 
el parámetro. 



147* Representación geométrica de una integral, 3ín lo anterior 
la integral definida ha aparecido como dren. Esto no significa necesa¬ 
riamente que toda integral definida sea un área, porque la interpreta¬ 
ción f trica del resultado depende de la naturaleza de las magnitudes 
que representen la abscisa y la ordenada. Así, si x y y se consideran 
como coordenadas de un punto fijo, entonces la integral en (i?) del 
Artículo 1*15 es realmente un área * Pero supóngase que la ordenada 
re p re sen Le l a ve lo ci dat 1 d e u n p u n i o mó vi L > y que la a I >sci sa co rres p n n - 
diente represente el tiempo cuando el punto tiene esa velocidad ; 
entonces la gráfica es la curva de la velocidad del movimiento , y el 
área bajo ella entre dos ordenadas representa la distancia recorrida en 
el intervalo de tiempo correspondiente. Es decir, el numero que 
representa el área es igual al número que representa la distancia (o el 
valor de la integral) . Asimismo una integral definida que significa 
volumen, superficie, masa, fuerza, etc., puede ser representada 
geométricamente por un área, 

148* Integración aproximada* Fórmula de los trapecios* Ahora 
demostraremos tíos reglas para determinar aproximadamente el valor de 


(1) 



Estas reglas son útiles cuando la integración en (i) es difícil o no se 
puede efectuar en términos de funciones elementales* 
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El valor numérico exacto de (1) es la medida del área de la super¬ 
ficie limitada por la curva 

(2] y = f (x) 3 

el eje de las x y las ordenadas x = a t x = b. El valor de esa área 

puede determinarse j apro- 
ximadamen te, sumando 
trapecios, como sigue : 

Divídase el segmento 
b~a de OX (fíg. 113) 
en n partes iguales; sea 
Ax la longitud de una par¬ 
te . Sean las abscisas suce¬ 
sivas de los p u n t. o s de 
división 

£ 0 (= a) , xi, X2 , _ 

r¡ s- 113 _ _ Xn (= ?>). 



Levántense en estos puntos las ordenadas correspondientes de i a 
curva (2). Sean éstas 

V* = / (&>), y\ = / (Xr ), y* = /Car»), . .. , z/n = / íx™). 

Unanse las extremidades de las ordenadas consecutivas por líneas 
rectas (cuerdas); de esta manera se formarán trapecios. Entonces, 
como que el área de un trapecio es igual a la semisuma de las bases por 
la altura , obtenemos 

Yziyu + yi)&x = área del primer trapecio, 

Y O/i + y¿)Ax = área del segundo trapecio , 


Y (;*/*-1 + y*) A# = área del enésimo trapecio. 

Sumando, obtenemos la fórmula de los trapecios, 

(T) Area = yi + 1 / 2 + ... + y„- 1 + ~ Áx. 

Es evidente que cuanto mayor sea el numero de intervalos (es 
decir, cuanto más pequeño sea Ax), tanto más se acercará la suma 
de las áreas de los trapecios al área bajo la curva , 
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Ejemplo I. Calcular 


.O 


dx por la formula de ios trapecios, dividien¬ 


do de x = 1 a .v - 12 en once intervalos. 


Solución. Aquí Ax = -- —= — -- = l. El área de que se trata está 

n 11 

bajo La curva y — ac-. Sustituyendo en esta ecuación las abscisas 

2 ( 3, .... a 

obtenemos las ordenadas y = I r 4, 9.144. Luego, según (T), 

Area = (K + 4 + 9+ 16 + 2 5 + 

+ 36 + 49 + 64 + 81 + Y*' 

+ 100+121 + lí -144). I 

= 577 y 2 . 

Por integración, 

s **‘— 

Luego, en este ejemplo el error de la 
fórmula de los trapecios es menor 
que una parte entre trescientos. 

Ejemplo 2. Hallar el valor 
aproximado de 

¡ = § n V 4 + J.' 3 dx 

según (Tí . tomando n = 4, 

Solución. Sea y — a/ 4 + jc 3 . 

En este taso. A* = 0.5. 

* _ X 

Hágase una tabla de ^ 2.000 = yo - ~~q ¡ 

valores de jr y y como \ * Tfá “ 

la que se muestra. i s > 2,71b = y¡ n . 

Aplicando (T) f 2 +454 = y* ris ' 1W 

/ = (t ,000 + 2,031 + 2,236 + 2,716 + 1,732) X 0.5 = 4,858. 

Si tomamos n = 10. obtenemos / — 4,825, mejor aproximación. 



PROBLEMAS 


Calcular los valores aproximados de las siguientes integrales por la fórmula 
de los trapecios, empleando los valores indicados de n. Verificar los resultados 
efectuando las integraciones. 


1. f 10 —■: n =7. 

2, f ’ * \/l$ - x 3 </jf: n = 10. 
i. * o 


J '* g 

“V64- jc* <íje ; n « 8. 

4. f*' V16 + j; 2 d*: n = 6. 

^ 0 1 2 
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Calcular los valores aproximados de las siguientes integrales por la fórmula 
Je los trapecios, empleando los valores indicados de n . 

C 1 dx 

5 1 - ; n = 4^ 

0 V 4 -r ,v 3 

6 ‘ X ^ x+ * 3 dx; n=4 ‘ 

7. J’’ n v"|2> - x* dx: n = í. 

8. ^ y/ 12b — jc 3 dx: n — 4. 

C ** x dx , _ . 

9. I — ~ : ;j=6. Sof.9,47. 

J 2 V 4 + Jf a 

10 * Vio + x 4 dx; rt = 5. 

11 ♦ P x“ 'v/ 16 — x 1 dx: n = 4. 

149. Fórmula de Simpson (fórmula parabólica). En vez de unir 
las extremidades de las ordenadas sucesivas por cuerdas y formar tra¬ 
pecios , podemos obtener una mayor aproximación del área uniéndolas 
por arcos de parábolas y sumando las áreas bajo esos arcos. Una 

parábola con eje vertical 
puede hacerse pasar por 
tres puntos cualesquiera de 
una curva, y una serie 
de tales arcos se ajustará 
m á s estrechamente a la 
curva que la línea quebra¬ 
da formada por las cuer¬ 
das. La ecuación de tal 
parábola es de la forma (1) 
dada en el ejemplo 3 del 
Artículo 145, y los valores 
de las constantes a , b y c 
p u e d e n de term i mu se dc 
manera que esta parábola pase por tres puntos dados. Pero esto no 
es necesario en la presente investigación. 

Dividamos el intervalo desde x = a — OMa hasta x = b = OMn en 
un número par (— n) de partes, cada una igual a Aa\ Por cada 
serie de tres puntos sucesivos Fu , Pi , Pi ; P *, Pz , Fj ; etc. ? se 
trazan arcos de parábolas con ejes verticales. Las ordenadas de esos 



Sol. 1.227. 


3,283. 


44,17, 


34 r 78. 


2. ^ V x 2 -¡- 3 x dx: n — 5. 

C 4 X dx 

3. I — 

J 1 V 10 + 


C“ dx 


n — 6 . 


\/ 10 + JT 2 


i> = 4. 
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pun tos mu yu > yi, y? > .., , y n , como se indica en la figura Así, se 
reemplaza el área ftLjPaP?. . .. P t M u por una serie de ‘ 1 tiras parabó¬ 
licas dobles 11 como MüPuPiPiMz, cuya extremidad superior es er 
cada caso un arco parabólico (1) del ejemplo 3 del Artículo 145. 
El área ríe cada una de esas tiras se obtiene empleando la fórmula 

w= HM// + 4/ + y”) 

de ese ejemplo. 

Para la primera , h = ? y = y », y* — i¡\ , y* r — y*. Luego 

área de la primera tira AfufVLP-M- — —■ (ya + 4^+ y¿) _ 

u 

Análogamente, 

A x 

según r!a tira = ( 2/2 + 4 2/3 + j/i ), 

i5 

tercera (.ira = (?/i 4- 4 y i + y «), 


A x 

líltima tira = -=-(í/b-j+ 4y H -i+W n ). 

Sumando r obtenemos la fórmula de Simpson (siendo n par) , 

(S) Area = (í /11 + A y\ 2 y-± -b 4 + 2 1/4 + - + */«)■ 

Como en el cuso de la fórmula de lus trapecios, cnanto mayor set 
el mi ni ero de parles en que se divide « , tari lo más se acercará e 
resultado al área bajo la curva, 


Ejemplo 1. 
d¡er/. intervalos* 


Calcular í" ,v 3 itx 
Jü 


por la fórmula de Simpson, 


i o m .indi 


Solución, Aquí &x = ^ a - ^ =1, El área cn cuestión es baja I, 

a 10 

cueva y = x z . Sustituyendo las abscisas x = 0. I. 2, . ... 1U cu y = * a , ob 
tenemos las ordenadas y — l), 1, 8. 27, .... IODO, Lm-go. íegum (.í) , 


Arca = yí (O + 4 + ¡6 + IUS -|- HS + 500 + 412 

+ l 372 + t 024 + 2916 + 1 0001 = 2 5UD. 


Por integración, C jf 3 dar — í — 1 = 2 500* dt? marina que cu esl<? e jemi 

Jd L 4 |n 

pío la íórmula de Simpson da un resultado exacto. 
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EJEMPLO 2, HáiláT el valor aproximado de 

i = fj VTTT'Jx 

según (iS), tomando n =4, 

Solución. La tabla de valores se da en d ejemplo ilustrativo 2 de) Ar¬ 
tículo 14d, Por tanto, 

/ = (2.000 + 8.124 + 4.472 + I0.8i4 4-3.4b4) X y- - 4.82!. 

Compárese el resultado dado por (T ) cuando n = 10; a saber, 4,S2li. 

I: n este caso la fórmula (¿?) da mejor aproximación que (T) cuando n = 4. 


PROBLEMAS 


Calcular, por la íórmuta de Simpson, los valores aproximados de las 
siguientes integrales, empleando los valores de n indicados. Veri i ¡car los resul¬ 
tados efectuando las integraciones. 


1 

o 


J i 4 + -v- 

, x 25 — X 2 d.x ; 


ri — 4 * 


3. a/ C4 — x* dx: n = 6> 

4. V 16 + .v*' dxt n = 6» 


Calcular los valores aproximados de las siguientes integrales svgun la I ó emula 
de Ktmpson, empleando los valores de p indicados. 


r d * 

5, 1 - ; n - 4, 

Jn V 4 + *3 

tí. j o a/ l + .v a dx\ n = 4. 
7. ’ V 12b - jc 3 Jjv. n = 4. 

r* xd* 

8 ' J, " 

!), ’ij' b + Jt ’ dx\ 0 = 4. 

v a 

~7= 

i y/ i 


O = tJ. 


11 


12 


4- x 3 

^ jc 3 — x dx; n=4- 

J ' 1 jc dx 

2 


V 54-. 


zi = 4. 


SuL 1.230. 

j,2?9. 
3 5.i&. 
9,49, 
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Calcular los valores aproximados de las siguientes irtlégrales según ambas 
fórmulas, la de los trapecios y la de Símpson. Si se puede hallar la integra! 
indefinida, calcular también el valor exacto de la integral. 


13, 


U, 


XV- 

s: 


- x- dx: n = 4. 


x V lt> — x 2 tfjc; n = 4, 


18. 


lü. 


X 

X f 


1 

c - dx ; n — -I * 


Wdf* 


V2 + 


n - r. 


15 


10 


17 


dx 

\/ 64 — x- 


n — 4. 


20 * 


21 . 


X a VP 

s: 


eos" fl (ifl; n = ú, 
10 di? 


rc = 4. 


.v dx 


V 1 T eos 2 A ^0 

22. V 4 — 3 sen^rtfl dti; n = 8, 


J " 7 x dx 

•r 

X VTTT 

150. Intercambio de liantes. Puesto que 

r <t>(x)d.x = f (t> ) - f (n) , 

+J(i 

^ </> (> i dx = /(«}—/ 0>i ~ - | / (h) — fin) j, 

■£(*) ¿r = - <Mjt)í/x. 


tenernos 


Teorema. 7f>« lint ¡tes dr una inletjrul definidu va vr/ui- 

valen fe u eamhkir *A signa de la íntegro!. 

151- Descomposición del intervalo de integración en una integral 
definida. Puesto que 

C ^ (x)dx = / (j*i ) — f (a) , (rt < X< < fe) 

y f 4 * = / (6) - /(.n) # 

obtenemos 7 por adición , 

f 1 0(;r)r/x + T ^(.r= /(/>)—/(a). 

Pero | f ^ (x)f/x = / (í>) — /(«) ; 

*/ a 
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por tanto , comparando las ultimas dos expresiones, obtenemos 
(C) í* <P(x)dx= r* ‘ (jt) ir + C <f>{x)dx. 

m/ti U f.i *s XL 

Interpretando este teorema geométrica mente como en d Artícu¬ 
lo 142, vemos que la integral del primer miembro representa el área 

entera CEFD (fig h 116), la pri¬ 
mera integral dd segundo miembro 
el ¡lira CMJ*1) y la segunda -inte- 
gral el arca MEFP. Luego el 
teorema es obvio. 

Evidentemente, de esta ma¬ 
nera, la integral definida puede 
descomponerse en un numero cual¬ 
quiera de integrales definidas sepa¬ 
radas , 



152. La integral definida es una función de sus límites. En 
efecto, de 

vemos que la integral definida es función de sus límites Así, 

r h n b 

í/i (z)dz tiene exactamente el mismo valor que L ( x)dx , 

4/tt 

Teorema. 1¡M i n fag i a f ri (fui ith % e.v jan c i ó n de un# l¡ m i l r $ + 


153* Integrales impropias* Limites infinitos* Hasta aquí se ha 
supuesto que los Ifmil.ejs fie la integral son finitos Sin embargo, aun 
en d trabajo elemental, u veces conviene quitar esta restricción y 
considerar integrales con límites infinitos. En ciertos casos esto puede 
hacerse sirviéndonos de las siguientes dxjinirintteK. 

Cuando el límite superior es infinito, 



r L 

é ) dx — líru I 0 Ix)dx , 

t* -^ i* V md rt. 


\ cuando el límite inferior es infinito , 



C h 

$ {x)dx — lím 1 4* 

^ %Jü 


(.r )dx f 


con tal que existan los limites. 





http://carlos2524.jimdo.com/ 


INTEGRAL DEFINIDA 


305 


p^ 00 dx_ 

J i 

. lím = llm [-11" 

*'1 X- ft—-X 2 *>—>+* L -Xjl 


EJEMPLO 1. Hallar 

Solución 


]¡m [-1+ ll= 1. 

1»—^T*l tí J 

Ejemplo 2. Hallar ( ^ 4 ° —-> • 

•Jo .x 2 -f- 4 a 2 

Solución. p«- 8a*rfx i im f"4iLlí£L = | im [4 a’are lg¿l" 
Jo * a -f-4a- ft —^4- cc J° a- 4- 4 a- b—> + * L 2aJ« 

*■ lim [4 a 2 are tg JL1 = 4 a 1 ~ = 2 ;ta*. 
t>—^ + * L 2 a J 2 

Interpretemos este resultado geométricamente. La gráfica de nuestra función 
es la curva llamada la bruja, o curva de Agnesi (fig. 117) , dada por la ecuación 

8 a 5 * 


x 2 d - 4 o* 


Area OPQb — f" AsLÉ£. - 4 o- are tg A. 

Ju -v 2 H- 4 a 2 2 a 



Luego, cuando la ordenada bQ se mueve indefinidamente hacia la derecha, 
el área OPQb tiende hacia un límite finito 2 na 2 . 


Ejemplo 3. 

Hallar | 

r+* tix 




J 

’l -x ’ 



Solución. 

C**dx 

= lim 1 

C h 

= lim (ln b) 


J i X 


!l x 

6—> + » 


No existe el limite de ln b cuando b aumenta sin limite; por tanto, la 
integral no tiene significado en este caso. 


154. Integrales impropias. Cuando y= 4>(jc) es discontinua. 
Consideremos ahora casos donde la función para integrar es discon¬ 
tinua para valores aislados de la variable dentro de los límites de 
integración. 
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Consideremos , en primer lugar, el caso en que la función para 
integrar es continua para todos los valores de x entre los límites 
a y b , con excepción de x = o. 

Si a < b y e es positivo # empleamos la siguiente definición: 


(1) 


S*h 

<t> ( x)dx = llm i <f> (x)dx , 

tt *—¿M) %so,-\r* 

o igualmente, cuando <f>(x) es continua salvo en :r = 6, definirnos 
( 2 ) C <t> (x)dx = lím f 

t/fl • —) o»/ a 


con tal que existan los límites. 

dx 

- . 

o Va 2 —* 2 


Solución. Aquí — ~ se vuelve infinita para x — a. Luego, se- 

V o* - X 1 

8Ún (2). 



r a dx 

-lim 

r 

= lim 

1 

N 

> 

o 

— i 

are sen 

«- 4 

x 2 * — o 1 

L 

= lím f 

are sea í I — — 

| = are sen 

l-¿. 

*—>0 l 

\ a 

/J 

2 


E.JFMPLO 2. Cale 


ular Píí. 

Jo x* 


Solución. Aquí — se vuelve infinita para x =0. Luego, según (1) 


f'^= l¡m f'íf-Um (1- lY 
JO x* -V- ♦—/ 


En este caso no hay limite y, por esto, la integral no existe. 

Si r está entre ayby (t>{x) es continua salvo en x = c, entonces, siendo 
t ye' números positivos, la integral entre a y 6 .ve define por 

(3) <p (*) dx = lím f* 4 (x) dx T lim <p(x)dx. 

Ja «—>0 Ja *’—>0 

con tal que exista cada uno de los limites. 


Ejemplo 3. Calcular f'« 2 * ■ 

Jo (x s -u a )* 

Solución. Aquí la función por integrar se hace discontinua para x = a: es 
decir, para un valor de x entre los limites de integración 0 y 3 a. Luego debe 
emplearse la definición (3). 
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Asi. C‘ ia - \ * d * = lim lien f 3 " . 

Jíí (x- — t/-) ./ u (a:— fl’} ^ >0 Ju+*' 


2 x dx 


(x*-a*)X 

= lim fl (**-«*> <*T~+ lím [j (a - 2 - a 2 ) * T " 
*—?’Ú L }n 


= lim [3^(11- é) 3 — a £ + 3aíi]+ lim 

*— t 1 —£0 

- 3 \/ (a+t') ! - a' 1 ) 

— 3 T 6 a" = 9 a J T 

Para interpretar geométricamente este resultado, tracemos la gráfica (figu¬ 
ra m), es decir, el lugar geométrico, representado por la ecuación 

2 x 

y (a 3 - k 3 ) fi 

y notemos que jc = o es una asíntota. 

Acea OTE = J) ( = 3^ (o - *) 2 - a a + J A 

Luego, cuando RE se mueve hacia la derecha acercándose a Ja asíntota (es 
decir, cuando e tiende a cero) , el área OPE tiende a 3 q& como limite. 
Asimismo, 

Atea E'QHG = (v 2 / ^ = 3\/ñl& - 3^ (a + *') “ - fl 3 

tiende a ó ntt como limite cuando QE f se mueve hacía la izquierda acercándose 
a la asíntota (es decir, cuando t* tiende a cero). Sumando estos resultados, 
obtenemos ^ u>L 



Píg T US 

EJEMPLO 4. Calcular í “ U - — 

Ju {x — 



ü) J 


Solución, También esta Función se vuelve infinita entre los límites de la 
integración. Por tanto, según (3), 

f lu d -V — = lim f u - ¿3r -+Iim f au d * 

Jn (a —ti ) 3 r-^tiJo (a— a) a >o.'o + í' (a— tr) j 

.. r i i»— , .. r i i ‘io 

— lim I — *- “r 1 1 m —- i 

í —$Ql A 1 — tí J n *'■—iH jL X — tíJaM' 

= lmíI-iUl¡ m (-1 + 2). 

í—^ü\e úf ?o\ a e'/ 
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lia este caso los 1 i mi tes no existen, y la integral no tiene significado. 

Si trazamos la gráfica de esta función (fig. 119). parece que todo es casi como 
i?n el ejemplo anterior* Pero vemos que los limites no existen; en esto está la 
di fe re neta* 

La importancia de observar si la función dada se vuelve infinita dentro de los 
limites de la integración, o no, aparecerá inmediatamente si aplicamos nuestra 
fórmula de integración sin hacer aquella investigación previa. Así, 



resultado que es absurdo en vista de la discusión anterior. 


PROBLEMAS 


Verificar cada una de las siguientes integraciones. 
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LA INTEGRACION COMO SUMA 


155. Introducción. Hasta ahora hornos definido la integración 
como la operación inversa de la derivación . Pero en muchas aplica¬ 
ciones del Cálculo integral es preferible definir la integración como un 
procedimiento de suma, De hecho t el Cálculo integral se inven!ó con 
el fin de calcular el área de las superficies limitadas por curvas , supo¬ 
niéndose la superficie dada dividida en “un número infinito de partes 
infinitamente pequeñas que se llamaban elementos, siendo la suma de 
las áreas de todos estos elementos el área buscada 1 *. Histórica mente , 
el signo integral no es otra cosa que la S larga, empleada por los 
primeros autores para indicar la palabra suma. 

Esta nueva definición, que se desarrolla en el artículo siguiente, 
es de importancia fundamental, y es indispensable que el lector enm^ 
prenda a fondo lo que se quiere decir, para que pueda aplicar el 
Cálculo integral a los problemas prácticos, 

156, Teorema fundamental del Cálculo integral* Si é (x) es la 
derivada de / (x ), se lia demostrado, en el Artículo 142 , que et 
valor de la integral definida 



( 1 ) 


da el área de la superficie limitada por la curva y — 4>(x ) } el eje 
de las x y las ordenadas corres poiu lien tes a x — a y :r = lt . 

Ahora bien, a proposito de esta área hagamos la siguiente cons¬ 
trucción, Dividamos el intervalo desde x = a hasta x — lt en un 
número n de partes iguales, tracemos las ordenadas en los puntos 
de división y completemos los rectángulos trazando líneas horizon¬ 
ta les por las extremidades de las ordenadas, romo se indica eri la 
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figura 120. Es evidente que la suma de las áreas de estos n rectán¬ 
gulos (el área sombreada) es un valor aproximado del área que 
consideramos. Además es también evidente que el límite de la suma 
de las áreas de estos rectángulos, cuando se aumenta indefinidamente 
su número n , sera igual al área bajo la curva. 

Ahora efectuemos la siguiente construcción más general. Divi¬ 
damos el intervalo en n partes, que no serán necesariamente iguales, 
y levantemos ordenadas en los puntos de división. Elijamos de cual- 



Fíg. 120 


Fig. 121 


quier modo un punto dentro de cada parte, levantemos ordenadas en 
estos puntos y tracemos por sus extremidades lincas horizontales de 
manera de formar rectángulos, como se indica en la figura 121. 
Entonces, como antes, la suma de las áreas de estos n rectángulos 
(el área sombreada) es igual, aproximadamente, al área bajo la 
curva; y el límite de esta suma cuando n tiende a infinito y cada 
parte tiende a cero es, precisamente, el área bajo la curva. De 
estas consideraciones vemos que la integral definida (1) puede mirarse 
como el límite de una suma. Ahora formulemos este resultado. 


r 


a) Designemos las longitudes de 
las divisiones sucesivas por 



b) Designemos las abscisas de los 
puntos elegidos en cada una de las 
y divisiones por 



Fig. 122 


ai, X '¿, , .. i , íCti. 


Entonces las ordenadas de la curva en esos punios son 

*(*), ... +(x n ). 
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c) Las áreas de los rectángulos sucesivos son , evidentemente , 
$ (xi )Axi , (xi)hzt , $ t . .. , (x /( )Aí>j . 

rf) Por tanto , el área baja la curva es igual a 

llrn f {xi)Axi + + <t>{xn)Axz + ... + ^ (x*)\x« ] 


Pero según (1) el área bajo la curva — C «/> {x)dx. 

Luego, 

(A) C ${x) dx = lím [^{xOAri + (* 2 ) \xz + . . . + tf>(jr N ) A Xn\. 

Esta* igualdad se ha deducido sirviéndonos de la noción de área. 
La intuición nos ha ayudada on establecer el resultado . Ahora consi¬ 
deremos la igualdad (A) simplemente como un teorema de Análisis mate¬ 
mático t que se puede formular como sigue : 

Teorema fundamental del Cálculo intecral. Sea <f>(x) una 
función continua en el intervalo desde x = a hétela x — b. Divídase este 
intervalo en n subiníervalos cuyas longitudes son Axt t Ax*, . . . t Ax ra , 
y elíjanse pun¿os ) uno en cada subintervalo t que tengan las abscisas 
xi 4 xs , ... , Xn , respectivamente . Considérese la suma 

n 

(2) <f> (xi)Axi + * (x<)Axs + ... + * (x„)Ax, ( -Z*(*)Ax,. 

Í»1 

Entonces } el ralor límite de esta suma cuando ti ti ende a infinito, y 
cada xuhintervalo tiende a cero t es igual al calor de la integral definida 


r*u)d*- 

La igualdad (A) puede abreviarse como sigue : 

b n 

(3) f ¿ (x)dx = lím (^f)A^L 


La importancia de este teorema resulta del hecho que así podemos 
calcular , por integración } una magnitud que sea e! limite de una suma 
de la forma (2), 

Puede observarse que cada término de la suma (2 ) es una expre 
sión diferencial, puesto que las longitudes Axi , Ax- f .. . f Ax« tienden 
a cero Además , cada término se llaína un elemento ^le la magnitud 
que se trata de calcular 
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La siguiente regla será muy útil en la aplicación de este teorema a 
los problemas prácticos. 


Regla para aplicar el teorema fundamental 


Primer paso. Se divide la magnitud buscada en parles semejantes 
de manera que sea claro que el residtado deseado se encuentra lomando el 
límite de una suma de esas partes . 

Segundo paso. Para las magnitudes de estas partes se hallan 
expresiones tales que su suma sea de la forma (2) . 

Tercer paso . Elegidos los limites apropiados, x — a y x = b , 
se aplica el teorema fundamental 

* pb 

lím 2 ^(n/)Axí = l $(x)dx 

y se integra. 


157* Demostración analítica del teorema fundamental* Como en 
el Artículo 156, dividamos el intervalo desde x ~ a hasta x — b 
en cualquier número n de subintervalos, que no necesitan ser iguales, 

y representemos las abscisas de los 
puntos de división por 

i?i 3 hs } ... , b n - 1, 

y las longitudes de los subintervalos 
por Axi , Axz , .. . , Ax n . Hagamos 
ahora que , x f i t ... t x f )t repre¬ 
senten abscisas, una en cada inter¬ 
valo , determinadas por el teorema 
del valor medio (Ari. 116); levan¬ 
temos las ordenadas en los extremos 
de estes abscisas y tracemos por los extremos de las ordenadas líneas 
horizontales para formar rectángulos, como m indica en la figura 123. 
Obsérvese que aquí i>(x) reemplaza a/' (x) t Aplicando {£) del Ar¬ 
tículo 116 al primer intervalo (a = a , b — hi y x\ está entre a y 6i) , 
tenemos 


>■ 

l. 

[ 

í 

i 

i 

1 

i 

( 

4 

| 

j 

i 

i . 

•^fr 

y 

I 

< 

* 

. 



0 



Fíg. U3 


/foO - I (a) 

bi — a 


= +Ut), 


hi — a = Asi, 
f(b i) — / (a) = (x f i )Axi. 


o sea , puesto que 
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Igualmente, 

/(fea) — / (61) = , para el segundo intervalo, 

f {b3) — / (62) = $ (x'iOAxa , para el tercer Intervalo , 


f (b) — /(6 h -i) = $ (xAOAxh, parad enésimo intervalo. 

Sumando éstos, obtenemos 

(1) / (fc) - / (a) - <¿{x'i)Axt + + ... +${&&) Aab- 

Pcm ^ (r\) * Axi = área del primer rectángulo , 

(x's) * AX 2 — área del segundo rectángulo , etc. 

Luego el segundo miembro de (1) es igual a k suma de las áreas 
do tos rectángulos * Pero según (1) del Artículo 156 el primor miem¬ 
bro de (1) es igual al área entre la curva y — <f> (x) , el eje de las x 
y las ordenadas en x — a y x = f?_ Entonces, la suma 

n 

( 2 ) 2, + Wt)¿Xt 

i-1 

es igual a esa área. Y si bien la suma correspondiente 

n 

(3) 2 $ (Xr)Ax/ (en donde xi es una abscisa cnaí- 

'*1 quiera dd submtervalo Axf) 

(formada como en el Artículo 156) no da igualmente el área, sin 
embargo podemos demostrar que las dos sumas (2) y (3) tienden a 
ser iguales cuando n tiende a Infinito y cada subintervalo tiende a cero, 
En efecto, la diferencia é (xA) — (x r ) no excede en valor numérico 
a la diferencia de las ordenadas más grande y más pequeña dentro de 
Ax,. Y además siempre es posible * hacer que todas estas diferencias 
sean r en valor numérico, menores que un número positivo cualquiera 
s dado de antemano , por pequeño que sea este número , si continua¬ 
mos suficientemente el proceso de la subdivisión ; es decir, si elegimos 
n suficientemente grande. Por tanto, para tal elección de n la dife¬ 
rencia de las sumas (2) y (3) es menor que t(b — a) en valor numé¬ 
rico ; es decir, es menor que una cantidad positiva cualquiera dada de 
antemano , por pequeña que se la suponga. Por consiguiente , cuando 


La demostración puede verse en obras superiores de Calculo inriniusinia!. 
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n aumenta indefinidamente, las sumas (2) y (3) tienden hacia el 
mismo límite, y puesto que (2) es siempre igual al área, se signe 
el resultado fundamenta! 



dx = lírn 2 ^ i 


r-J 


en donde el intervalo [a, fr ] se gubdivide de cualquier modo y .r* es 
una abscisa cualquiera del subintervalo correspondiente. 


158* Areas de superficies limitadas por curvas planas; coordenadas 
rectangulares* Como ya se ha explicado, el área entre una curva , 
el eje de las x y las ordenadas correspondientes a x = a y x— b viene 
dada por la fórmula 


ÍB) 


Area = 



sustituyéndose de k ecuación de ta curva el valor de y en térmi ¬ 
nos de x. 

La fórmula (B) es fácil de recordar observando que el elemento de 
área es un rectángulo como CR (fig. 124) de base dx y altura y. 
El área buscada ABQP es el límite de la suma de todos esos rectarm 
gu 1 1 w (t i ras) e n t re í as i) rden a d as A P y BQ . 




Apliquemos ahom el teorema fundamental (Art. 15fi) al cálculo 
de! área de la superficie limitada por la curva <t> (y) (AB en la 
figura 125) , el eje de las y y las líneas horizontales y = c y y = d. 

Primer paso. Construiremos los n rectángulos como en la figura. 
Evidentemente , el áren que se busca es el límite de la suma de las áreas 
de estos rectángulos cuando su numero tiende a infinito y la altura de 
cadá uno tiende a cero. 

















http://carlos2524.jimdo.com/ 


LA INTEGRACION COMO SUMA 3 15 

Segundo paso. Representaremos las alturas por Av/j , \i/>, etc 
Tomaremos en cada intervalo un punto en la extremidad superior y 
designaremos las ordenadas de estos puntos por yi , , etc. Entonces 

!as bases son <t>(y\) ¡ <P(y 2 ), etc. , y la suma de las áreas do los rec¬ 
tángulos es 

ti 

í (yOA^i + <£ (y*.)&y* + ,. + ^(ifo)Aíí» = 

i-i 

TisRcer paso. Aplicando el teorema fundamental se obtiene 

n ^ 

lim X i> = í 't>{y)dy. 

n—?* , , Je 


Luego el área entre una curva, el eje de las y y las líneas borican¬ 
tales y ~ c y y = d viene dada por la fórmula 


(C) 


Area = 



a 


sustituyéndose de la ecuación de k curva el valor de x en términos 
de y . La fórmula (C) se recuerda pensando en el límite de la suma de 
todas las tiras horizontales (rectángulos) dentro del área buscada, 
puesto que x y dy son la base y la altu¬ 
ra f respectivamente, de una tira cual¬ 
quiera. El elemento de área es uno de 
estos rectángulos. 

Significado del signo negativo delante 
de una área. En la fórmula (i?) , a es 
menor que b. Puesto que ahora inter¬ 
pretamos el primer miembro como el 
límite de la suma de n términos que re¬ 
sultan de yAxi haciendo ¿= 1, 2, ...,71, 
se sigue que cuando y es negativo cada término de esa suma será 
negativo, y (i?) dará el área con signo antepuesto. Esto significa que 
el área está debajo del eje de las x . 

EJEMPLO l. Hallar el ¿rea de mu arcada di: lu sinusoide y - sen y 
(figura \27 ). 

Solución- Haciendo y = O y despejando el valor de x, éneo rutamos 
x - Ó, n> 2 n\ etc. 
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Sustituyendo en {£) < 

Area OAJ3 = J 'y dx - ^ sen x dx ~ 2. 




EJEMPLO 2. Hallar el área de la 
superficie limitada por 3a parábola se- 
micübka ay 2 — x A t el eje de las y y 
las rectas y = a y y = 2 a. 

Solución, Según (C) y la figura Í28 r el elemento de área es 

x dy — dyt 

sustituyendo de la ecuación de la curva MN el valor de jc. De aquí, 
Arca BMNC = ( ^V'y 3 .(/</ = a 2 (v^ 32 - 1.) = 1.304 a 1 . 

Obsérvese que a 2 — área OLMB + 


En el área dada por (B), uno de los límites es el eje de las x * 
En (C ), uno es et eje de las y. Consideremos ahora el área limitada 
por dos curvas. 


E J PMPLO 3. Hallar d área de la superficie limitada por la parábola 
y 2 = 2 x y la recta x — y = 4 (fig- 129), 



Solución. Las curvas se cortan 
en A (2, ~ 2) , B (8, 4} , Divl- 
d i remos la superficie en tiras hori¬ 
zontales por un sistema de parale¬ 
las a OX equidistantes* trabadas 
desde la parábola ÁÜB hasta la 
recta A B . Sea dy la distancia de 
una paralela a otra. Consideremos 
la tira (veasé la figura) cuyo lado 
superior tiene por extremos los 
puntos (jcit y) r {x 2 t/> - De es¬ 
tos puntos tracemos perpendicula¬ 
res al lado interior. Asi se forma 
un rectángulo: su área es 

-rü dy . U* > ari) 
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Este es el elemento de área. En efecto. d área buscada es, evidentemente, 
d limite de la suma de todos estos rectángulos. Es decir, según el teorema fun¬ 
damental. 


( 2 ) 


Arca — 


f * (jc > — X\ ) ily, 

*/e 


en donde. V 2 y Ai son fundones de y determinadas por las ecuaciones de las 
líneas que limitan la superficie. Asi, en este ejemplo, de x — y = 4 enconira- 
x — jcj = 4 -f yí de t/ 2 “ 2 .v se obtiene a- - xi — 1 ■ Luego, según 
(l) * tenemos. 

O) tM « ^4 + y -1 y a )rfy. 


Esta tórmula es aplicable at rectángulo formado por cualquier tira. Los limites 
son c = — 2 (en A) , d ^ 4 (en B). Por tanto, 

Area = ( 1 “ y y 2 ^ d U = 1S - 



En este ejemplo también es posible dividir la superficie en tiras por un sistema 
de paralelas a O y equidistantes. Sea A.v la distancia de una paralela a otra. 
El extremo superior de cada recta 
estará en el arco de parábola Ofí. 

Pero el exEremo inferior estará en el 
arco de parábola O A, sise ha trazado 
a la izquierda de A. y en la recta AB 
si se ha trazado a la derecha de A. 

Si (je, y 2 ) es el extremo superior 
y (a, y i) la inferior, el rectángulo 
cuya área es 


(4) dA - (ya —yi) úx (y^> y i) 


es el demento de área, Pero en este 
ejemplo no es posible obtener de (4) 
una formula única para representar 
el area de cada uno de los rectángulos, Fíg. ] 11) 

En efecto, mientras que y<¿ = \/ 2 x , 

tenemos que yi = - V Lv o yi — x — 4 según que la esquina inferior de dA 
esté en la parábola O en A jB. Así* de (4) tenemos dos formas de JA. y se 
necesitan dos integraciones. 

Luego en un problema cualquiera las tiras deben construirse de manera que 
sólo se obienga unn fórmula para el elemento de área. La fórmula f4) se 
emplea cuando Us tiras se construyen trazando paralelas al eje de las y. 


En el teorema fundamental, los elementos 4> (zí)&Xí , o algunos dt 
ellos , pueden ser negativos. Por tanto , el límite de su suma (la inte¬ 
gral definida) puede ser nulo o negativo. Por ejemplo , si 


^ (x) = sen x y a = Ü t b = 2 je m 
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la integral definida (3) del Artículo 156 es cero. La interpretación de 
este resultado, cuando se trata de áreas, aparece en el ejemplo ] , 
tratado antes. 


PROBLEMAS 

1* Hallar el área de la superficie limitada por la hipérbola xy = a“, el eje 

de las x y las ordenadas x - a y x — 2 a. SoL ti 2 In 2. 

2. Hallar d área de la superficie limitada por la curva y = In x> d eje de 

las x y la recta x = 10. $¿>1. 14*026. 

3. Hallar el área de la superficie limitada por la curva y = xe*, el eje de las 

x y la recta x = 4, 5o/, 164,S. 

4* Hallar el área de la superficie limitada por la parábola y/ x +■ y/ y = y/ a 
y los ejes de coordenadas. SoL }ia-. 

5. Hallar el área total de la hipoeicloide x?3 + ~ aH, 5o/. % 

Hallar las áreas de las superficies limitadas por las siguientes curvas. En cada 
problema trazar la figura, mostrando el elemento de área* 


G, 

r/ 2 = Ó x, x*=b y , SoL 

12. 

10. 

y 2 = 2 x* x 2 

+ y 2 - 4 X. 

7. 

y- —4 x, x 2 —b y . 

3* 

11* 

y — b x — x 2 

► y = x. 

8. 

y*=4 Xt 2 x—y= 4. 

9. 

12, 

y = x* — 3 x. 

- y = * 

9. 

y—4— x z t y =4— 4x. 

m. 

13. 

t/“ = 4 x, x = 

-]2+2s/- 

14. 

Hallar el área de la superficie limitada por la parábola 

g = 6 + 4 X 


y la cuerda que une los puntos («— 2, —6) y (4, 6)* So/, 36, 

15. Hallar el área de la superficie limitada por la parábola semicubica — x 2 

y la cuerda que une los puntos { — 1* 1) y (S, 4), Sol. 2,7, 

16. Hallar una fórmula para el área de la superficie limitada por la hipér¬ 
bola equilátera a 2 — y- — a 2 , el eje de las x y una recta trazada del origen a 
cualquier punto {x, y) de la curva* 

*«■ 

17. Hallar el área de la superficie limitada por la curva y = x (l =t y/ x ) 

y la recta x — 4* 5o/* 

18. Hallar el área de la superficie limitada por la curva — x 2 — 1 y 

las rectas t/ = L x = 1 y x = 4* Sol. J4. 

19. Hallar el área de la superficie limitada por la curva 

y ^ x 2 - 9 x 2 + 24 x - 7, 
el eje de las y y la recta y = 29* 


SoL ms. 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


LA INTEGRACION COMO SUMA 319 

Los ejes de coordenadas y las coordenadas del punto (I. 1) forman un cua¬ 
drado. Calcular la razón de la mayor a la menor de las áreas en las que es divi¬ 
dido por cada una de !as siguientes curvas. 


20, 

y = x 2 . 

Sol, 

2, 

26. 

XX 

y = sen 

21, 

y = x 3 . 


3. 



22. 

y - x 4 . 


4, 

27. 

y — ;ce K_ L 

23. 

J ¡C 

H 

II 

H 

» 


Jí- 

28. 

y = tg 

24. 

V.v + V y — 

L 

5. 


4 

25. 

~ 1 


32 - 3 * 

3 u 

29. 

x'A + l 


Para cada una de las siguientes curvas, calcular el área de la superficie del 
primer cuadrante limitada por el arco de curva que va desde el eje de ías y hasta 
la primera intersección con el eje de las x* 


30. 

x + y + y 2 - 2. SoL 1 

34. 

£L 

y = e - eos 2 x. 

31. 

y=x*-B x*+\5 x, Í5%, 


% 

32. 

y = e T sen jc* 12,07, 

35. 

y = 4 e 2 C os ]£ xx 

33. 

y 2 = (4 — jr>»- 

36. 

y = sen (x + i) . 


159* Areas de curvas planas; coordenadas polares. Se pide que 
hallemos el área limitada por una curva y dos de sus radios vectores. 

Supongamos que la ecuación de la 
curva sea 

Q = f {O ), 

y OPi y 01) los dos radios vectores* 

Designemos por a y P los ángulos 
que forman estos radios y el eje polar. 

Apliquemos el teorema fundamental 
dado en el Artículo 156. 

Prime n paso . Evidentemente , 
el área pedida es el límite de k suma 
de sectores circulares construidos tal 
como se indica en la figura 131. 

Segundo paso. Sean los ángulos centrales de los sectores 
A0 l t Mi j etc. j y sus radios oí, oí , etc. Entonces la suma de las 
áreas de los sectores es 

n 

}^2 @i 2 yí 9-^ A(9í H” . - + j^2 {?n S A i ~ 2^ M Qi“ A Úi , 

í-l 






http://carlos2524.jimdo.com/ 


120 


CALCULO INTEGRAL 


puesto que ni área de un sector circular = Yi radio x arco. Luego el 
urca del primer sector — % Qi * o; AOi = }4 Aóh , etc, 

Tercer paso. Aplicando el teorema fundamental, 


lím 2 H fit 5 Aíí=» I }4 í 1 ' d (). 

n— y_| 

Por tanto, el urea barrida por el radio vector de la curva cuando pasa 
de la posición OPi a la posición OD se da por la fórmula 


(n) 


Area = 



3 

id d&f 


sustituyéndose de la ecuación de la curva el valor de o en U?mu- 
nos de £?. 

El elemento de área para (jD) es un sector circular de radio o y 
ángulo central do . Luego su área es j-í o 2 dfl. 


E JE&4PL0. Hallar él área total dé la lemniscora Q 2 — u* eos 2 0, 



Solución* Puesto que la figura es si¬ 
métrica con respecto a OX ya OV, el área 
total = 4 veces d area de OAií (fig, 132) . 

Puesto que q - O cuando tí — ^ , ve¬ 
mos que ni tí varia desde O hasta , el ra- 

4 

dio vector OP describe el arca OAB. Por 
tanto, sustituyendo en (D). tendremos; 


Arca total ” 4 X área O A [i = 4 - ^ { J (i 2 dtí = 2 u 2 P 1 eos 2 & dtí = a *; 

2 Ja Jn 


es dccir 1 el área de ambos bucles es ¡gual al área de un cuadrado construido sobre 
OA como lado. 


PROBLEMAS 

1* Hallar el área de l¿ superficie limitada por el círculo y - a eos tí y las 
rectas 1t = II y fl= oír* Süí. 11-37 ti 2 * 

2, Hallar el área total de la superficie limitada por la curva o — tf sen 2 tí. 

SoL ,!Ajt b*. 

Calcular el área de la superficie encerrada por cada una de las siguientes 
curvas. 


3. e* — 4 seu 2 fl. 5o/r 4, 

4. y - o eos í 0. J4 JUA\ 


S T y — a (, 1 eos fl) , 5o/♦ riíi 2 . 

6. t> = 2 tas 0- % Jt, 
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Calcular el área de la superficie encerrada por cada una de las siguientes 
curvasi 


7* 

q _ sen 2 y. 5o/, 

% "• 

12. 

Q 

~ 2 eos* 

8, 

n = Yi + eos 2 B . 

y* "• 

13. 

o 

— a sen nÜ. 

9. 

Q — 2 + sen 3 0, 

% *. 

14. 

í? 

— eos 3 & — eos 0. 

10. 

0=3+ eos 3 0* 


15. 

Q 

= eos 3 0 — 2 eos 0. 


11. Q - a eos B + b sen B. 

16, Hallar el área de la superficie limitada por La parábola p(l -[-eos &) - a 

y las rectas $ = O y & — 120°. Sol * 0,866 et ? . 

17, Hallar el área de la superficie limitada por la hipérbola o 3 eos 2 B = ü 2 

y las rectas & = 0 y B — 30 o * 5o/. 0,33 a 2 . 

18, Demostrar que el área de la superficie engendrada por el radío vector de 
la espiral Q — e & es igual a un cuarto del área del cuadrado construido sobre el 
radío vector, 

n 

19* Hallar el área de la parte de la parábola Q — a sec 2 — que es intercep¬ 
tada entre la curva y el lado recto, o sea. la cuerda trazada por el foco, perpen¬ 
dicular al eje de simetría. 5of, % a 3 . 

20* Demostrar que el área de la superficie limitada por dos radios vectores 
cualesquiera de la espiral hiperbólica £>0 — a, es proporcional a la diferencia 
de las longitudes de esos radios. 

21. Hallar el área de la elipse q- = ^ b -—— - 5o/. nab, 

a 2 sen 2 0 + b 2 eos* B 

22* Hallar el área total de la superficie limitada por la curva 

q — a (sen 2 B 4- eos 2 0) , Sol. Jt a 2 . 

B 

23, Hallar el área bajo OX dentro de la curva <? = a sen s y. 

Sol. K«(l0.i + 27 VI) «i*. 

24. Hallar el área de la superficie limitada por Q 2 = a 2 sen 4 B> 5oí. a 2 . 


Hallar las áreas de las superficies limitadas por las siguientes curvas y las rec 
tas dadas. 


25, 

Q 

= tg 0; 0 = 0, 0 ; 

= !4*. 


26. 

Q 

- e ne* 0 = ¡4 jt. 

* = M *• 


27* 

Q 

= sec 0 + tg 0; 0 - 

= 0, 9 = 

!4 

28, 

Q 

= a sen 0 + 6 eos 0 

: 9 = 0, 

9 = % n 
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Calcular el área que tienen en común cada uno de los siguientes pares de 


curvas; 





29* 

Q — 3 eos 8* Q 

= l -p eos 6. 

Sol. 

5 

4 

30. 

0 — 1 + eos 0, 

Q = I- 


5 

■4 « - 2 . 

31. 

0 = 1 “ eos 0 , 

q = sen 8. 


1 

T* ~ U 

32* 

o 2 — 2 eos 2 8. 

o-l. 


y* + 2 - VT. 

33. 

= eos 2 8, q 

2 — sen 2 8. 


'-yVI, 

34. 

q — \/ b eos 8, 

q 2 — 9 eos 2 6. 


j (jt + 9-3 Vi). 

35* 

Q — •y/ 2 sen 8, 

Q 3 — eos 2 S , 


i („ + 3 - 3 VI). 

36. 

$ — \f 7 eos 8. 

q 2 — \/ 3 sen 2 0 , 



37. 

Hallar el área de la superficie interior al 

d reídlo 

3 0 = V 3 eos 0 y al 


bucle de la curva Q = eos 2 B desde B = — — hasta $ = — T 

4 4 

38. Idem id. a las curvas 3 y = Vó sen 2 8, (J 3 = eos 2 8. 

39, Hallar el área del lazo interior de la trisectriz o = a (1 — 2 cosí). 
Para la figura, véase el caracol de Pascal. Capítulo XXVI. 

Sol. y «*(2 * - 3 V"*). 

160, Volúmenes de sólidos de revolución* Designemos por V el 
volumen del sólido engendrado haciendo girar ei recinto plano ABCD 
alrededor del eje de las x t siendo la ecuación de la curva plana DC 

y = /(»). 

Primer paso . Dividamos el segmento AB en n partes cuyas 
longitudes sean Ax\ t Az*, . .. f Ax n y llagamos pasar por cada 

punto de división un plano perpendicular al eje de las x. Estos 
planos dividirán el sólido en n placas circulares. Si dentro del recinto 
ABCD se construyen rectángulos con las bases Ari , A¿> , ,.. , Ax n t 
entonces cada rectángulo engendra un cilindro de revolución cuando 
el recinto ABCD se hace girar. Así se forma un cilindro corres- 
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pendiente a cada una de las placas circulares, (En la figura 133 
n = 4 y se ven dos cilindros). El límite de la suma de estos a 
cilindros (n —> oc) es el volu¬ 
men buscado. 


Segundo paso Sean 


!/i j y* , ■ * f Vn 

las ordenadas de la curva DC 
en los puntos de división en el 
eje de tas x. Entonces el volu¬ 
men del cilindro engendrado por 
el rectángulo AEFD será jryr Axi, 
y la suma de los volúmenes de 
todos estos cilindros es 


jtyi 2 Axi + Kijr + . *. 

i* 

. . , + J £yn 2 A Xn - X xy? A^í. 

1=1 


Fig. 133 


Tercer paso. Aplicando el teorema fundamental (empleando los 
límites O A — a y OB — b) 7 

■v r h 

Jím ?, j wr A Zi = I nt/ dx. 

ti —> * . mStf 

f =1 

Por tanto, el volumen que se engendra haciendo girar alrededor 
del eje de las x la superficie limitada por la curva , el eje de las x y 
las ordenadas x — a y x = b viene dado por la formula 



en la que se ha de sustituir, deducido de ¡a ecuación de la curva dada , 
el valor de y en términos de x . 

Esta formula se recuerda fácilmente si consideramos una rebanada 
o placa delgada del sólido formado por dos planos perpendiculares 
al eje de revolución y miramos esta placa circular como , aproximada¬ 
mente 7 uu cilindro de altura dx y base de arca xy 2 . Evidentemente, 
el volumen de un tal cilindro es ay 2 dx. Este cilindro es el elemento 
de volumen. 

Análogamente } cuando OY os el eje de revolución empleamos la 
fórmula 


















E U 
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en la que se ha de sustituir, deducido de la ecuación de ]a curva dada , 
el valor de x en función de y * 


EJEMPLO L Hallar el volumen del sólido engendrado haciendo girar alre¬ 
dedor del eje de Us x la elipse — 4 - — l, 

o* b 2 

1 2 

Solución. Puesto que y 2 = — {a A — jc-) , y que d volumen buscado es 

a- 

dos veces el volumen engendrado por OAB, obtenemos, sustituyendo en (£}, 



dx — j% C a ~ (a 2 — x 2 )dx 
Jo ü 2 


2 xah* 
3 


*. 4ít ab 2 

■ ■ v * m s— 

A fin de verificar este resultado, sea b = a. Entonces Vx = ÍJp-, ei volu- 

en de una esfera, que no es otra cosa que un caso especial del elipsoide, 
liando la elipse gira alrededor de su eje mayor. 



Ejemplo 2 * La superficie limitada por la parábola semícübica 

( 1 ) uy 2 =x* t 

el eje de las y y la recu AB (y - a) (fig. 1 3J) gira alrededor de Ai L Hallar el 
volumen del sólido de revolución engendrado. 

Solución. En la figura. OPAB es él área que se hace girar. Divídase el 
segmenio A£¡ en r> parres iguales de longitud A.v- En la, í i gura. MN es una 
de esas parles. El rectángulo NMPQ, girando alrededor de AR> engendra un 
cilindro de revolución, cuyo volumen es un elemento del volumen buscado. 
Por tanto 

Elemento dé volumen ■= nr-h — n(u — y ) 2 Ajc. 

r = PM — RM — RP = a — y 

b - NM — &x. 


puesto que 

y 
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Entontes* stgiin id teorema fundamental, 

(2) Volumen del sólido = V — x (a — y) 3 dx 

= n ( a 3 ^ 2 ay + y'*) iíx. 

puesto que los límites son x = O y x = AB 3 ¿r. Reemplazando y por su valor 
según (1) , la solución es V = 0,45 jt¡j 3 

Este resultado debe compararse ron el volumen del cono de revolución con 
alt ura AB (— a) y base de radío QB ( = a U Volumen del cono - % íttf 3 * 

Si las ecuaciones de la curva CD de la figura 1-33 se dan en forma 

paramétrica, 

« “ /(0. í-+(í)i 

entonces se debe sustituir en (E) los valores y — ^U) , dx= f f (t)df, 
y cambiar los límites en ti y í* , si 

¿ — /i cuando x = a t í — ti cuando x — 6. 

Volumen de un sólido de revolución hueco. Cuando una superficie 
plana gira alrededor de un eje situado en el mismo piano , y este eje no 
corta a la superficie, se forma un sólido de revolución hueco. Consi¬ 
dérese , por ejemplo , el sólido que se obtiene haciendo girar alrededor 
dei eje de las x el recinto ACUDA de 
la figura 136. llagamos pasar por el 
sólido un sistema de planos equidis¬ 
tantes perpendiculares al eje de revo¬ 
lución OX , Sea A,r la distancia entre 
uno y otro. Entonces, e! sólido se 
divide en placas circulares huecas de 
espesor Ax. Si uno de los planos que 
dividen el sólido pasa por Af t la placa 
circular hueca con una base en este 
plano es, aproximadamente, un cilin¬ 
dro circular hueco cuyos radios interior y exterior son , respecti¬ 
vamente, MPi (— yi) y MPz (— yt). Por tanto, su volumen es 
ít {yi 2 - yi 2 )&z. Sean n cilindros huecos, siendo h — a = n- ¿x, E! 
límite de la suma de estos n cilindros huecos cuando n -> oc es 
el volumen del sólido de revolución hueco. Por tanto , 

(3) V* ^ i f (yi* — yf )dT 



(3fr>/A> 
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El demento de volumen en (3) es un cilindro circular hueco con 
radio interior yt ? radio exterior y* y altura Ax* Los radios y\ y yz 
son funciones de x ( = OM) que se obtienen de las ecuaciones dé las 
curvas que limitan (o la ecuación de la curva que limita) a la superficie 
que gira. 

EJEMPLO 3. Hallar el volumen del sólido anular (foro o argolla) que se 
forma ai hacer girar un círculo de radio a alrededor de un eje situado en su plano 
y exterior al círculo* que dista de su centro b unidades (b a) * 

Solución. Sea la ecuación del círculo 

+ (tf -&}■* = a* 

y sea el eje de las x el eje de revolución. 

Despejando y* tenemos 

t/s = b + Va ! - x i . yi = b - V a* - x 2 . 
dV = it (yt 2 — yi 2 ) &x = 4 itb V a 2 — x 2 &x. 

Según (3), V x = 4 nb f " V a s - jc 2 dx = 2 x 2 a 2 b. 

Un sólido de revolución puede dividirse en cáscaras cilindricas 
haciendo pasar por él un sistema de cilindros circulares cuyo eje 

común es el eje de revolución. Si el 
área ACHD de la figura 137 gira 
alrededor del eje de las y, puede de¬ 
mostrarse que 

(4) V v = 2 k C* {yi - yi)x dx, 
en donde 

OM = x , MPi = yi , MPz = y* * 
El elemento dV es ahora una cáscara 
cilindrica de radio r, altura yz — yi 
y espesor Ax. El ejemplo 3 puede resolverse también, utilizando la 
fórmula (4). 

PEOBLEMAS 

1* Hallar el volumen de la esfera que se engendra haciendo girar el círculo 
x 2 y 2 — f 2 alrededor de un diámetro* Sol* % ítr 3 . 

2 B Hallar por integración el volumen del cono truncado que se engendra 
haciendo girar alrededor de OX la superficie limitada por las rectas 

y = b — x, y = G, jc = O y x — 4. 

Comprobar el resultado con la fórmula obtenida en Geometría. 
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3. Hallar el volumen del paraboloide de revolución cuya superficie se en¬ 
gendra haciendo girar alrededor de su eje el ateo de la parábola y 2 = 2 px com¬ 
prendido entre el origen y el punto (x |, p|) , 

SoL xoxi 2 — Vi^yAx\; es decir, la mitad del 
volumen del cilindro circunscrito. 


4. Hallar el volumen del sólido engendrado haciendo girar alrededor de OY 
el arco del problema 5, Sol* }ínxi 2 yi: es decir, un quinto del cilindro 

de altura y T y radio de !a base x\. 


Hallar el volumen del sólido engendrado haciendo girar alrededor de OX la 
superficie limitada por los siguientes lugares geométricos: 


5, 

y = x\ y — 0. x - 2. 

Sol, 

12 *A 

6. 

ay 2 = x 3 . y = 0. x = a. 


>/4 JtaL 

7. 

La parábola V^x + v^y — 

V a. x = 0, y * 0. 

^ 3 ' 

8. 

La hipoeidoide x^ + y^ = 

= aH. 

a 3 . 

9. 

Una arcada de y — sen x. 


a*. 

10. 

Una arcada de y — eos 2 x. 


í/ w2 

A « - 

11. 

y = e~ x , y = 0 t x — 0, 

x - 5. 

^ R{1 - e-'*) 

12» 

9x* + 16 y 2 = 144, 


48.x. 

13. 

y — xe J T y — 0, x — ]. 


>4 JT (F“ - i ) . 

14. 

La bruja (x 15 + 4 a 2 ) y = £ 

5 a 3 , y = 0. 

4 rtV. 

15. 

(íNtr-- 


3 3^s jt ah 2 . 

16. 

y 2 (2 a - *) = * 3 . y = 0, 

x — 

0,2115 na 3 . 

17. 

y — x' 1 — 6jt, y = 0. 



18. 

y* = (2 - x) 3 . y = 0, j 

; = 0, x - 1 - 


19. 

y 3 (4 + **) = 1. y = 0. 

X = 0, X = ÜO, 


20. 

(jc - I)y = 2. y = 0, * 

= 2. x = 5. 



Hallar el volumen del sólido que se engendra haciendo girar alrededor df OV t 
la superficie limitada pot los siguientes lugares geométricos: 


21. y = jt 3 , y = O, x = 2, 

22, 2 y 2 = x 3 . y - O, x = 2. 

23, y = e x . y - O, x = O, 

24. Qx* + 16 y 2 = 144. 


SoL «Jí*. 

JT . 

2 ¿r. 


64 JT. 
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25. 

(t)’- 

/y\^ = i. So!. 

26. 

y 2 - 9 _ 

- x* x = G* 

27. 

* 2 « 16 

“ y - y = 0 . 

28, 

y 2 = □ * 

, y = 0 , x = a- 

29. 

La ecuación de la curva OA de la figura 138 es y“ — x* 


volumen del sólido que se engendra cuando la superficie 


% na 2 b- 


Hallar el 



(a) OAB gira alrededor de OX. 5oL 64 tc. 


(b) OAB gira alrededor de AB. l0£ %& Jt- 

(<¡) OAB gira alrededor de CA. 7Q % 7l - 

(d) OAB gira alrededor de OY . Jt- 

(e ) OAC gira alrededor de OYL jc. 

(f) OAC gira alrededor de CA, S7 % ^ 

(g) OAC gira alrededor de AB- rt. 


(h) OAC gira alrededor de OX. 


30 Hallar el volumen del esferoide achatado que se engendra haciendo girar 

alrededor del eje de las y la superficie limitada por la elipse 6 2 x 2 + «V = «*£• 

Sal. 4 Ána 2 b* 


31, De una esfera de radío r se corta un segmento de una base de espesor h. 

f j ih 2 (3 r — h) 

Demostrar, por integraevon, que su volumen es- - — '* 


Calcular el volumen del sólido que se engendra haciendo girar alrededor de 
cada una de las siguientes rectas la superficie que corta de la curva correspon- 
diente. 


32. y = 3; y = 4 x - x 2 . 

33. x = 4; y 2 - x 3 . 

34. y = - 4: y = 4+6x-2x 2 . 

35. y = x: y = x 2 . 

36. y = x; y = 3 x - x 2 . 

37. 4 y = 4 x + 33; y = 9 — x 2 . 

38. x + y=l: V x + V y = I- 

x + y = 7\ xy = 6. 


Sol. *Ms«- 
««JSs»- 

}io k \/ 2 
JÍ S jii/2- 
f /s x Vi- 
y , 0 ji V2 . 


39 . 
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40. Hallar el volumen del sólido que se engendra haciendo girar una arcada 
de la cicloide 

x = r are vers “ — 2 re/ — t/ a 

alrededor de su base OX. 

Sugestión. Sustituir dx « ^7==^=^ y los limites y - 0. y = 2 r, 

V 2rt/“y 3 

en (E) del Artículo 160- SoL í Jt 2 r 3 , 

41, Hallar el volumen del sólido que se engendra haciendo girar la catenaria 

( ~ 

y — — + e 0 / alrededor del eje de las jc desde jc = 0 hasta x = b. 

( 2j> _2&\ 

-« • ;+■*££■ 
o 2 


42. Hallar el volumen del sólido engendrado haciendo girar la cisoide 

= —— - alrededor de su asíntota x ~ 2 a. Sol, 2 3t 3 ü 3 . 

2 a — x 


43. Dada la pendiente de la tangente a la tractriz, 


dy = _ . 


, ha- 


dx •\/ 

Üar el volumen del sólido que se engendra haciéndola girar alrededor de OX + 

Sol. % na 3 . 


44. Demostrar que el volumen de un casquete cónico de altura a cortado deí 
sólido engendrado haciendo girar la hipérbola equilátera x 2 — y 2 = a 2 alrededor 
de OX, es igual al volumen de una esfera de radio a. 


45, Empleando las ecuaciones paramétricas de la hipocicloide 

x = a eos 3 0 t 
y = a sen 3 0, 

hallar el volumen del sólido que se engendra haciéndola girar alrededor de OX, 

Sol. 3 Mos-Tíj 3 , 

46. Hallar el volumen del sólido engendrado haciendo girar una arcada de 
la cicloide 

x = a (0 — sen 0) 
y ~ a (1 — eos 8) 

alrededor de su base OX. Sol. 5 

Demostrar que sí la arcada gira alrededor de OY, el volumen que se engendra 
es í> JC 3 fi 3 . 


47, Hallar el volumen que se engendra si la superficie limitada por la curva 

y = se C J_ jxx, el eje de las x y las rectas x — ± _L gira alrededor del eje de 
2 2 

las x. So/. 4. 


48, El área debajo de la curva y = e 1 sen x, desde x — 0 hasta x = x, 
gira alrededor del eje de las x. Hallar el volumen del sólido que se engendra. 
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Dada la curva x = t*, y = 4 / — í 3 , hallar; o) el área dd lazo, y 
ó) el volumen del sólido engendrado por la superficie interior del lazo, cuan¬ 
do gín alrededor del eje de las x, Sal. a) b } 67.02* 

50, Hagase girar alrededor de cada eje la superficie limitada por Us dos 
parábolas y* — 4 x y y 2 — 5 — x. Calcular los volúmenes respectivos. 

Saí. Alrededor de ÜX. 10 rr; alrededor de OY, l7 ^ jt, 

51, Hágase girar alrededor del eje polar la parte de la cardiuide p^4-f4 eos S 

que está entre las rectas 0 — U y = 4r ■ Calcula r el volumen * Sol. 160 íí. 

2 

161. Longitud de un arco de curva. Por longitud de una recia 
queremos decir, ordinariamente, el numero de veces que podemos 
colocar sucesivamente sobre ella un segmento rectilíneo que se toma 
como unidad de longitud; así , por ejemplo, el carpintero mide la 
longitud de una tabla aplicando a ella repetidas veces el metro , u otra 
unidad de longitud * 

Puesto que es imposible hacer que un segmento rectilíneo coincida 
con un arco de curva # no podemos medir las líneas curvas de la misma 

manera que las rectas* Entonces proce- 
demos como sigue. 

Dividirnos el arco de la curva * figu¬ 
ra 139 , (como A B) en cualquier número 
de partes de una manera cualquiera (co¬ 
rno en C j D , B) y unirnos los puntos 
sucesivos de división (como AC, CD, 
DE } EB) formando una poligonal. 

La longitud de un arco de curva se define como el límite de la suma de 
las lados de la poligonal cuando el número de los punios de división tiende 
a infinito, al mismo tiempo que cada uno de los lados tiende a cero. 

Puesto que ese límite será también la medida de la longitud de 
algún segmento rectilíneo, el hallar la longitud de un arco de curva so 
llama también * 1 rectificar la curva T *. 

En Geometría el estudiante ya se ha servido de esta definición de la 
longitud de un arco de curva. Así, la longitud de la circunferencia se 
define como el límite común de los perímetros de polígonos regulares 
inscritos y circunscritos cuando el número de los lados aumenta infini¬ 
tamente. 

El método del Artículo 162 para determinar la longitud de un arco 
de curva plana se funda en esta definición* El estudiante debe obser¬ 
var cuidadosamente cómo se aplica. 
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162* Longitudes de arcos de curvas planas; coordenadas rectangu¬ 
lares, Ahora vamos a expresar en forma analítica la definición de 
artículo anterior, sirviéndonos del teorema fundamental. 

Dada la curva 

y “/(*) 

y en ella los puntos P'(a, c) y QÍ&, d) ; hallar la longitud del 
arco P f Q * 

Primer paso . Tomemos cualquier número n de puntos sobre la 
curva entre P f y Q } y tracemos las cuerdas que unen los puntos 
adyacentes, tal como se indica en la figura 140. Evidentemente, la 
longitud buscada dei arco P f Q es el límite de la suma de las longitudes 
de estas cuerdas, 



F i g. 140 



Segundo paso. Consideremos una de estas cuerdas, P f P ,f por 
ejemplo, y sean tes coordenadas de P f y P ff 

P* &, y') y P"+ Az'. y f + A/) * 

Entonces, como en el Artículo 95 , 

P'P" = V (Az f Y 1 + (A y*)' , 

OS ea, [ 1+ (^)T W - 

[ Dividiendo dentro del tadkal por (AxO s l 
y multiplicando fuera de él por AxLj 

Pero, según el teorema del valor medio {Arl_ 110), obtenemos 
(si / (6) — / (a) m representa por A y* y b — a por Ax f ) } 

f^=/'(*O, (x' <** <x' + Ax>) 

siendo xi la abscisa de un punto Pi de la curva entre P f y P ft , en 
el cual la tangente es paralela a la cuerda. 
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P'P" = [1+ /'(*.)* 1“A»' 

= longitud de la primera cuerda. 

P»P"' = [1 + 

— longitud de la segunda cnerda. 

P M Q = f L + /'(ij 5 

= longitud de la enésima cuerda. 

Entonces la longitud de la poligonal inscrita que une P' y Q 
(la suma de las cuerdas) es la suma de estas expresiones, a saber, 

I 1 + /'(si)* ] ií Ax' + 11 + /'(a*)* J 4 Ax" 4- ... + 11 + /'(x«) 4 ] ! *Ax ,,,) 

n 

= Zu +/'(í¿) s ]* 4 Aí (í) . 

/-l 


332 

Sustituyendo } 
Análogamente, 


Tercer paso. Aplicando el teorema fundamental, tendremos.; 

Tí 

Jún 2( 1 + /'(*/)* j^Ai*' 1 = f[ i +/'(a:) s ] ! * dx. 

í = l +J G 

Por esto F designando la longitud del arco P f Q por * , resulta, para 
la longitud del arco> la fórmula 

fb_ 

s 


(G) 


= r f 1 + r(z) 1 ] Vi dx , osea, 

-pi+.'-i** 


dy 


en donde y f -y- se obtiene en función de x de la ecuación de la 
ax 

curva dada. 

A veces es más cómodo emplear y como variable independiente. 
A fin de deducir una fórmula aplicable a este caso 7 sabemos , según el 
Artículo 39, que 

i = ¿ 1 lueg " dx -*' d y 

dy 


Sustituyendo estos valores en (G), y observando que los limites de 
y correspondientes son cyd, obtenemos también, como fórmula para 
la longitud del arco, 


t/n 



í X ' 2 + I ]* dy. 
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en donde x f = — se obtiene en función de y de la ecuación de la 

dy 

curva dada. 

La fórmula- [G) puede deducirse de otra manera. En efecto, la 
fórmula {D) del Artículo 95 , 

(1) ds= (1 +y'*)Xdx t 

da la diferencial de! arco de una curva. Si a partir de (1) procedemos 
como en el Artículo 142 , obtenemos (G), Igualmente , (#) se deduce 
úo. (i£) del Artículo 95. Por último, si la curva está definida por 
o cuac iones parara é t ri ca s 

( 2 ) * = /(*), y = <#>((), 

conviene emplear la fórmula 

(3) fi = f ((te* +dy*)K = ]* d h 

puesto que, según (2 ), dx = dy = 

E jeM PLÜ 1. Hallar la longitud de la circunferencia x a + y 2 = r~. 



3 reo B A = r i r - ^ x — * (Víase el ejemplo I det Artículo Jí4.) 

J O Vr*-x 2 ¿ 

Luego la longitud total es igual a 2 jtt. 

EJEMPLO 2 * Hallar la longitud del arco de una arcada de U cicloide 
x — a (8 — sen tf) * y = ti (1 — eos 0 ) . 


Véase el ejemplo 2 r Art. 81. 
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Solución. dx ~ o-(i — co$ 8) dti n dy = a sen ti dO. 

Luego dx- -f dy- = 2 a- (1 — eos ti)d$' 2 = 4 a- sen 3 |A 6 dti 1 . Según (5) , 

An. 2. 

Empleando (3), s = í " *2 o sen ¡/¿ 8 d8 = 8a. 

J Q 

Los límites son los valores de 8 en O y D (véase la figora 62 del Articu¬ 
lo SI) ‘ es decir. ff = O y 8= 2 tí* 

EJRMPLO 3. Halbr Ja longitud del arco de la curva 2Í y 2 = x* desde 
x = O basta x — 2* 

Solución. Derivando. y f — , 

Luego, según (G), 

(4) s = P (1 + >4 x*)H dx = Vi f 2 (4 + JT 1 ) Ü dx. 

.lO Jo 

El valor de la integral en (4) se determinó, aproximadamente, aplicando la 
regla de los trapecios, en el ejemplo 2 del Articulo 148. y según la regla de 
Simpson en el ejemplo 2 del Articulo 149. Tomando este valor, $ = 14(4,821) 
que es igual a 2.41 unidades lineales. 


163. Longitudes de arcos de curvas planas; coordenadas polares. 
De (/) del Artículo 96 r procediendo como en el Artículo 142, obte¬ 
nemos para la longitud del arco, la fórmula 



Fig. 143 


ciún tiene la forma 


xle donde 


en donde lian de sustituirse de la ecuación de 
la curva dada los valores de U y 4“ eü ^ r_ 

itu 

minos de 0 . 

A veces conviene más emplear p como 
variable independiente, y entonces la eeua- 

ó = *((?), 

fJn 

dO = 4>’{tí)dQ = ^ dy. 


Sustituyendo en 
obtenemos 


>]“*■ 
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De aquí f si yi y ya sgd los límites correspondientes de la variable 
independiente g , obtenemos para ia longitud de arco, la fórmula 

w ~rF (i)'-r- 

en la que ha de sustituirse de la ecuación de la curva dada el valor de 

7 ~ en términos de o. 

dg 


Ejemplo. Hallar el perímetro di' la cardiorde. y - aU + eos »> . 
Solución, Aquí, ^ — ¿i sen 0. 

í10 

Sí. hacemos variar & desde O basta jt, eí punto 
P engendrará b mitad de b curva. 

Sustituyendo en (/) * 


f | ü 2 (1 + cm 0 1 2 -f sen 2 0] H tftf. 

* J O 

= ü í {2 + 2 eos B) k dti 

Jo 

2 =■ u í eos JLd& =-4 ¿i. 

Jo 2 



Fig. 144 


- So. 


PROBLEMAS 


1* Hallar b longitud del arco de b curva cuya ecuación es y'* — jr 3 f tom- 
prendido entre los puntos (O, 0) y (8, 4) . S.oi + 9,07. 


2, Ha)lar la longitud del arco de b parábola semic ubica mj' 1 = jc 1 desde el 
origen hasta b ordenada jc = 5 a* 


Sol . 


335 tí 
27 “ 


h i 

3 P Hallar b longitud del arco de b curva cuya ecuación es y = — + — 

t 2 x 

desde el punco de abscisa x — \ al punto de abscisa x = 3. $pL y %. 

4. Hallar b longitud del arco de b parábola r/ 2 = 2 px desde el vértice a 
un extremo del bdo recto. 

Sel. -Ü^fl + fL tn {t + VI). 

5. Hallar la longitud del arco de la curva y 2 — jc 3 desde el punto correspon¬ 
diente a x — 0 al punto donde x = SoL *% 7 - 


6* Hallar la longitud del arco de la parábola ó y — x J dc^de el origen al 
punto (4, %) . Sol, 4,98, 
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7. Determinar, aplicando la regla de Simpson, la longitud »P»»imad» 
del arco de la curva 3 y - x» desde el origen al punto O- ») . *<»'• 


8. Hallar la longitud del arco de la curva y = ln sec * desde el origen al 


pumo 


(f '”4 


Sol. In (2+ V 3) . 


9 Hallar la longitud del arco de la hipérbola x* y' 9 comprendido 
entre los puntos (3, 0) y (5. 4) . (Empléese la regla de Simpaos.) ^ ^ 

10. Hallar la longitud del arco de la parábola y = 4 x - x 2 9“' * ata ^ ^ 
encima del eje de las x. 

^ / 2/ 2Z / 

11. Hallar la longitud total de la hipocícloide x* y ^ a * Sol* 

12. Rectificar el arco de la catenaria y = j(e° + * ") dtsde * = 0 al 

punto (x. y) . 


Sol, 2 

13. Hallar la longitud de una arcada completa de la cicloide 

y 


y(« a - e “)■ 


, dx __ 

dy ” V2 


Sol. 8 r. 

y 


ry — y 2 


x =* r are versar — V 2 ry — y*. 

SUGESTION. Empléese ( H ) del Articulo 162. Aquí 

14. Rectificar el arco de la curva 9 «y* = x(x-3o) J desde x=0 a *= 3 

Sol. 2 a Vi. 

_ i 

15. Hallar la longitud en un cuadrante de la curva ^ 0 J T ^ b ) 

„ . <,* + «6 + 6* 

Sol. -——-’t 

tf+■ ¿ 

y C*+ 1 

16. Hallar la longitud entre jc = ü y x =- b de la curva e “ e*- 1* 


Soí. In ¿5 --+ «“ *• 

e — l 


17. Las ecuaciones de la evolvente de un círculo son 

t x = a (eos 0 -j- @ sen 01 * 
ji y — Éj(seit i? 0 eos 0) . 

Hallar la longitud del ateo desde B - 0 a 9 = 

18. Hallar la longitud del ateo de la curva 

í * “ e ! **" l desde M0»í = “ - l)' 

{ y = e* eos 6 ¿ u ' ' 


Sol. 9i J - 
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Hallar la longitud del arco de cada una de las siguientes curvas, comprendido 
entre los puntos cuyas abscisas se indican ; 


2 * 


19. 

y - lo (l — x- 2 ) desde x — 

0 a x = 

20* 

x z j 

y ™ - In x desde x s 

4 2 

=* 1 a x 

21* 

y = In esc x desde x = ~ a 
o 

n 

= 7 " 

22* 

3 x- = y* desde y = l a y 

= 20. 

23* 

Una arcada de la curva y - 

sen x. 


24* Hallar la longitud del arco de la espiral de A rquí niedes, o — desde 
el origen al extremo de la primera vuelta, 

SoL na V 1 -j- 4 Jf 3 + In (2 n + V 1+4 ji a ) - 

25* Rectificar el ateo de la espiral y — que va del origen a! punto 
Ííh __ 

Sugestión» Empléase (J) * Sol. — + 

a 

8 

26* Hallar la longitud de! arco de la curva o = a sec- — . desde 8 = O 
a 8 = * 


Sol. W l + la (V 2 4- I) ! a. 


27* Hallar la longitud de la parábola y — s --desde fi - O a & — + . 

l + eos 0 2 

So/, VI + In ( VI + l) * 

28. Hallar la longitud deí arco de la espiral hiperbólica QO = a limitado 
por los puntos (q v . 0 ( ) y (y 2 . 0 2 ) . 

O i (tf + V ¿ ) 


So/. V ú* + Pi 3 — V + Oí* + a In 


Qz (a + V rt 2 + Pi 3 ) 


29, Demostrar que la longitud total de la 
curva (> = a sen 3 


Demostrar que 

3 2 


OA. ÁB y BC (fig. 145} están en progre¬ 
sión aritmética. 

3(1* Hallar la longitud del arco de la ci- 

soide y = 2 a tg 8 sen 8 desde 0 = O a & ■ 

4 

31* Determinar, aproximadamente, el pc- 
rimetro de una hoja de la curva y — sen 2 8. 



Fig. 145 


164* Areas de superficies de revolución* Una superficie de revo- 
lucían está engendrada haciendo girar alrededor del eje de las x el 
arco CD (fig. 146) de la curva y = / (x)* Se desea medir el área de 
esa superficie, sirviéndonos del teorema fundamental * 
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Primer paso. Como antes ? dividimos el intervalo AB en subin- 
tervalos t ¿ etc. } y levantamos ordenadas on los puntos de 
división. Trazamos las cuerdas CE , EF 7 etc. de la curva. Cuan¬ 
do la curva gira , cada cuerda engendra la superficie lateral de un 
tronco de cono de revolución. El área de la superficie de revolu¬ 
ción se define como el límite de la suma de las áreas laterales de 
estos conos truncados. 



Fig, 146 



Segundo paso. Para mayor claridad tracemos el primer tronco 
de cono en escala más grande (fig. 147) . Sea M el punto medio de 
la cuerda CE. Entonces 

(1) Area lateral = 2 kNM CE * 

Para aplicar el teorema fundamental es necesario expresar este 
producto como función de la abscisa de algún punto del intervalo Axi . 
Corno en el Artículo 162, empleando el teorema del valor medio, 
obtenemos la longitud de la cuerda y 

(2) CE — ll +f f (x í y]^ An, 

en donde Xi es la abscisa del punto Pi(x i, ?/i) ? del arco CE , donde 
la tangente es paralela a la cuerda CE . Sea R el punto en que la recta 
horizontal trazada por M corta a QPi (la ordenada de Pi ), y desig¬ 
nemos Rí\ por ei.** Entonces 

(3) NM = l/i — Si * 

* El arira lateral de un tronco de cono de revolución es igual a la cucuníe- 
renda de la sección media multiplicada por el lado del tronco. 

** El lector observará que cuando A,ri tiende a cero, fj también tiende a cero. 
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Sustituyendo (2) y (3) en (l) , obtenemos 

2 n tyi — ei) í 1 + /'(*) ) 2 \ [i Ael = área lateral del pri¬ 
mer tronco de cono. 

Análogamente, 

2 k( y 2 — Ea) [ 1 + /'( xz)~ ]** Ax* — área lateral del segun¬ 
do cono truncado. 


2 it (y» — e«) I 1 + = área lateral del di ti¬ 

mo tronco de cono. 

Luego 

«. 

Z% K{y¡ — si ) 11 + /'(x í ) ! J li Ax,- = suma de las áreas 
í=i 

laterales de los conos truncados. 

Esto puede escribirse 

íi W 

(4) Z 2 Jty.í 1 + /' (ar,) 4 ]* Ax¡ - 2 n Z Ü 1 + /'(m)* 1* Ax t . 

í*1 Í=1 

TEií cer paso, Aplicando el teorema fundamental a la primera 
suma (empleando lo s límites O A = a y OB — 6 ) , obtenemos 

lím 2 2 urj/íf 1 + /' (xí) 3 ] !! Ax¿ = f 2 n#[ I + /' {¡r}* ] !í d.r, 
t *A| 

El límite de la segunda suma de (4) cuando o es cero. * De aquí 
que el área de la superficie de revolución engendrada haciendo girar el 
arco CD alrededor de OX viene dada por la fórmula 

(r> s, ^ 2 ”X ! '[ 1+ (S)l' ür ’ 

* Esto se ve fácilmente como sigue: designemos la segunda suma por Sh* 
Si e es igual al mayor de los números positivos | e i j . | É ¡? |, ..., en¬ 

tonces 

TÍ 

s n <í 2 11 d-m*/) 1 ]* 

í* 1 

La suma de la derecha es igual, según el Articulo i62. a la suma de las cueidas 
CE, EF , etc. Sea esta suma / rt . Entonces 

5n¿tln- Puesto que lim e = IL Sti es un infinitésimo, y por tanto, lím 

n —^ x u — 
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en dunde S x representa el área buscada. También podemos escribir 
la fórmula en La forma 



Análogamente t cuando O Y es el eje de giro empleamos la fórmula 



En ( L ) y (Jíf), ds tendrá una de las tres formas (C), (/>), (#) 
del Artículo 95, a saber, 

* - [*+(l)T * 1 - b + (S)T* * ^ + dy,) ' í - 

De estas tres formas emplearemos la primera o la segunda según la 
variable independiente que hayamos elegido j la tercera. si la curva 
dada está definida por ecuaciones paramé tricas. Para emplear (L) o (M), 
hay que calcular ds en primer lugar. 

La fórmula (L) se recuerda fácilmente si consideramos una faja 
angosta de la superficie, incluida entre dos planos perpendiculares 
al eje de revolución , y miramos esta faja como , aproximadamente, la 
superficie convexa de un tronco de cono de revolución do lado ds , 
con una sección media cuya circunferencia es igual a 2 tci/ , y, por 
tanto } de área 2 jiy ds. 


Ejemplo L El arco de la parábola cúbica 
(?) a~y = jc 3 . 

comprendido entre jc = O y a* — a, gira alrededor de OX (Hg. 148). Hallar 
el área de la superficie de revolución que se engendra. 

Solución. Según (5), ¡/ = ijal' 



Por tanto. 


ds = (l + y' 2 ) M dx = L (a* + 9 x*) a djÍ. 

Q~ 

Luego, el elemento de área = 7 xy ds 

= !ü (u< + 9 X*)'Á x*dx. 
a* 


Por tanto, según (L), 

S* f"( 0 * + 9 x°dx = rr-. f + **)'^] a 

ú* Ja V a* L Jo 


= JL (lOs/ 10 - l)o s = 3 .t><s 3 . 
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EJEMPLO 2. Hallar c! arca del elipsoide cíe revolución engendrado haciendo 
girar alrededor de OX la elipse cu^as ecuaciones paramétricas í véase (3j del 
Articulo 81) son x = q eos 0. y = b sen <}>. 

Solución , Tenemos 

dx — — a sen $ d$, dy = h eos ^ d<¡&* 
y ús = (íLt a + d£/ 3 ) M - sen 3 0 + ó 3 eos 2 0) H 

Luego, el elemento de area = 2 ng ds 

— 2 .tí? (a 2 sen 2 ^ + ó* eos* 4 >) W sen 0 

TI 

< f ’T 

{c? a sen 3 $ 4- ó 3 eos 2 tfi) 14 sen </> 
o 

A fin de Integrar, sea u = eos #», Entonces* du = — sen <p dó< Además. 
úf 2 sen- <£ + ó- eos 3 $ = o 3 (I —• eos- 0) + ó 3 eos 3 ^ = a 2 — (a- — £■*} o 2 * 

Por esto, empleando los nuevos limites tr = I, u = O* e intercambiando los 
límites de u (Art* 150}* el resultado es 

ü S* -2 nbí [<i 2 - (a* - ó 2 ) u*]tt ttu. {a > h) 

J o 


Resolviendo esta integral aplicando la fórmula (22) , obtenemos 


Sx = 2 ció* + 


2 Taó 

e 


are sen 0 , 


en donde e = excentricidad = 


a/ a 2 — b* 
a 


Ejemplo 3, Hallar el área de la superficie de revolución que se engendra 
cuando la hipocirloide x% -f gira alrededor del eje de las x* 


d u ü ^ 

Solución, Aquí, -f- = - i-j, \ 

j^ü 73 

Sustituyendo en (L), observando que 
el arco BA engendra sólo una mitad de 
la superficie, obtenemos 

£.- 2 ™* d X . 

Esta es uru integral impropia. puesto 
que la función por integrar es disconti¬ 
nua (llega a ser infinita) cuando je—0. 
Empleando la definición (I) del Ar¬ 
tículo 154, el resultado es 

S* 6 Jia 3 

T~ f ~ 

De donde. 



= (í5Í-xK)H. 

K+y%\'A _ ,# 
x % ) ~ x X dx 



Fi*. I4<i 
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PROBLEMAS 


I* Hallar* por integración* el área de la superficie esférica engendrada 
haciendo girar d círculo x 2 + y 2 — r* alrededor de un diámetro. Sol. 4 xt 2 . 

2. Hallar, por integración, el área lateral del cono engendrado al hacer 
girar el segmento que une el origen con el punto ta* í>) alrededor de OX. 

Sol. Jt b\/ a 2 + b‘. 

3* Hallar, por integración, el área lateral del cono que se engendra cuando 
la recta y = 2 x, desde x =» O a x = 2, gira: a) alrededor de OX; ó) al¬ 
rededor de O y. Verificar los resultados geométricamente* 

4* Hallar, por integración, el área lateral del tronco de cono que se obtiene 
cuando el segmento de la recta 2 y — x — 4 desde x " O a x — 5, gira alrededor 
de OX. Verificar el resultado geométricamente, 

5. Hallar el área de la superficie que se engendra cuando el arco de la pará¬ 
bola y — x 2 * desde y = Q a y = 2, gira alrededor de O Y. Sol. Jt. 

6* Hallar el área de la superficie que se obtiene cuando el arco de la pará¬ 
bola y — x 2 , desde (O, 0) a (2, 4) gira alrededor de OX. 

7. Hallar el área de la superficie que se obtiene haciendo girar alrededor 
de OX el arco de la parábola y 2 = 4 — x que está dentro del ptimer cuadrante, 

Sol. 36 , 18 , 

8. Hallar el área de la superficie engendrada cuando el arco de la parábola 

y ,¿ = 2 px desde x = Ü a x — 4 p r gira alrededor de OX. Sol. xp 2 . 

9. Hallar el área de la superficie que se obtiene haciendo girar el arco de la 
curva y — x 3 desde (0. 0} a (2 r 8) . alrededor de O Y. 


Hallar el área de la superficie que se engendra cuando cada una de las siguien¬ 
tes curvas gira alrededor de OX. 

10. 9 y = x 3 , desde x — 0 a x = 2. Sol. x. 


11* y 2 = 9 x, desde x = 0 a x = 4, 

12. y 2 = 24 — 4 x T desde x ~ 3 a x — 6* 

13. 6 y — x 2 . desde x =* 0 a x = 4. 

14* y — e~ x , desde x — 0 a x = eo. 

15* El laza de 9 ay 2 = x O a — x) 2 . 

16* ó a 2 xy = x 4 +3 u 4 , desde x — a a r-2 ¡j, 
17. Un lazo de 8 a 2 y 2 ~ a 2 x 2 — x 4 * 


49 *. 

*% x - 

<820 — 81 3n 3 )jí 
72 

*[ VI + ln (l + V2 ) ] . 
3 na 3 . 

4 J-ía *a 2 . 

¡4 so*. 


18* y - + 4 x — 2 log y, desde y — I a y = 2. ^ Jt. 
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19, 

La cicloide (*-«(*-«« *). 

{ y - a (1 — eos B ) * 


20. 

La cardioide i * “ °f, 2 cos e “ coí 
j y = a (2 sen & — sen 

2 #) 
2 (?) 

21. 

y 1 = 4 r, desde a = 0 a a ” 3. 


22. 

x 2 + y 2 = 4. desde a = 1 a a = 2 

. 

23* 

a 3 + 4 y 2 = 36, 


24* 

9 a 2 -J- 4 y 2 = 36. 



343 

Sal. xa*. 
l2 ?S *u 2 . 


Hallar el área de la superficie que se obtiene al hacer girar cada una de las 
siguientes curvas alrededor de ÜY, 

25, A' - y 3 r desde y - O a y — 3, Sol , J4? x [ (730) 1 ] . 

26, y — a 3 . desde y ~ O a y — l, 

27, 6 u' 2 xy — x A + 3 u 4 , desde x = a a a — 3 ct, (20 + ln 3 )jut 2 * 

28, 4 y = a 2 — 2 ln r, desde r = I ar a 4, 24 n\ 

29* 2 y - x \f x 2 — l + ln (a — y/ x 2 — 1 ), desde x = 2 a a — 5. 5üL 78 rt. 

30, y 2 = a 3 , desde a = O a x ** 8. 713, 

31. 4 y = a 3 t desde y = O a y = 4* 33, 4 a 3 ■+■ y 2 = 64* 

32* a ? + 4 y 2 — 16, 34* 9 a — y 3 , desde y = ü a y = 3. 

Hallar el ¿rea de la superficie que se engendra cuando cada una de las siguien¬ 
tes curvas gira alrededor de OX o OY. 

Alrededor de OX Alrededor de OY 
Solución Solución 


35, La elipse — -f* ‘ 
a 2 b~ 


1. 


2 ita 2 + — ln Í±í. 

e 1 —e 


SUGESTION, e = excentricidad de la 

elipse 

Va 2 - fe 3 

£í 

36, La catenaria y — e« + e 


desde a = O a a = a. 

(Figura 261.) 

37, a 4 +3 =6 Ay, desde a— 1 a a —2. 4 Vir, x. 

2 y/ 2 n 


-e“ 2 ) . 2 Jtu 2 (I-e- 1 ) - 

4 


33. \ S€fl 9r t desde Nüal 

í y~c° eos ) 2 


39. } a 2 -b 4 y 2 = 3 a 2 


5 


(<--2). 


w^JÍ+ln 

2 \/2 B ( 3 t , + 1 ). 




jTa 2 . (4 + 3 ln 3) -y. 
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40. La pendiente de la tractriz en cualquier punto de la curva del primer 


d y 

cuadrante viene dada por la fórmala = 


~ y 


y/ c a — i 


Demostrar que la super¬ 


ficie que se obtiene haciendo girar alrededor de OX d arco que une los puntos 
(jci« yi) y (* 2 * ya), sobre t a tractriz es 2 jíc (yi — y%) - (Fig.2^0,) 


41* Se hace girar alrededor de OX la superficie dd primer cuadrante limi¬ 
tada por las curvas cuyas ecuaciones son y — x* y y — 4 x. Hallar el área toral 
de la superficie dd sólido que se obtiene, Sol. 410,3. 

42, Se hace girar alrededor de OY la superficie limitada por el eje de Jas y 
¡/las curvas cuyas ecuaciones soq ^ = 4 e/ y r - 2 y + 4 = ü, Hallar el área 
total de la superficie del sólido que se engendra. 5o/. 141,5* 


43* Hallar el área de la superficie que se engendra cuando se hace girar aire¬ 
la 1 

dedor de OX el arco de la curva cuya ecuación es y — - -F j;— desde x — 1 a 

6 2 jc 


Sol. 


208 Jt 


44. Hallar el área total de la superficie dd sólido que se engendra cuando la 
superficie limitada por las dos parábolas y A = 4 x y y' A = jc + 3 gira alrededor 
de ÜX. 

Sol. -g-n (17 Vi?+ 32 y/l - 17) = 51,53, 

45, Hallar d área de la superficie que se obtiene haciendo girar ana arcada 

de La curva y — star alrededor de OX. Sol* 14*42. 


165. Sólidos cuyas secciones transversales se conocen* En el Ar¬ 
tículo 1GG hemos estudiado el volumen de un sólido de revolución * tal 



por cualquier plano perpendicular 
cía (= x} al puTito O. 


como el de la figura J5G* Todas las 
secciones transversales por planos 
perpendiculares al eje de las x son 
círculos* Si OM = x t MC = 
entonces 

(1) Area de la sección trans¬ 
versal ACBD =» n y % 

= J([ <I>(X) J ! , 

s 

si y = es la ecuación de la 

curva engendradora OCG . Por lan¬ 
ío, el área de la sección transversal 
a OX es i¿na función de su distan- 
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Ahora vamos a estudiar el cálculo de volúmenes de sólidos que no 
son de revolución, cuando es posi¬ 
ble expresar el área de una sección 
cualquiera del sólido, que sea 
perpendicular a una recta fija 
(como OX ), como función de su 
distancia de un punto fijo (como 0). 

Dividamos el sólido eu n reba¬ 
nadas , cada una de espesor Ax, 
por secciones equidistantes perpen¬ 
diculares a OX . 

Sea FDE una cara de una de 
las rebanadas y sea ON ~ x. Entonces } por hipótesis, 

(2) Area FDE = A (x ). 

El volumen de esta rebanada es igual, aproximadamente, a 

(3) Area FDE x A x = A (x)Ax (base x altura). 

TI 

Entonces 2 A (x/)Ax, = suma de los volúmenes de todos esos pris- 

mas. Es evidente que el volumen pedido es el límite de esta suma; 
por tanto , según el teorema fundamental, 

lím 2 A (x¡) Ax, “ ( A {x)dx , 

Í=J mJ 

y , por lo tanto, tenemos la fórmula 

(AT) V= ^ A(x)dx, 



en donde A (x) está definida por (2), 

El elemento de volumen es un prisma (en algunos casos, un 
cilindro) cuya altura es dx y cuya base tiene de área A(x). Es 
decir, 

dV — A (x) dx. 

EJEMPLO L La base dt 1 un sólido es un circulo de radío v (fig. 1 Í 2 ) . 
Todas las secciones perpendiculares a un diámetro lijo de U base son cuadrados. 
Hallar el volumen del sólido. 
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Solución. Sea la base el círculo x 2 + y 2 — f 2 en el plano XV. y ÜX 
el diámetro fijo, Según el enunciado la sección PQRS perpendicular a OX es 
un cuadrado, cuya área es 4 i/ 2 , si PQ ~ 2 y. (En la figura se ha suprimido 
la parre del sólido a la derecha de la sección PQRS ,) 

Por tanto. Atx) =4 y 2 — 4(r 2 — jc 3 ) , y según (N) 



Volumen 



dx 



Z 



EJEMPLO 2 Hallare! volumen de un conoide recto de altura a, con base 
circular de radio r. 

Solución. Colocando el conoide como muestra U figura 1 í3, consideremos 
una sección PQR perpendicular a O AL Esta sección es un triangulo isósceles, 
y puesto que 

RAÍ — \/ 2 rx — x^ 

(este valor se obtiene despejando y de U ecuación x 2 + t/ 3 = I rar, que es la 
ecuación de la circunferencia ORAQ) , y 

MP = a, 

el área de la sección es _ 

a \f 2 rx — x- — A (jc) . 

Sustituyendo en (N) . tendremos 

C 2r ..- rrr 2 íj 

V 2 r* — x' á dar = ^ "■ 

Esta fórmula nos dice que d volumen del conoide es la mitad del volumen 
del cilindro de U misma base y altura. 

EJEMPLO i. Calcular d volumen dd elipsoide 



mediante una sola integración. 
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Solución. Consideremos una sección del elipsoide perpendicular a OX t 
como ABCD (fig. 154) con los semiejes b f y c r . La ecuación de la elipse 
HEJG en el plano XOY es 




Despejando y ( = b') de esta ecuación en función de x (= OM) , obtenemos 
b' = 

De la misma manera, de la ecuación de la elipse £FG/ en el plano XOZ 
obtenemos 



Luego el ¿rea de la elipse (sección) AZ3CD es 

nb'c' = ( a * - x t) = A (jr) . 

(í 2 

Sustituyendo en (AT) , resulta, finalmente, 

^ — J I¿£ í* (¿¡2 _ *2) *« ^ 

u“ J-a 3 


PKOBLEMAS 

1* Un sólido tiene base circular de radio r. El segmento AB es un diáme¬ 
tro de la base. Hallar el volumen del sólido si cada sección plana perpendicu¬ 
lar a AB es: 

a) un triángulo equilátero; %r 3 \ZJ\ 

b) un triángulo rectángulo isósceles cuya hipotenusa está en el plano de la 

basC “ Sot. r 3 

c) un triángulo rectángulo isósceles con cateto en el plano de ía base; 

SoL % r 3 . 
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d } un triángulo isósceles de 20 cm de altura; 
e) un triángulo isósceles con altura igual a su base. 


5o/. í 0*r 2 * 


2 . La base de un sólido tiene la forma de una elipse con eje mayor de 20 cm 
y eje menor de 10 cm. Hallar el volumen del sólido si cada sección perpendicu¬ 
lar al eje mayor es: 


a) un cuadrado; 

b ) un triángulo equilátero: 

c) un triángulo isósceles de 10 cm de altura. 


Sol. 1 333 cm 3 . 
5/7,3 cm 3 . 
785.4 cm 3 . 


3 * La base de un sólido es el segmento parabólico obtenido cortando la curva 
por una cuerda perpendicular a su eje. La cuerda tiene ló cm de largo y dista 
8 cm del vértice de la parábola. Hallar el volumen del sólido sí cada sección 
perpendicular al eje de la base es: 


íí) un cuadrado; 

b) un triángulo equilátero ; 

c) un triángulo isósceles de 10 cm de altura. 


Sol. 


I 024 cm 3 , 
443,4 cm 3 . 
426,7 cm 3 . 


4, Una pelota de fútbol americano tiene IG pulgadas de largo, y una sección 
plana que contiene una costura es una elipse cuyo diámetro menor es de 3 pulga¬ 
das. Hallar el volumen: a) si el cuero está tan estirado que cada sección trans¬ 
versal es un cuadrado: b) si la sección transversa! es un círculo. 

Sol. ti) 341 ] /s pulgadas cúbicas ; b ) 535 T 9 pulgadas cúbicas. 

5, De un cilindro de 5 cm de radío se corta una cuña mediante dos planos: 

uno es perpendicular al eje del cilindro, y el otro pasa por un diámetro de la 
sección hecha por el primer plano y forma con éste un ángulo de 45°. Hallar el 
volumen de la cuña. Sol. 2S % cm 3 . 

6 , Los ejes de dos cilindros de igual radio r se cortan en ángulo recto. 

Hallar el volumen de la parte común a los dos cuerpos. 5o/. l % r 3 , 

7f Un círculo de radio a se mueve de manera que su centro describe una cir¬ 
cunferencia de igual radio, mientras su plano se mantiene paralelo a un plano 
dado que es perpendicular al plano del círculo dado. Hallar el volumen del 
sólido que se engendra. Sol. % a 3 (3 *i + 8) . 

8 . Un triángulo equilátero variable se mueve de manera que su plano se 
mantiene perpendicular al eje de tas x ■ mientras que los vértices de su base 
se apoyan sobre las curvas y 2 — 16 ar y y 2 = 4 ax* situadas por encima del eje 
de las jt. Hallar el volumen que d triángulo engendra cuando se mueve del ori¬ 
gen a los puntos cuya abscisa es a. Sol. a 3 

9* Un rectángulo se mueve desde un punto fijo. Un lado del rectángulo es 
siempre igual a la distancia de este punto, y el otro es igual al cuadrado de esta 
distancia, ¿Qué volumen se engendra cuando eí rectángulo se mueve 2 metros? 

5oZ. 4 mL 
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10* Sobre las ordenadas dobles de la elipse ^- + 7 ^ ~ 1. se construyen 

ú* h- 

triángulos isósceles de ángulo en el verdee de 90°, en planos perpendiculares 
al de la elipse. Hallar el volumen del sólido que se engendra si tal triángulo 
variable se mueve de un extremo a otro del eje horizontal de U di p se * 

Sol. % ah*. 


Calcular los volúmenes limitados por las siguientes superficies de segundo 
grado y los planos dados. 


11* 

z= jc 2 -M y 3 ; z = L 


Sol, 

a *• 

12. 

4* s + 9 z 2 + y = (h i 

j + i = 0 . 


Ma *• 

13. 

** 4- 4 y- = 1 + z 3 ; z 

+ 

II 

0 

N 

1 

II 


% *• 

Up 

15 y*+9 z* = \ 

x — 0; x ~2. 


u /ia n. 

15* 

¿c 3 4“ 4 y 2 4" 9 z 2 = 1. 



% *. 

16. 

z 4-1 

= 0. 


)4 n. 

17. 

Se dan la parábola z = 4 

“A' 2 , en el plano XZ. 

y el círculo x 2 

+ y a = 4 


en el plano KY. Por cada punto de la parábola que está por encima del circulo 
se trazan dos rectas paralelas al plano YZ que se apoyan en la circunferencia, 
limitando un sólido en forma de cuña. Calcular el volumen de este sólido. 

Sol. 6 jk 

18* Hallar el volumen del sólido limitado por el hiperboloide de una hoja 

^ l y los planos jc = D y x — o. Soi. % rcaór. 

c 2 a 2 b- 

19* Un sólido está limitado por una hoja del hiperboloide de dos hojas 

^ ^ — 1 y el plano x = 2u, Hallar el volumen* So/, % rtoóc* 

c 2 a - ó* 


20. Hallar el volumen del sólido limitado por La superficie 




Sol, nabct 


PROBLEMAS ADICIONALES 

1. Halla- el área del lazo de la curva 

y *= (* + 4) {x 2 -jí+ 2 y~4). Sal. 

2. Un punto se mueve a lo largo de una parábola de manera que la razón de 

las áreas descritas por el radio vector que lo une con el foco a los tiempos emplea¬ 
dos en describirlas es una cantidad constante. Si el punto se mueve del vértice z 
un extremo del lado recto en un segundo, ¿cuál será su posición después de lo* 
8 segundos siguientes? Sol. Distancia del foco = J4 ludo recto. 
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3. Hallar el perímetro de la figura limitada por la recta y — I y la curva 
y = e Sf + e—“ Sol. V"3 + ln Í2 + V3) - 3,üí. 


4. El arco OP de la curva xy — x — y une el origen con el punto 
P(xi. y i) . y limita, con el eje cíe las x y la recta x = xi, una área A. 
El mismo arco limita, con el eje de las y y la recta y = yi w una área 
Demostrar que los volúmenes que se obtienen haciendo girar A alrededor 
del eje de las x y B alrededor del eje de las y son iguales. 


5, La superficie limitada por la curva Ib y 2 = (jv + 4} 3 y su tangente en 
el punió (I2 r 16) gira alrededor del eje de las x> Hallar el volumen engendrado. 


Sol. 


I 024 
9 


jt. 


6* La base de un sólido es el área limitada por la parábola y- — 2 px y su 
lado recto (cuerda trazada por el foco, perpendicularmen te al eje de simetría) . 
Cada sección del sólido hecha por un plano perpendicular al lado recto es un 
rectángulo cuya altura es igual a la distancia entre la sección y el eje de la pará¬ 
bola. Hallar el volumen del sólido. Sol, J4 


7. Dada la elipse 9 x 2 + 25 y 2 — 225, alrededor de esta curva se forma un 
sólido de manera que todas las secciones planas perpendiculares al eje de las a 
son elipses cuyos focos están sobre la elipse dada. Los ejes mayor y menor de 
cada sección son proporcionales a los de la elipse dada. Hallar el volumen del 
sólido Sol. Z2 % ti. 


8, Sea (x, y ) un punto sobre la curva del Articulo 159. siendo O el orL 
gen y QA el eje de las a. Demostrar que (£>} puede escribirse 

(1) Area ” y f & d y “ y * 


empleando la transformación (5} del Artículo 3. Los limites se determinan por 
las coordenadas de los extremos de la curva. 

9. Obtener la fórmula del problema anterior directamente de una figura, 
empleando (fj) y (C) del Artículo 158- 

La fórmula (I) del problema 8 es útil para las ecuaciones para métricas. Uti¬ 
lizando esta fórmula hallar las áreas si¬ 
guientes ; 

10. El área entre la evolvente de un 
círculo 

x = r eos 8 + r9 sen 8, 
y — r sen 9 — r8 eos 9 

y el eje de las x prolongado hacia la iz¬ 
quierda, en la figura 289 (Cap, XXVI) . 

11, El área total de la hipocicloide de 
tres cúspides (fig. 155) 

t x — 2 r eos 8 + t eos 2 6, 
l y = 2 r sen 6 — r sen 2 8. 



Fig, 155 


Sol. 2 Jtr 2 . 
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12, Un alambre recto y uniforme arrae una partícula P según la ley ele la 
gravitación* La partícula Está en la recta del alambre pero no en el alambre. 
Demostrar que el alambre atrae la partícula 
como si la masa del alambre estuviera conten- y 1 

trada en un punto del alambre cuya distancia 
a P es la inedia proporcional de las distan¬ 
cias de P a los extremos del alambre. 


en t 


13* Hallar el área del lazo de la hoja de 
Descartes (fíg. 156) 

jc 3 -h y 3 = 3 cutí/. 




y 


Fig. 156 


Los límites para t son O y a, 
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ARTIFICIOS DE INTEGRACION 


166. Introducción. La integración depende en última instancia 
del empleo de una tabla de integrales. Cuando en un caso dado no se 
encuentra en la tabla ninguna forma semejante a la integral dada, a 
menudo es posible transformar la integral de manera que se puedan 
aplicar las fórmulas de las tablas. Los artificios que suelen em¬ 
plearse son 

a) integración por partes (Art. 136), 

b) aplicación de la teoría de las fracciones racionales , 

c) empleo de una sustitución conveniente . 

Ahora vamos a estudiar (b) y (c). 

167. Integración de fracciones racionales. Una fracción racional 
es aquella cuyo numerador y denominador son funciones racionales 
enteras, es decir, funciones en que la variable no está afectada de 
exponentes negativos o fraccionarios. Si el grado del numerador es 
igual o mayoral del denominador, la fracción puede reducirse a una 
expresión mixta dividiendo el numerador por el denominador. Por 
ejemplo, 

i 4 + 3 x 3 , 0 , 5 x + 3 

«» . o ii — I X ó 1 1” o i rt ii* 

X' + 2 x + 1 x 2 + 2 x + 1 

El último término es una fracción reducida a su más simple expre¬ 
sión , con numerador cuyo grado es menor que el del denominador. 
Fácilmente se ve que los otros términos pueden integrarse inmediata¬ 
mente ; por tanto, solamente tenemos que considerar la fracción 
reducida. 

Para integrar una expresión diferencial que contenga tal fracción, 
a menudo es uecesario descomponerla en fracciones parciales más 
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simples, es decir, reemplazarla por la suma algebraica de fracciones 
cuyas formas nos permitan completar la integración. En Algebra 
superior se demuestra que esto es siempre posible cuando el denomi¬ 
nador puede descomponerse en factores primos reales. * 

Caso I* Los factores del denominador son todos de primer grado, y 
ningún factor se repite. 

Corresponde a cada factor no repetido de primer grado t como 
x — n, una fracción parcial de la forma 

A 

x — a 9 


siendo A constante. La fracción dada puede expresarse como mui 
suma de fracciones de esta forma. Los ejemplos muestran cI método. 


Ejemplo. 

Solución, 

gamos ** 

(i) 


f(2jí + 3)iír 

HalUr J *■ + ** — 2 jc' 

Los factores del denominador son jc. a — I. 

+ ? _ A , H , C 

*í*- 1) U+2) * ^ +2’ 


a- +2. Supon¬ 


en donde A. II. C son constantes por determinar. 

L> u i i *1 n d o denominado res de (I) * obtenemos 

12) 2 x -f y = A (x - 1) (x -h 2) -h /í (a- T 2) a- + C i a — 1) x 

l x + 3 = U + B -fr C) .v a +ÍA T 2 H -0x^2 A. 

Pite si o que esta ecuación es una identidad, igualamos los coeficientes de U„ 
mismas potencias de x en los dos miembros y obtenemos ues ecuaciones simal 
tancas 

f A + * + C-U. 

O) < A + 2 B -C = 2, 

[ -1 A = 3. 

Resolviendo el sistema formado por Lis ecuaciones (J l, obtenemos 



* Véase Aduaneed ALjebm. por Hawkcs, 

* * Iln el procesa de descomponer la parte fraccionaria de la dileieurial dada 
na entra ni el Mgno integral ni <f>. 
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Sustituyendo estos valores en (I), resulta 


2 x T 1 

x(x - l) (x+2) 

f 2 jc + 3 , 

J -V U - 1) (Jf + 2) 


_ -[-1-—i-, 

2 x ^ 3{x — I) 6(x + 2) 

Jt f íf + L f dx _ _L r dx 

2 J x 3 J x — l () J ^ -j. 2 


— — Jí ln x + % In (x —1} — ]4 ln (x-\-2) + ln c 


c(x~ 1)% 

X% {*+!)%' 


Un método más breve para obtener de (2) los valores de A, S y C es el 
siguíen te: 

Sea el factor x = 0: entonces 3 = — 2 A ; A — —%* 

Sea el factor x — 1 — O r o sea P x — 1; entonces 5 — 3 ¿S; B — 

Sea d factor x + 2 — 0, o sea, x = — 2; entonces — 1 *= 6 C; C — — 


En todos los casos , c/ número de constantes por determinar es igual 
oí grado del denominador. 


Caso II. Los factores del denominador son todos de primer grado t y 
algunos se repiten * 


En este caso a todo factor de primer grado repetido n veces , como 
(x — a) 71 , corresponde la suma de n fracciones parciales de la forma 


B 


(x — aY (x — a) 


^ • + 


x — a' 


en donde A , B ¡ . . , L son constantes. Estas fracciones parciales se 
integran fá ci!mente. Por ejemplo, 



A dx 
(x — a ) n 


- A 


(x — a)~ n dx 


_ A 

(1 — n) (x — a 


+ C . 


Ejemplo. Hallar C —£— ^ ■ — dx » 

J x (x — i) 3 

Solución* Puesto que x — l entra tres veces como factor, suponemos 
+ 1 = , B _C_ D 

x (x — 1 ) 3 X (x — ] ) a (x — 1) 2 x — 1 

Quitando denominadores, 

x 3 + 1 - A (x - I) 3 + Bx + Cx(x - 1) + Dx(x - l) s . 

x 3 + 1 = (A + D)x 3 + {-3 A + C-2 D)x*+ (3 A T£ ~C + D)x - A. 
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Igualando los coeficientes de las mismas potencias de jc, obtenemos las ccua 
ciones simultáneas 


A + D = l, 


— 3 A + C - 2 D =0, 
3A + /3-C + D = 0. 


-A = 1. 


Resolviendo este sistema, se obtiene A = — I, B = 2. C = I. D = 2. y 


*» + ) - _ ‘ | 2 | 1 ,2 

i T íi-ii» T íi-n* T a - i 


S xu~ h dx= ~ lnx ~T7^ 


(.x-iy 


-1 


+ 2 ln(je - 1) + C 


, Jf n , + 1 " (x 1)a + c. 
U-U- * 


PROBLEMAS 


Verificar las siguientes integraciones. 


f (4x -2) 
J X 3 - X 3 - 

f 


= in 


2x U+l) 


+ C. 


(? x 3 - 3) üx 


In x*U s - l) + C. 


3 f (4x + 3)dx (2,v + U (2 -v +3) , c 

• J 4 ** + 8 + 3 .r 2 je” 

4f f (4 ** + 2 + 1) dx _ x _j_ I j n (2 x + I) (2 a - 1) 2 r 

,/ 4 * 3 — ^ 2 

5. (, + DU-l)*--j— + c 

J (jc — l) UH-i> 2 * + 1 




2 — ] 2 Cz — I) 


; + C. 


I) (* + !)* 

it 

\) 3 

7. f <»;-y^ -¿-2 ¡, + 1 + 2 ln (jj 3 + 2 ¡j) + C. 

J y 3 -J- 2 2 y 

S. f* tx — 3)tfjf = 4 lo j. _X - -0,3492. 

Jt *3 + . v 2 3 2 

o. + 

J 2 x 3 — .V a Z 3 


,7877. 


10 . 


P 0.1054. 

Ji ** + 3 Jt* 1 ‘ 


+ 2x 10 
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11. 

f s (3 -x)dx 

J¿ x' ¿ + 4 x 2 + 3 x 

51 = 0,012), 
80 


12. 

f ! (3 x*+7x)dx 

- . 4 - 

0,2877. 

Jo U + O U + 2) (* + 3) 3 

13. 

í' a (x* -3 )dx _ , 

Jo (* + 2} (* + [)* 

n — — — = - 
2 3 

■ 0,4139. 

11. 

í 4 9 x 2 dx 

■ 5 In 3 -4 - 

1,4930. 


Ja (2 x + I) (* + 2) 2 


Calcular cada una de las siguientes integrales 


15. 

f ^ dx 

“■ J 

f (5 X a + 14 x + 10) dx 

J x 3 — 4 x ‘ 

1 (* +2) (* + !)» 

16. 

res**- 9) d* 

23. j 

f (24 y 3 + 10 y +5)dy 


J Je 3 — 9 * 

1 (2y - i) (2 y + ])»’ 

17. 

f (3 z +7)¿z 

. 2i. j 

f (* + 2)<f* 

J (2 + 1) (z + 2) (z + 3) 

x* + 2 jc a + 

13. 

( (3 .v 2 + !! x + 2) dx 

25. j 

j~U 3 - 2 jc - 4) dx 

J <* + 3)(**-l) ‘ 

x 4 -¡-2 a 3 

19. 

í‘ x 3 dx 

26. j 

^(2 * 2 + 1 )dx 

J (2 x + 3) {4 x? - 1) ‘ 

(x-2)* 

20, 

C(t* + 1) di 

27. ( 

r (y 1 -3„*)i/y 


J t A — t 

J 

(y 3 — 1) (y — 2> ‘ 

21. 

C (x 2 — x — 5)dx 

28. | 

"(2 r* + 3 í 3 - 20 t -28) dt 


J x 3 + 5 jc 2 

(¡ 3 - 4) (2 t - 1) 


Caso III* El denominador contiene factores de segundo grado , pero 
ninguno de estos factores se repite . 

A todo factor no repetido de segundo grado J como z 2 + px + q } 
corresponde una fracción parcial de la forma 

Ax + B 

x 2 + px + q' 

El método de integrar una expresión de esta forma se ha explicado 
en la página 252 (ejemplo 2), 

Si p no es cero , completamos el cuadrado en el denominador f 
X l + VX + ^ v*+ q — \v-={v + \ v} + j(4 q-p-). (4 q>p-) 
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Hagamos x + J4 P = u. Entonces a: = u — % P , dz = du. Sus- 
(Huyendo estos valores, la nueva integral ¡ en función de la variable 
se integra fácilmente . 


Ejemplo L Hallar 


/ 


4 tf + v 


a 3 T 4 x 


Solución* Supóngase que 
Quitando denominadores, 


__4__ A . Ba + C 

*0f y +4) a ^ ** + 4 


4 = A {** -f 4> + * (Bx + C) = (A 4- fí) Jé 2 + Ca + 4 A. 
Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x * obtenemos 
A + B = 0 P C = O, 4 A - 4. 

E<»to da A = L /5 — — ]. C — 0 . de manera que 


1 


/ 


jr (jf a + 4) x x a + 4 

4 rfx _ f tfx C x dx 
x 


x(x* + 4) 




a 3 4-4 


- In a - -L !n (a 2 -F 4) 4 - In c = !n - 

2 V + 4 


EJEMPLO 2. Demostrar que 

= i i„^k+lP_. + i vi x ~ } 


f: 


are tg 


V3 


+ C. 


.t 3 +S H a* -2 A + 4 * 12 
Solución, Descomponiendo en factores a 3 -f- 8 — (a T 2 ) (a 3 — 2 x + 4) , 


1 


A x 4- B C 


a 3 4-H A a — 2 a + 4 a+ 2 
1 = (Ax + B) (x + 2) + C{a 3 - 2 a + 4), 

I = {A 4- C) a* 4- (2 A4B-2CJa42B+4C 


Entonces, 


A - — Y¡%* B = C = Jía 


Por tanto, 


(4) f - f ~ * , + !4 d v + fÜlif. 

' Jx‘+S Jjr*-2x+4 T J* + Z 


i f- 4 ~ * 

12.1 x- 


, . dx + pr ln (x + 2 ) H* C. 

2x1-4 12 


Abara bien. 


x a - 2 x + 4 = (* - l) ! + 3 = u* + 3, si x - I = u. 
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Entonces x = u + 1. dx = rfu, y 

i x--Zx + 4 = /ATI ^ = VI ‘ 1tC ' B ÍH " ? 10 <“* + ? > ' 

Sustituyendo ¿hora u = x — I, empleando (4) y reduciendo, Leñemos la 
solución. 

Caso IV* i?/ denominador contiene factores de segundo grado y algu¬ 
nos de estos se repiten. 

A todo factor de segundo grado repetido n veces, corno 

(x s + px + qy , 

corresponderá la suma de n fracciones parciales, de la forma 

Ax 4- B . Cx + D f Lx 4- M 

■ \n -i "1“ *.. t - 


(x* + px + q) ri (x- + px + q) n 


x 2 + px + q' 


A fin de llevar a cabo la integración, se necesita la ** fórmula de 
reducción 17 

(¿\ f du _ l [ u 

J (u 2 + a 2 ) n 2(7i-í)a 2 [(ü s + a i r i 

-H2n-3)J"(,/ + a 2 )"-'] * 

que se demuestra en el capítulo siguiente. Si n>2, es necesario 
repetir la aplicación de (5). Si p no es cero , completamos el cuadrado 

x 2 A- px + q = {x + }& p)~ + 14 (4 í/ — p 2 ) = ir + ar t etc t , 

como antes* 


Ejemplo. Démosme que 

- 2 x 3 + x + 3 


; TTiT ^ +1 ' + 2 ;Tnr + 4 - - 

Solución. Puesto que x 2 -p I enm dos vcc?s como factor, suponemos 
2xHx+l _ óv 4- , C.y 4- D 

U 2 + n 3 (jcHij s + i' 

Quitando denominadores, 

2 + x 4 3 - A.v 4 B 4 (Cx 4 D) U 2 + l) * 
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Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x, y resolviendo, 
obtenemos 

A = - L B - 3. C = 2, D = 0. 


m 2 x dx 


Luego ClJ±±x ± ldx - r - x + 3 

B J U* h I ) 2 ‘ J (x 2 + l}* J J ** + i 

= ln <** + 1) - f „* ¿jr - .. + i - 

' J (x 1 + IJ 2 J (.v a -t- 1 } : 


El valor de la primera de estas dos integrales se determina por U formula (4) 
del Artículo 12£j el de la segunda por la de reducción (íl, que acabamos de 
dar. haciendo u — x, a — I. n - - T De este modo obtenemos 


+ * 

Uhu 1 


dx - ln<>* + l) + 


I 


2(^+1) 


+ 


ir_-_ 

2 L Jt*'+ ] 


+ ¿re tg X 


] 


+ c. 


Reduciendo, tenemos la solución. 


Conclusión, Puesto que tuda función racional puede reducirse al 
cociente de dos funciones racionales enteras, es decir, a una fracción 
racional, se sigue, de la discusión anterior, que toda función racional 
cid'o denominador podamos descomponer en factores reales de primero 
y segundo grado, puede expresarse como suma algebraica de funciones 
racionales enteras y f mee iones parciales. Hemos mostrado cómo se 
deben integrar todas las formas posibles de los términos de esta suma. 
Resulta, entonces, el teorema siguiente: 

Teorema, La integral de toda función racional cuyo denominador es 
posible descomponer en factores reales de primero y segundo grados puede 
hallarse } y puede expresarse en térmimts de funciones algebraicas t loga¬ 
rítmicas y trigonométricas inversas; es decir , en términos de las fandones 
elementales, 


PROBLEMAS 

Verificar las siguientes integraciones. 

i. riial±AÜi = in*»(** + 3) + c. 

* x 3 T 3 x 


lo ( X — O + are tg X + c. 


9 f {x‘ ¿ -\-x)dx = 

1 J t* - li (X a + O 

/» (2 <» - 8 j -8)rf¿ ^ 2 ln >JL±4 + C , 

J u - 2) (í* +4J i - l 

j- U a +x - » l„ f + 4 , + jrc t 3 ^ + C 

J (2 x -J) U a +4) 2 2 a- - 5 2 
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5 . f 1 ' . I„ 1 * 1+1 + ' ... „ i* + C. 

* r 4 a 3 9 jc jc‘ o 3 

6. f ( l £ + V *+I tí+}) d M . = 1n (u» + 2) + are t B y + C. 

J y 4 + 3 y 1 + Z 

7t J 7 ,, = - ~ ~ are ts z + c - 


S 


io. J 


Z ‘ l , z * / 

2 x dx 

fc V + I) (a + 1) = 


are tg je -j- 


* -+- I 


<* 3 + 3*)rf* = XinU* + 1 ) - 


(.v: 3 -h IJ 3 2 


je 3 + 1 


+ C. 


+ c. 


—'- !n .V {.y* + 0 ) 4 + c. 

+ 9 X i 

^2 


11. f <* ^ +?* + ?'"' - ln ^ + are t B + C 

x (-r- +21- -v* + 2 2 jc ! + 4 4 x / 2 


12. / °^~ 4 ln (' s + 4) - ^-r + C. 


!3. / 
14. / 


(I a +4) : 


dx _ _ J_ - 
A 3 -f X 2 + A 2 


í 2 + 4 

+ * +1 V7 


3 -/i 


+ C. 


I 


lJ+4- *X^UU J_ ¡ ( a ^2) +__ 

(** + 2j* 2 1 ^ (je* + 1) * 


+ C. 


1S. = In 4—4“ 2 Jrc tg -' + C ' 

J x* — ] x H- l 

(2** + 3z + 2Wz _ 2 j n ír+2) _ aK lg ( z + 0 + C. 

1 


16. f 

J (z + 2 ) fz 2 + 2 ^ 4 - 2 ) 


+ 4 l + í 


+ C. 


‘ 1 ( 5 A'- + 41 dx _ 


10 


j.r 3 + 4 a 
5 ,v J v 


- Un 4 = 4.im 


■j; 

■ r 

-■ j: 

21 . f ' A ~~ + 2 - v H i v . ■ = iL + 1 - ln 2 = o, m. 

J J (** + l) (jf+ l).* 4 T 2 

. f , t^*- 4 r)«_ ¡n u + l la 20 , ,,KZ. 

Ja (’ - Ib í 2 lí 


. = ) n ü + ü = 0,fc67. 
U + 2) [x* +1) 9 T 4 

(2 a- 4- A- + IJ l/-V _ | n , H _ ■) ]2| 
0+1) (a- + I) 4 


22 


23, t ' j±l + 2 g? 1- 6 / + $UU = j_ ln 2 +Ü. + 1 = [,2Í7. 
Jo (ü 3 H- 4} 2 2 4 T S 
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Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales. 


24 

25 

26 

27 


28 


C (6 *3 + 3 X 4- 4) dx 

29. 

f (4x 3 +3 x 2 +l8 x + !2) 

J X 3 + 2 X 

.7 (x a + 4) 2 

f (z* + 3)dz 

30. 

f !í 8 ydy 

J <z + 1) ( Z 2 + [)' 

Jo Utf + I) (4 + 

r (% jc 3 +1 x + n dx 

31. 

f ! (2 x 3 — 4) dx 

.7 x* + 3 x 3 

Jn <x a + 1) (x + !) 2 

('(3 x 3 + x 2 + 3)dx 

32. 

C 3 (x + 10) dx 

J x 4 + 3 x s 

J i x :t + 2 -f 5 x 

f (í x s + 12 x + <*)dx 

33. 

f(2x 3 + l8)rfx 

J x 3 + 3 X a + 3 X 

Jo (x 4- 3} (x* + 9)’ 


16S. Integración por sustitución de una nueva variable; racional^ 
zación. En el artículo anterior hemos visto que todas las funciones 
racionales, cuyos denominadores es posible descomponer en factores 
reales de primero y segundo grados, pueden integrarse. De las funcio¬ 
nes algebraicas no racionales > es decir, las que contienen radicales, 
no se pueden integrar en términos de funciones elementales sino unas 
pocas, hablando relativamente. En algunos casos, sin embargo , sus¬ 
tituyendo una nueva variable, estas funciones pueden transformarse 
m funciones equivalentes que o son racionales o se encuentran en la 
lista de las formas elementales ordinarias (Art. 128). El método de 
integrar una función no racional, reemplazando la variable por una 
nueva variable de manera que el resultado sea una función racional, 
se llama a veces integración por racionalización. Este es uno de los 
artificios más importante en la integración. Ahora vamos a tratar 
algunos de los casos más importantes de esta clase. 

Diferenciales que contienen solamente potencias fraccionarias de x r 

Una expresión que contiene solamente potencias fraccionarias de x puede 
transformarse en forma racional mediante la sustitución 

x = gf n , 

siendo n el menor denominador común de los exponentos fracciona¬ 
rios de x 

En efecto, x, dx y cada radical pueden entonces expresarse racio¬ 
nalmente en términos de z. 

EJEMPLO L Demostrar que 

-i. Ib (I + x*) + C. 

J 1 -b i 3 
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Solución. 

Entonces. 

De donde. 


CALCULO INTEGRAL 


Aquí n — 4. Por tanto, sea ^ = 2 1 . 

x'á — z 2 , x% - z 3 , dx = 4z*dz. 

Sm-ÍT7T’ i -'‘'-'fT77- 

~ 4 f{**~TTp) d * “T 2 * 


dz 

- Í.ln(t+z’)+C. 


Sustituyendo ahora z - x% t tenemos la solución. 


La forma general de la expresión irracional que se trata aquí es 

fí(s rí )dx, 

en donde R representa una función racional de x n . 


Diferenciales que contienen solamente potencias fraccionarias de 

a + bx. Una expresión que contiene solamente potencias fraccionarias 
de a + bx puede transformarse en forma racional mediante la susti¬ 
tución 

a + bx = z n , 

siendo n el menor denominador común de los exponentes fraccionarios de 
la expresión a + bx. 

En efecto, dx y cada radical pueden entonces expresarse racio¬ 
nalmente en términos de z . 


Ejemplo 2. Hallar 


,r 


dx 


(í + *) % + (I + 

Solución. Supóngase que I 4- jc = z z . 

Entonces dx — 2 z dz, (I + x) = z 5 y (1 + x) ^ ^ 


-h 


dx 


l + x) 3/l + (t + * 


_ c 2 »_*_ r dz 

“ J z 3 +a~ J z’ + l 


2 2 4-1 

= 2 are tg z + C 
— 2 are tg (! + x) 'á + C 

después de sustituir el valor de z en términos de x. 

La integral general que se trata aquí tiene la forma 


E 


[®, (a + bx)' 1 ]dx , 


en donde R representa una función racional. 
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ARTIFICIOS DE INTEGRACION 

PROBLEMAS 

Verificar las siguientes integraciones: 


36J 


1. 


fíLu 

J u- 

S: 




•>,*» vi+■> 

y/ a- dx 


i Vx-i vi 

- 7 ln 


-h 2 x 2 — 3 x 4 Vi + I 


“ 3 In - -|- C\ 


V7 t /V _ 

~ v arc 8 \T + C ' 


— jc /s 


Xtí 

J 

r—- 

J {4x + I) -5í I2(4jc + I)^ 

J " 




..A 

27 * 13 

6jc* + 6 JC + 


+ C. 


+ C. 


** - X* 3 


2 In T7 +4 are tg ¿r/* -f- C- 


f— 

J (« + 




l(2o+ 


(a -h¿>A)"" b-V a + 5* 


x^ + 1 


+ C- 


+ y^=“{4y-3 fl ) U + yl^+C 


10 . 


íi. 


12 . 


13. 


15 . 


í. y^ a 

3. r i- V-^+H- I ) rfjr , x+ , + 4 vTTTT + 4 ln(V7n-l)+C. 
J V x + i - i 

—^7==ví Jf + fl ) % - J ( Jf +°)^ + 3 ln 0 + V7+D + C. 

l+Vx+n 2 

f - ~ + 5 j^l_ = 2\/7TT+ y/1 are tg + C. 

J (í + 4)V7+2 V 2 

x s 


-- - - — =2 are tg 2 — 77* 

(a+2)Vr + l 2 


I +%/* 


= 4-2 In 3. 


r 

r 4 d, . „ 1 

I .— ,____ = 3 - 9 are tg —. 

Ja y/2 t (9 +\/2 r) 3 


r 


y ¿y 


V2+4y 2 


= T V2. 
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^64 

1G. 

18. 


CALCULO INTEGRAL 


fi, 317. C—JL—S. 31. 

J.l A- + 1 23 Ji 2 V 1 +V 1 


-v + 

r .S+I.W 1 . 

*J.i (x — 


(a - 2) 94 + 3 


Calcular cada una de las integrales siguientes: 

19, 

20, 


í/jc 

23. 

r d ' - 

a + 2 Va + 5 

) 0 + 1)' A - (t + 1)^ 

djc 

24- 

r 

A (1 - VÁ)' 

) (a -2) A - (a-2)>' 


21 . 


22 , 


X 

r. <*+*>'* . 

JaVa—3 

f— 

J (2y- 


r ¿tf 

t +3) 


25. 


26. 


r (-v -E 3 )(/jc 
J (,v + 5} V x T4 

X 


(2 - V ; x +~i)dx 

l-2x 


27. Hallar el área de la superficie limitada por la curva y = x + V * + l i 

el eje de las x y las ordenadas correspondientes a x = 3 y * — S. So/- 4ÜJC 

28. Hallar el volumen que se engendra cuando la superficie del problema 
anterior gira alrededor del eje de las x. 

29. Hallar el volumen que se engendra haciendo girar alrededor del eje de 
las x la superficie del primer cuadrante limitada pot los ejes de coordenadas y 
cada una de las siguientes curvas: 

a) y = 2 ~ - \f x . c) y = a — V ax ♦ 

5} y = 2 — \íx . é) y — 4 — x% * 

30. Hallar el área de la superficie limitada por las curvas 

y = 2 x 4 \/2 ,v + l y y = x — V2 x + I 
y las ordenadas x = 4 y x = 12, 

31. Hallar el área de la superficie limitada por la curva 

(jc — I} y 2 = (a: + l) (2 y — I ) 


y las ordenadas correspondientes a x — 3 y -V -— tí* 




4 4- -v/2" 
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ARTIFICIOS DE INTEGRACION 3í>S 

169. Diferenciales bincmias. Una diferencial de !o forma 

(1) x m (a + bx JÍ '$* dx , 

siendo a y b constantes cualesquiera y los expon entes w * n f p mime- 
ros racionales, se llama una diferencial hmomia . 

Hagamos 

x = z & ; entonces dx = as* -1 dz , 
y (a + bx n } p dx = a z mtx ~ a ~ } (a +■ bz *'*) p dz . 

Si se elige un número entero a de manera que ma y va sean 
números enteros, * vemos que ía diferencial dada es equivalente a otra 
de la misma forma , donde m y n se han reemplazado por números 
enteros. Además, la sustitución 

(2) x m (a + hx" }* dx = (aar* + b Y> dx 

transforma la diferencial dada en otra de la misma forma , donde — n 
reemplaza el exponen te n de x. Por tanto, cualquiera que sea el 
signo algebraico de n r el exponen te de x dentro del paréntesis será 
positivo en una de las dos diferenciales. 

Cuando p es un número positivo, se puede desarrollar la potencia 
del binomio según la fórmula de New ion e integrar hi diferencial tér¬ 
mino a término. En lo que sigue T 7 ? se supone una fracción ; pm 

v 

tanto, la reemplazamos por —, siendo rys números enteros, ** 
Por consiguiente, podemos enunciar la siguiente proposición : 

Toda diferencial binomio, puede reducirse a la forma 

V 

x w (a + bx u ) "dx, 

siendo m, n , r y s números enteros t y n positivo. 

En el artículo siguiente demostraremos que se pueden quitar en (1) 
los radicales en los siguientes casos : 

Casa L Cuando m ^ = un número entero o cero r En este coso 

n 

se efectúa la sustitución a + bx 11 — z s , 


Siempre es posible elegir a de manera qtir ma y na sean números enteros, 
puesto que podemos tomar para valor de a el mínimo común múltiplo de los 
denominadores de m y n. 

El caso de ser p un número entero no se excluye, sino que aparece como 
especial; a saber, r — /i, s = 1. 
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366 


Caso II* Cuando — 


CALCULO INTEGRAL 

m + 1 


-L — = un número entero o cero . En este 

n s 


caso se efectúa la sustitución a -f bx ri => z s x n . 

x 2 dx 


Ejemplo i 


/ x* dx _ r 
(a + bx 2 ) % J 


— | {a + bx 2 ) yí '" dx 


I 2 a T bx 2 
h 2 \f a + bx 2 


+ C. 


Solución* En este caso, m — 3, n — 2, r — — 3. s =* 2* 

_ 1 1 

Luego, ———. — 2, número entero. Por consiguiente, estamos en el caso I 

T) 

y efectuaremos la sustitución a HE bx 2 = z 2 i de donde 


- e-vL 


dx — 


z dz 


b'¿ U 2 - o) H 


u7 U + £>-V 3 )^ = 2 a . 


C x* dx _ C / z 2 — a y' 
J (a + bx*) 3/i J \ b ) 


z dz 


b /l (z 2 — a) ^ 




az~ 2 ) dz = — (z 4- oz’ 1 ) 4" C 

Ó" 


¡ 2 a + 


+ C. 


Ejemplo 2 




\f a-\- hx 2 
dx (2 x 2 - l) (I + x 2 ) K 


v/ I + 


3 A» 


+ C. 


Solución* En este caso, m = — 4* rc = 2 T — — — -i-* 

s 2 

Luego, m y 4 - S- .a= — 2 , número entero. Por consiguiente, tenemos el 
n s 

caso II, y la sustitución será 

1 T x? — z 2 x 2 , z — 


iM 


de donde, x* 


= z 2 _ i- 1 + x * = z s - r Xi+.v ¡ = 


U 2 - U 14 ' 

1 I z dz 


íz 2 “ ]) 

dar 


H’ 


íz 2 - 1) 


T- y djr - - ■ 


(z* - 1) 


H m 


/ z dz 

fz 2 - 0^ _ (' , 

- 1 ._ -i _ J z 

(z*-l) 3 U 3 -l)X 


I) dz 


= z - ^ + C - v - 


(z 2 - I) H 

(2 — O (1 + *v 2 )X 


3 


+ C* 


además, 
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ARTIFICIOS DE INTEGRACION 

PROBLEMAS 

Verificar las siguientes integraciones: 

e* VT+x¡dx = 10_x*^2 )_O + ar*)^ 


1 - f 

2 - f 
- X 
-X 
’• X 
-X 
'■X 
-X 
-X 


45 


x 5 dx 2 (x 3 - 2) \/ I + jc 3 


+ C. 


V 1 + . 


+ C. 


5 x (8 + *')* 

IOS 


+ c. 


ar 5 dar 


2(2 o + 6a: 3 ) 

H = - + C ' 


(a + fe* 3 ) 72 3 fc ! Ve + 6 jt 3 

dx (I + x 3 )'Á 


jc 2 (I + ar 3 )^ 

_ dx_ _ 

x 3 ( 1 + x 3 ) ' Á 

dx 

* 2 <l +x*)'‘ Á ' 
dx 

Jt*(l + Jt") * 
dx 


+ C. 


(1 + ar 3 )^ 

2 x 3 

(i + x*)Y* 


+ C. 


+ C. 


(I + *"> 71 . _ 

-i + C. 

(n — I) x 

i + 3 x 3 


x 3 (I 4- x 3 ) 


% 


2^0+ * 3 ) 




+ C. 


10 


J 2\/ I -f~ x 4 dx , t —-- t ■>/ ] -b x i 

^3 = ln (s" + \/l+ jc 4 ) -——- + C. 


Calcular cada una de las siguientes integrales: 


11 . 


13* 


15, 


X 

X 

X 


x 5 \/ 1 — a- 3 rfx, 
x s ( fl a _ ^3) ^ ¿/je. 


Jf M + x 3 ) ^ s dx> 


12 * 


14* 


X 

X 


x 5 dx 

V a + ¿x 3 

(* 5 -f- 2 x*) tfx 

(1 + x*)% 


367 
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368 CALCULO INTEGRAL 

170. Condiciones de racionalización de la diferencial binomia 

x 

(A) (a + bx v )*dx. 

Caso I. Supongamos que a + bx” = z*. 

A x 

Entonces (a + bx" )‘=z, y (a + bx"Y = z r ■, 

1 m 

además, * - (¿f , y *■-(*=!)': 

luego. *• 


líí + 1 


¿fe . 


Sustituyendo en (¿), obtenemos 

x * / z* _ tt \ Jí 

x m (a + bx'*)Mx = t—j 

El segundo miembro de esta expresión es racional cuando 
es un número entero o cero. 

Caso II. Supongamos que a + bx" — z"x", 

a , az * 

Entonces x n = — _ ^ f y & + bz" = ^ 

l. — 

Luego, (a + bx n ) * = a* (a? — b) ' 2 r ¡ 


m + 1 


además, 

y 


x = a n - b) * , = a n (z* - b) 11 

„ A 

dx = _ — ( 2 * — b) rt 

n 


Sustituyendo en (4), obtenemos 

t- zrt+l , r 


x m (a + bx jr ) 31 dx = 




n 


(2* — b) 


-(a±1 + a + i ) 

V tí s 7 , 




El segundo miembro de esta expresión es racional cuando 


—^ + — es un número entero o cero, 
n * 


Luego queda demostrado que los radicales de la diferencial binomia 

A 

x m (a + bx H )*dx pueden quitarse en los casos enunciados en el artículo 
anterior. 
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171. Transformación de las diferenciales trigonométricas* 

Teorema. Una diferencial trigonométrica que contiene sólo funciones 
racionales de sen u y eos u puede transformarse en otra expresión dife- 
rencial, racional en % , mediante la sustitución 


( 1 ) 



z, 


o (lo que es lo mismo) por las sustituciones 


( 2 ) 


sen u — 


2 z 

1 + z- 7 


CUS u — 


1 — 8 * 

1 + 1 


du = 


2 dz 
1 + z*- 


Demostración. De la formula para la tangente de la mitad de un 
ángulo (véase (5) del Artículo 2), y elevando ambos miembros al 
cuadrado , tenemos 



1 — eos u 
1 + eos u ' 


Sustituyendo tg — u = z , y despejando 


cosu J resulta 


(3) 


eos u = 


1 - z 2 
1 + r* 



una de las formulas (2). El triángulo rectángulo de la figura 157 
muestra la relación (3) y de él se deduce el valor de sen u dado en (2) . 
Finalmente, <le (l) t 

u = 2 are tg z , 


y, por tanto, 


du = 


2 dz 

1 t ' 


De este modo quedan demostradas las relaciones (2). 

Está claro que si una diferencial trigonométrica contiene sólo fun¬ 
ciones racionales de Ig ctgw, sec u y esc u, el teorema incluirá 
esta diferencial, puesto que esas cuatro funciones pueden expresarse 
racionalmente en términos de sen u o de eos u o de ambos. Se 
sigue pues que cualquier diferencial trigonométrica racional puede 
integrarse, a condición que la diferencial transformada en términos 
de z se pueda descomponer en fracciones parciales {véase el Ar¬ 
tículo lt>7). 
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370 CALCULO INTEGRAL 

Ejemplo. Demostrar que 


/ 


-- 4 arc tg 

? + 4 sen 2 x 3 


^ 5 tg x + 4 ^ 


+ C. 


Demostración. Sea 2 x = u. Entonces ¿r = JdS u< dx = % du* Sustituyendo 
estos valores, y empleando (2) „ tenemos 


S 


dx 


"7 i 




5 4” 4 sen 2 x 2 ¿ í 4 4 sen u 


-/ 


2 c/z 
1 + z 2 


5 4- 


-Stt* 


dz 


z ! + 8z + > 


1 + z = 


= y ate tg 




+ c. 


Sustituyendo ahora z — tg Yi u — tg x, obtenemos el resultado buscado. 


PROBLEMAS 


Verificar [as siguientes integraciones: 

de 


*• J 

*• /; 


= In (l +tgy) + C- 


[ 4 sen & 4- eos $ 

4-' lntgi-1 tg*4 + C, 

sen jc + tg je ¿ 2 4 l 


3 - / 
*■ /: 


5 4- 4 eos ^ 3 

dx 


— — are tg 


(W)+ c - 

($D- 

T da _ 1 ^ 1 ^ 

5. .íf+TÍTa" v1 arct H^1 tg TJ + C ' 


- — ln 


4 4 5 eos x 3 


6 . 


7. 


8 . 


J 


dx 


2 sen x — eos x 4 3 

0 , ? 


cos 9 4/61 - - 4 + ^ a rc tg 

5 — 3 eos tí 3 6 


/ c o 


= are tg ^1 4 2 tg + C. 

(!,4) + C. 


/ 


dx 


2 


4 see x 4 5 5 




+ c. 
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9. 

C * de n 

"■J 

+ </* .i 

)q 4-3 eos $ yf 7 

2 + sen * 3 ^/Y 

10 * 

i? 

r T d* i,3 

■ 2 - J 

n 

^ da 1 

12 + 13 eos * 5 “ 2 ' 

= ; In 3* 

0 3 4*5 sen a 4 

Calcular cada una de las siguientes integrales: 


13* j 

r dx 

19. J 

' dje 

* l + sen x — eos x 

J + 2 sen * 

H. J 

r d» 

20 . j 

’ sen & d& 

* erg d + esc e’ 

5 + 4 sen 6 


f d*f» 

21 . J 

' dt 

15. 

5 sec f — 4 

* O — 5 eos <p 


16. j 

r d t 

22 . ( 

n\ f . 

1 13 eos t - 5 

J 

0 5 + 3 eos * 

17* 

{' dx 

23. ( 

4 .. 

' 2 eos x 1 

J 

0 3+2 eos 0 

18* 

r de t 

2J - J 

^ da 

’ 2 4 - seo a * 

0 2 + eos a 

172, 

i Sustituciones diversas* 

Hasta aquí, mediante las sustitu- 

dones que hemos considerado, se han suprimido los radicales de la 
expresión diferencial dada. No obstante > en gran número de casos se 
pueden efectuar integraciones por medio de sustituciones que no quitan 
los radicales; pero no se puede dar ninguna regla general. La única 
guía es la experiencia adquirida al resolver muchos problemas* 

Una sustitución muy útil suele ser 



1 

x — — f 

2 

JN 2 |« 

! 

II 

r 

que se 

llama sustitución recíproca* Empleemos esta sustitución en el 

ejemplo siguiente. 



Ejemplo. Hallar J ^ q2 “ 

dx. 


Solución* Sustituyendo x = X, 

2 

dx = 

obtenemos 



z 2 _ ] ) / Z £¿2 


(*»z a 

3 

” ,)S/í +C = 
a 2 

. _ (a 2 - ^ 

3aV ^ 
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1 CALCULO INTEGRAL 

PROBLEMAS 

Verificar las siguientes integraciones: 


" J; 

J 


dx 


W i + 


dx 


=.u 

+ x ¿ \ 


¡)- 


x V x 2 — x -f- 2 

*• r— 

A V 


2 -1- x + 2 V 1 + X + ■ 

Hágase a = — 
z 

I , / V x 2 - A + 2 + A -VI ^ + c 


J / Va 2 - 

~ v~l ln \ vV - 


+ 2 + x + V 2 


¿A 


A 2 + 2 * " 1 


Hágase V a 2 — a -h 2 = z — a, 
- 2 are tg (x + V a 2 + 2 a - 1 ) + C. 


Hágase V a 2 + 2 a — I ~ z — a 

,. C d é - L.T V^T^-V JZIU^ 

J xV 2 + x-x* V 2 W2 + 2x + V2-x / 

Hágase \/ 2 + x — x 2 = (x + 1) z. 


i. f —^- 

V a V 5 a 2 \ 3 \ 3 (a — 2) 


Hágase V 5 a — t> — a 2 — (a — 2) z 

i. (*-—-= - are sení^- 1 ) + C- Hágase x =-L 

J .r\/ 3 .r ! - 2 s - ¡ V 2 X ' 


S; 

- J: 
-X; 


— dx 




+ \/ I + 4 x + 5 


2 ) 


+ c. 


Hágase x - 


I 


dx 1 

- • — — — — are sen 

V x*+4x-4 2 




+ C'. Hágase x = — . 

z 


dx 


V 1 -b 2 x + 3 


Vi +'2 A + 3 A 2 


+ In 


( 


I + X + v I + 


10 . 


f 


dx _ V 27 x- + b x - 1 

a 2 V 27 a 2 b a — 1 * 


3 are sen 


(^) 


*¿±i^)+c. 


Hágase a = — - 
z 


+ C- Hágase a “ — 
2 
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ARTIFICIOS DE INTEGRACION 
1 (x -* 3 ) Kdx 


12 


13 


14 


•X 

. C dx — 

Jo <>* + *-* 


= 6 . 


are tg e - 


V ax — 


1 

Hágase a - — ’— . 

z 

Hágase c x — •' 

Hagase x — u sen- z 


. V 2 t H- f 2 dt = V' 3 — Vi In (2 + V 3) . Hagase t + 1 = -. 


Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales: 
4 dx 


“• f 


16 


xV x 2 — 2jr + l 
* dx 


■ f— 

J (x~ — 2 


(a~ — 2 a 3) 


« ■ 


C 3 d* 

17, \ — 

t/ V 5 x “ 6 “ .r 

J 2 A ¿A 

V 5 x — 6 — a 3 


Hágase \/ a 2 — 2a + 3 = z— a. 
Hágase y/ x- — 2 * + 3 - z — .v. 
Hagase \/ 5 .v — 6 — a 2 — (a — 2 ) z. 


18 , 


Hágase y/ > x —6 — a 2 = t a — 2) z. 
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CAPITULO XVII 


FORMULAS DE REDUCCION, USO DE LA TABLA DE INTEGRALES 

173* Introducción* En este capítulo se completan los procedi¬ 
mientos de integración. 

El propósito es dar las instrucciones necesarias para sabor emplear 
una tabla de integrales. Se desarrollan métodos de deducir ciertas 
fórmulas generales, llamadas fórmulas de reducción , que se dan en 
todas las tablas. Estos métodos son típicos en los problemas de esta 
índole. 

174* Fórmulas de reducción para las diferenciales blnomías, Cuan¬ 
do umi diferencial binomia no puede integrarse fácilmente por nin¬ 
guno de los métodos hasta aquí expuestos, es usual emplear fórmulas 
de reducción deducidas por el método de integración por partes. 
Sirviéndonos de esas fórmulas, la diferencial dada se expresa como 
suma de dos términos, el lino no afectado del signo de integración, 
el otro una Íntegra! de la misma forma que la expresión primitiva 
pero más fácil dt- integrar. Las cuatro fórmulas principales de reduc¬ 
ción son las siguientes: 



1 [a + bx l, ) Ji+l 
(np + m + l)fr 
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s 


(C) I x m {a + bx”)”dx = 


FORMULAS DE REDUCCION 
jr” ,+I [a + 6jr'O p+l 


375 


(Z>) J x m (a + bx*) 1 ’ dx = 
+ 


lm + 1 )a 
(np +n+m + 1)6 ( 

(m + 1 Ja J 

n(p + 1 Ja 

Bj + a + m + 1 


X"‘+”(a + bx*)’ 1 dx. 


n\p+ l )a 


fx-h 


+ te»)** 1 dx. 


No es necesario que el estudiante aprenda, estas fórmulas de me¬ 
moria ; pero debe saber qué se logra con cada una y cuándo fallan. 
Así: 


La fórmula (A) disminuye n unidades a m. 

np + m + 1 = 0. 

La fórmula (B) disminuye 1 unidad a p. 
np + m + 1 — O. 

La fórmula (C) aumenta n unidades a m. 
in + 1 — O. 


(A) falla cuando 

(B) falla cuando 

(C) falla cuando 


La fórmula (D) 
P + 1 -0. 


aumenta 1 unidades a p. 


(D) falla cuando 


T, Deducción de la fórmula (A) . La fórmula de integración por 
partes es 


0) 


s 


u do “ uv — 



U), Art. 136 


Podemos aplicar esta fórmula en la integración de 



+ bx n ) p dz 


haciendo a — * y dv = (a + hx n ) v x n - 1 dx ; entonces 

dn = tm — n + l)x m ~ f, dx y v = ^ - 

nb (p + 1) 


* A fin de integrar itü según la fórmula de las potencias, es necesario que x 

fuera del paréntesis tenga el exponenie n “ I, Restando r? — 1 de m se obtiene 
m — n 4- l para el expolíente de x en tr, 
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Sustituyendo en (1) T 
(2} ( x m (a + bx n )dx = ! 


w -m-H 


{(7 + bX fi ) p "* 


(-) J'- ^ * — j — +1) 

PoroJ^ o:" 1 " 1 (a + 6.C" ) n ' 1 dx = ^'x m ~" (a + kE’ l ) p (« + bx n ) dx 

— (2^** (a 6x*y dx 
+ 6 J".r w (a + bx ")»' dx. 


Sustituyendo esto en (2), obtenemos 


x ‘" ( a + te") f ‘ dx =' 


4- bx n Y' 
íibCp + 1) 

(m — n 4- I )a 


+ i 


_no r 
i) J 


X 


. , , ,. , x‘ u " (a + dx 

nb (j) + 1) J 

— ~ / ”í ~i / f x "‘ ( n + bx»y dx. 
n (p + 1) J 

Trasponiendo el ultimo término al primer miembro y despejando 
x m (a + bx sl ) p dx , obtenemos (.4) * 


Por la formula (41) se ve que la integración de x m (a + bx”} 0 dx se 
ha hecho depender de la integración de otra diferencial de la misma 
forma, en la que m — n reemplaza a m. Aplicando la fórmula (A ) 
repetidamente, puede hacerse que m disminuya en un múltiplo cual¬ 
quiera de n. 

Evidentemente a cuando ??p + m+l = Oj la fórmula {A) falla, 

—L | 

pues el denominador se anula, Pero en este caso ——— 1 + p = O , y, 

en consecuencia , podemos aplicar el método del Artículo 159 f de suerte 
que la fórmula no es necesaria. 

II, Deducción de la fórmula (5). Separando Ins factores pode 
mas escribir 

(3) Cx m {a bx fl } 1 ' dx — ^{a + bx n ) p “ 1 {a + bx”) dx 

= a J** (a + bx n )>‘- ] dx 
+ b£x*+»(a + fiar-y- 1 dx. 
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Aplicando ahora la fórmula (A) al último término do (3), reem¬ 
plazando en la fórmula m por m -f n y p por p — 1 , se obtiene: 


6 



(a + bx n ) Ji ~ l dx — 


(a + bz 1 *) 7 * 
np + m + 1 


ti (w. + i ) 
np + m +1 


^x m (a + bx lí ) ÍJ 1 dx. 


Sustituyendo esto en (3) y sumando los términos semejantes, ob¬ 
tenemos (¿?). 

En cada aplicación de la fórmula (B) el valor de p disminuye en 
una unidad. La fórmula (i?) falla para el mismo cuso que (A), 


Itl. Obtención de la fórmula (C). Despejando de la fórmula (¿4) 
la integral 


J" 1 x m " (a + bx u ) v dx 


y reemplazando m por ni + n r obtenemos (C). 

Por tanto , cada vez que aplicamos (C), m se reemplaza por m 4- n . 
Cuando m + 1 =0, la fórmula (C) falla; pero entonces se pueden 
quitar los radicales a la expresión diferencial por el método del Artícu¬ 
lo 169 , y la fórmula no es necesaria. 


IV. Deducción de la fórmula (Z>), Despejando de la fórmula (i?) 
la integral 



+ hx u ) v ~ 1 dx } 


y reemplazando p por p + 1 , obtenemos (D)* 

En cada aplicación de (¿>) el valor de p aumenta una unidad. 
Evidentemente , (jD) falla cuando p + 1 — O , pero entonces p = — X 
y la expresión es racional. 

La fórmula (5) del caso IV del Artículo 167 es un caso especial 
de (D) , cuando m — O , p = — n r n = 2 1 a = a 7 , b = 1. 


Ej litóPLO 1. f = - 4 (** +1) (1 - Jf s ) *6 -f C. 

+} \f I — X 2 

Solución, Aquí, m — 3. n — 2. p — — Y¿> u — L b = — 1- 
En este caso* aplicaremos la fórmula (A) porque entonces la integración 
tic la diferencial dependerá de la integración de j j. ( 1 — .v 2 } ^ dx q u c se 
efectúa por la fórmula de las potencias. 
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Luego, sustituyendo en (A) , obtenemos 



J r 2 )~' 4 dx = 


_ ^ 2 ) -n+i 

— 1 (— i + 3 + 1) 

1 (3 - 2 + I) 
-1<-1 + 3 + 1) 


/ 


Jt 3 - J (l - x*)-'Adx 


= -lx 2 (I -* 2 )X + -=- Cx (I -je s )-!ídjc 
3 3 J 

= -y**(l 1 (1 - * 2 )Jí + c 

»-y (*» + 2) (1 -**)K + C. 


Ejemplo 2. J - - (j* 3 + y«*ar)vG*- * 2 - 

+ 4- a 4 are sen — + C. 

8 a 

SUGESTION. Aplicar (A) dos veces. 

Ejemplo 3. J (a 2 + jc 2 ) % dx = y V a 2 + i* 

+ y In (x + V a 2 + x 2 ) + C* 

SUGESTION Aquí jtf = Q* n — 2, p = 14, a = a 2 t b = l. Aplicando 
(S} una vez. 


^ C dx C^ 2 — O ^ , 1 

Ejemplo 4, 1 - ^ = -—«—J -+ T sec * + C. 

J W ** - I Lx 2 

Sugestión. Aplicar (C) una vez. 


PROBLEMAS 

Verificar cada una de las siguientes integraciones: 


C x 2 dx x / w -- . a- 

1. I . . -rVfl 3 -je> + Y 

J 2 2 

X x 

Vü 

3 ‘ J"v / T^lc 2 


a re se n — + C 
a 


^ djc 1 y_ - 

- y (x 2 — 2 a 3 ) \/ a 5 + x 2 + c. 


x 5 dx 


“ - jj (3 x* + 4 x 2 + 3) V 1 - x* + C. 


4. ^ x 2 V a 2 — x 2 dx - |r (2 x 2 — a 2 ) a/ a 2 — x 2 + ^ are sen ™ + C. 






















http://carlos2524.jimdo.com/ 


FORMULAS DE REDUCCION 


379 


f 

f 

f 


dx 


X .1 , X , _ 

‘2 7 + c - 


(a* x 2 }* 2 a 3 (a 2 + jc-) 2 a 3 

dx 


jc 3 dx 


V a ¿ — x 2 1 , a - V a* - .e 2 , 

ñ re 4"7 i in _ +c. 

2 a 2 .v 2 2 e 3 x 


x 3 + 2 a 2 


(<!=+* S )^ Víi a +. 

_ | c 

(o* - * 2 ) ^ 3fl« (fl* - **) % 


+ C. 


8. 


f 


9. I (x* + o 1 ) *'*dx = % x (l x 3 + í ff 8 ) \/ * 2 + u 2 

+ Jí «Mn (a- + V^ + a 2 ) + C. 

10 . 


11 


J" x~ V x 2 + a 3 dx = K x 12 x- + a 2 ) VX a + d- 

-jj«‘ la {x + \Zx s + o 2 ) + C. 
(.v+1 a) y/ lux — x 2 
■ x* 2 


J a 2 rfx 
%/ 2 oJt — 


4- — árceos 

2 


0-f) 


+ C. 


Sugestión. I — A d ‘ K ( (2 u - a) ^ dx. A pl i ca t (A) 

J V lax -x a J 


dos veces 


12 . 


13. 


14 . 


15. 


f y - dt) - - = - -y (y 2 + 5 y + 30) V 4 y - y 2 


V — [/- 


-J- 20 are eos 


0-f) 


+ c. 


J d & _ 2 _1_ 3 ® i_ 3 3 [ n 2 

(a 2 + í 2 ) a " 4j» (a* + ¡íj" 2 + H a 4 (a 2 + s 2 ) 7 ' 


J V 9 - 4 y-' 


9 2 y 

are sen ~j~ + C\ 


J4 


= i (2 r 2 - l)Vr+4t^C. 


+ 4 ¡ 2 


16. j* I/V4 — 9 y a dy = ^ y (9 y 2 - 2) V 4 - 9 y 2 + ^ are sen ~ + C. 


17 . C íllL , _ - 9 -‘*+ 2 i r , 

J f[+9 í*)^ 81 V 1 +9 í 2 

18. j"t 2 v / 1 + 4 í 2 Jí = ^ 2 i (1+8 í 2 ) v'i+4 f*-K 4 ln (2 1 + \Zf+4T 2 ) + C. 
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Calcular el valor de cada una de las siguientes integrales; 


19. 


20 . 


21 . 


jc 2 dx 


(a- — x 2 ) 


X 

X^,, 

x^ 


% ■ 


\/dx 


28, 


X; 


22 . 

23. 

21 . 

di 


x s dx 


\/ 4 — x 9 


W 1 ~4t ¡ 


X 

^ VV + jc 3 dx 
J* (l-x*)K dx 

X 


25. 


2G. 


27. 


X; 
X 
X 


s r ds 


(a + bs 4 ) 
di 

V 5 — z 3 


% ‘ 


< I + 4 jc*) a 


29. 


(9 y- + 4) - rfy. 


175, Fórmulas de reducción para las diferenciales trigonométricas. 
En el artículo anterior hicimos depender la integral dada de otra inte¬ 
gral de la misma forma. Este método se llama de reducción sucesiva . 

Ahora vamos a aplicar el mismo método a las diferenciales trigono¬ 
métricas, deduciendo las siguientes fórmulas de reducción o ilustrando 
su empleo : 


,£) X 


sen 15 " x eos n x dx = 


sen Wí_M x eo$ n_í x 

m ~E n 


+ U t 1 fsen" 1 x cos n - 1¿ x dx. 

~ n J 


(F) sen”' x eos” x dx = — 


m + 

sen m ^ 1 X cos ,J+1 x 


m + n 
m — 


*x 


X 


{G) ( sen'” x cos H X dx = - 


771 + 

sen™+ 1 x cos"^ 1 x 
n + l 


sen" 1-2 x eos" x dx. 


t ni 4- n + 2 C „ * 

- r — 1 sen'" x cos W t2 x dx> 

n + 1 J 


m x 


sen”' x eos" x dx — 


sen w + x cos n+1 x 


+ 


m + 1 

TU + n T 2 

m + 


1¡— ^ sen m+s 


* eos 1 ' ,v dx , 


Aquí debe observar el estudiante que: 

La fórmula (F) disminuye 2 unidades a n. (F) falta cuando 

m + n — 0. 
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1 


La fórmula (F) disminuye 2 unidades a m. (F) falla cuamh 
m + n = 0. 

La fórmula (G) aumenta 2 unidades a n. (G) falla cuaralt 
n + 1 = O 

La fórmula ( H ) aumenta 2 unidades a ni. (#) falla cuaufu 
m + 1 = 0. 

Para deducir estas fórmulas aplicaremos, como antes, la fórmuh 
de integración por partes, a saber, 


(o 




Sea u = eos"" 1 x y dv = sen"'x eos x dx ; 


entonces 


du = — (n — 1) eos 71-2 x sen x dx , y v = 
Sustituyendo en (l) , obtenemos 





De la misma manera, si hacemos 

u = sen" 4-1 x , y do = eos" x sen x dx , 

obtenemos 


(3) 




Pero 



dx = 


son 7 " x (1 — c< »s 2 x ) eos" - x dx 



sen" 4 x eos" ~- .r dx 


f 


sen"' ,r eos .r da 
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Sustituyendo este resultado en (2), sumando los términos seme¬ 
jantes y despejando la integral ^ sen™ % cos w x dx, obtenemos (F). 

Haciendo una sustitución análoga en (3), obtenemos (F), 

Despejando de la fórmula (F) la integral de la derecha, y aumen¬ 
tando 2 unidades a n , obtenemos (G). 

De la misma manera obtenemos (£f) de la fórmula (F). 

Las fórmulas (F) y (F) fallan cuando m + n = O, la fórmula (G) 
cuando n + 1 = O y la fórmula (J?) cuando m + 1 = 0, Pero en 
estos casos podemos integrar por métodos que ya se han explicado 
antes. 

Es fácil ver que cuando m y n son números enteros, la integral 



x cos H 


x dx 


puede , por medio de una de las fórmulas de reducción arriba dadas f 
hacerse depender de una de las siguientes integrales : 


^dx f ^ sen x dx , ^ eos x dx ? ^; 


sen x eos x dx, 
dx 


f—— “ í esc x dx } C - sce x dx , í* 

J sen x J J eos x J J 

J" tg 3 dx , s ctg x dx t 


eos x sen x 


todas las cuales liemos aprendido a integrar. 


Ejemplo i. Demostrar que 

f sen 2 * cosí x dx = _ ™ * ¿«I * + sen * + -L ( scn * c os x + X ) + C. 

J h 24 1 í> 

Demostración. Aplicando en primer lugar la fórmula (/■) , obtenemos 

(4) fsen* .v cosí A dx = _ ^ ptí + I/cosí je dx. 

[Aquí m = 2, n — 4. ] 

Aplicando la fórmula (E) a la integral del segundo miembro de (4) , resulta 
(í) Jcosí * dx = SCn x + 2 JW * dx. 

[Aquí m - 0. n = 4. ] 

La aplicación de la fórmula (£) al segundo miembro de {5) da 
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Ahora sustituyendo el resultado (6) en (5) , y el resultado de esta sustitu¬ 
ción en (4), se obtiene la solución buscada. 

EJEMPLO 2. Demostrar que 


rtg*2 x 
J eos 2 x 

Demostración. 
Hagamos 2 x 


dx = I scc 2 x tg 2 a* — 4* 1° ( scc 2 jc + tg 2 x) -fC. 
4 4 

tg 2 2 x _ sen 2 2 x 1 _ sen 2 2 x 

eos 2 x eos 2 2 x eos 2 x eos 3 2 jc 


n. Entonces x 



dx 



y 


(7) sen 2 2 x eos -3 2 x dx — J sen 2 u eos -3 u c/u. 

Apliqúese (G) a la nueva integral en (7), con m = 2. n = — 3, reem¬ 
plazando x por u. 

(8) J sen 2 u eos -3 u du * - — u - ^° --- -j—y | sen- u eos” 1 a du. 

Apliqúese (F ) a la nueva integral en (8) , con m - 2. n = — I. 

(9) J sen 2 u eos” 1 u du = - sen u H- | eos -1 u du = - sen u 

-f ln (sec u + tg uj . 

Sustituyendo (9) en (8) y (8) en (7), reduciendo y reemplazando u por 2 a . 
tenemos la solución. 


PROBLEMAS 


Veiiíicar las siguientes integraciones: 

1. j sen 4 x eos 2 .v dx = sen a* eos xj^ y sen 4 x — ^ sen 2 x — ~ ] 4- 4- C. 

2. = - te* y + 3 ln cos^ + C. 

3. ptg* e de = - + ctg « + fl + c. 

4. sec 3 ( di * y sec t tg t -f i- ln (scc f + tg r) + C. 

5. j esc 3 x dx = — -i- esc jc cig -v + y ln (esc jc — ctg jr) + C. 

6. f’csc* » dO = - csc ^ ct g - (esc* O + 2) + | ln (esc fl - ctg 0) + C 

7. sen 2 eos 2 <#> i/0 = -g- sen ^ ccn <p (2 sen 2 <p — 1) + -i- 4> + C. 
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s. 

/• ag -2 e da 

i 

J sen l & 

= ' 4 

9. 

r dx 

COS A' 

| sen* x ~ 

3 sen a x 

10 , 

j eos® 0 de = 

eos 0 sen 

4 8 

11 . 

w 

i sen 4 B dB - 

3 je 
" Ib * 

12 , 

i eos* x dx 

Jo 

3 7Z 

~ 8 m 

13. 

W 

/* 7 5 x 

Jj $en c 2 6 d& — 


CALCULO INTEGRAL 

1 

: 0 esc 2 O — — In 

os Jf _ 

^ + c - 


-[8 eos 4 0 + 10 eos 2 0+151 +-j“ + C. 


14 


15 


■I 

i: 


* 35 -t 

sm s $ dfp = -p^. 


eos* ,v dx 5^ 3 :r 

sen 2 x “ 4 ~ ~' 


Calcular las siguientes integrales: 
16, i sen 0 2 0 dO. 18 


1 sen :í x dx 


C /'sen 1 x 

3. I sen 0 2 0 (IB. 18, J -^5 

17. $csc*jde, 19. J—r 

' 

22, ( scn :i 0 cos^ O t/fl. 23, í ¿ i 1 + sen fl) 4 t/0. 

■/O </u 


d» 

B eos 2 r 


>• | *EE» 

i/U 

. ( 'sen’ 


3 y d0 - 


X d X. 


176. Empleo de una tabla de integrales. Los métodos do inte¬ 
gración que se lian desarrollado en los Capítulos XII, X\ 1 y XVII 
tienen por objeto reducir una integral dada a una o unas de las inte ¬ 
grales inmediatas dadas en el Artículo 128. Con este fin se han ideado 
varios artificios t tales como : 

inleijraciún por partea (Art. 186); 

¿n l eg ra t ■ ¿ó n po r j race iones pare ial es (A r t. 167); 

integración por sustitución de una nueva variable (Art. 168 a 172) ; 

empleo de Jas fórmulas de reducción (Art. 174 y 175). 

Pero cuando se dispone de una tabla tic integrales algo extensa, el 
primer paso en todo problema de integración es buscar en la tabla una 
fórmula por la cual .se pueda resolver el problema sin el empleo de 
ninguno de estos artificios, Una tabla de este tipo se da en el Capí¬ 
tulo XXYU , Veamos ahora algunos ejemplos, que enseñan cómo 
debe usarse. 
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Ej EMOLO L Demostrar, uvatido la tabla de integrales. 


r——— 

•> A- 5 ¡2 + .(> 




+ C. 


Solución. Empléase 14, con a — 7 i b = 1 y u = x* 

Sin la tabla este ejemplo se resolvería como en el caso H del Artículo 167. 


EJEMPLO 2, Verificar, usando la tabla de integrales, 

f dx = _L Jn ( x * ^ _j_ c* 

x (9 H- 4 x*) 1$ \ 9 -F 4 x'^ } 

Solución * Empléase 22, con a — 3* b — 2 y a = x. 

Stn la tabla este ejemplo se resuelve como en el caso til del Articulo 167. 

EJEMPLO 3, Verificar, usando la tabla de integrales, 

dx 


S: 


I V4 + 3a--2 
= In — , - -j- C , 


V 4 + 3 * 2 vT+IT +i 


Solución. Empléase 31, con a = 4, b = 3 y u = x. 

Sin la tabla, este ejemplo se resuelve por ía sustitución 4 + 3 x — z' ¿ < como 
se muestra en el Artículo 168, 


EJEMPLO 4. Verificar, usando la tabla de integrales, 


X 


_ x d_x _ 

V J + 4k-7 


V ;7+4a- - 7 

3 


2 

— -—— ln (t; x + 4 
3 V 3 

+ 2VT\/3 * = +4 jc — 7) + C. 


Solución. Empléase 313, con a = — 7. b — 4, c = 3 y a = jr. 

Sin la tabla el ejemplo se resolvería completando el cuadrado como en el 
ejemplo 2 en la página 249, 


Ejemplo 5, Verificar, usando la labia de integrales* 

í> eos 2 x dx = ^<2 Se n2.y + 3c OS 2 x ) + c 
J 13 

Solución* Empléase 154. con a — J, r? = 2, u = *. 

Sin la tabla el ejemplo se resolvería por integración por partes. Véase el 
ejemplo ó del Articulo 136, 


En muchos casos no es tan fácil como en estos ejemplos identificar 
la integral dada con una que se encuentra en la tabla. En tales casos 
buscarnos en la tabla una fórmula que se asemeje a la integral dada, 
y de tal naturaleza que ésta pueda transformarse en aquélla por un 
sencillo cambio de variable. Este método se ha empleado constante¬ 
mente en el Capítulo XII y en todos los problemas de integración hasta 
ahora tratados. 
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EJEMPLO 6. Verificar, usando la tabla de integrales. 



¿jt 

4 ** -f 9 



2 x 


3 -j- y/ 4 je- -j- y 


+ C * 


Solución. La fórmula 47 es semejante. Hagamos u — 2 x. Entonces 
a* — U ü, ¿Lv — Ju, y sustituyendo los valores en La integral dada oble’ 
nemos 

f/x X da r rfu 

jr \/ 4 x- + 9 J M w V u 1 f 9 J lí V* u 2 T 9 

De esto, aplicando 47 con a — 3, y sustituyendo u — 2 jr. a = 3, resulta 


dx _ 2 

* \/ 4 x 3 T 9 

Sin tablas procederíamos como en el ejemplo 2 del Artículo 135. 



3 4- V4E 4 9 
2x 


) 


+ c. 



EJEMPLO 7. Verificar, usando la tabla de integrales, 


S 


V 9 Jf - 4 , 


djc — — 


2 (9 ,v - 4 .v a ) fi 


27 


+ C. 


Solución. La fórmula 84 es semejante. Hagamos u = 2 x* Entonce* 
x — X ü, djf ” X du. Sustituyendo, obtenemos 



Aquí tenemos 84 con a = %. t J or tanto, aplicamos 84, sustituimos u — 2 x 
y obtenemos asi el resultado buscado. 


Si no puede aplicarse ninguna fórmula de la tabla como en estos 
dos casos J queda la posibilidad de que el empleo de uno o unos de 
1 us artificios mencionados nos lleve a nuevas integrales que se puedan 
resolver por la tabla. Para el empleo de estos artificios no pueden 
darse otras instrucciones generales que las reglas que ya se han des¬ 
arrollado . 

El estudiante debe fijarse en la disposición de la tabla. Verá que las 
integrales inmediatas del Artículo 128 aparecen en los lugares que les 
corresponden . Las fórmulas de reducción del Articulo 174 se dan , con 
algunas modificaciones, en las fórmulas 96-104. También las fórmu¬ 
las de reducción del Artículo 175j con otras para varios casos, están 
numeradas, 157-174. La familiaridad con la tabla y la práctica de 
su empleo traerán consigo mayor habilidad en la técnica de la inte- 
gmcíón. 
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FORMULAS DE REDUCCION 
PROBLEMAS 

Verificar las siguientes integraciones: 

1, j X 3 V X 3 + 5 dx = Jy (3 ** - 10) ( X a + 5) Y* + C. 

:+ C. 


387 


J 
JV 


dt 


(1-4 f*)M V 1 - 4 í 2 


Jn 
,í 


9jc®-4 18 

de i 


eos 2 a V 3 


= A V9í ! - 4 +=^ Ln (3 a: -f- V 9 * a - 4) + C. 
ace tg (V 3 tg 0) + C- 


(1 - x*)% 2 V I — jc 4 Í 


— -y are sen x - + C. 


U 3 - * j >^ rfAT _ _ U* + 2 fl 2)W -A-= _ 3_of arc sen x + c 
x 2 2 x 2 a 


6 - J 

7- I e' sen 2 — d¿ = / (2 — sen i — eos i) + C. 

g, ( sen _ 24 _c / a = 2 ln (] + ¿ os s) - 2 eos S + C. 
*./ i H 


+ eos tí 


■ + X 2 


are tg (x + 1) + C. 


10. [ x* sen x 2 dx ~ y sen x 3 — ^ a 2 eos ,v 2 + C 


11 


12 


- 2 are sen \/ x — 1 *}* C. 


13 


14. 


Sr+rv 

■ f 

s 

CV±H±±ÍL . vttt+ 7 - 2 ln / c+y » ■■ . + ♦ 4 + c . 

' 


dx 

V u - I ) (2 - x) 


(u 3 + 2 0 = ) V fl- - O 3 


\/o 2 -u 
í/a 


+ C. 


1 íi 4 ü 3 

V 4-'í - 2 \ V 4 - jc 


J úx _1_ j ^ V' 4 — jc — 2 ^ 

* 3 V"4^“Í 16 n \ VT^c + 2/ 


+ C, 


Calcular cada una de las siguientes ¡alégrales: 
c 5 CÍA 


r A'* cía 

1*. J rpf> 

16. j {a'-u 2 )% da. 


17. 


18, 


r dx 

J a 2 +4a- + 

J ctg i dt 
a -h b sen t 
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19. 


20 . 


21 . 


\/4 *2 _2Í d* 


X 

r_ *i 

J 


cfjc 


+ bx* 

dy 


V y - I 


23, 


24, 


25 


tí $ 


26, 


X; 

XV^ 

X 
•X 
X; 


x t/.v, 


5 -f- 3 sen 2 6 ‘ 

3 -f í seo 2 0 h 


27. 


28, 


29. 


30. 


31. 


32, 


33, 


x dx 


S V x a + 2 x +4 

X x dx 

v/4 + 2x - x- ' 

J <tx 

11 +í*j a * 

^ \/ A* 3 — 1 dx 

^ VTT~4 Jjc 

e r eos 3 r rff. 

X 


ctg fl dfl 
4 + sen* O' 


{ \/ 

Calcular el valar de cada una de las siguientes integrales definidas: 




35, 


36. 


(I + -v í * 

H ¿x 


— O.blt’i, 


V 25 -9 x 9 


I 
X 

x; 

37. J Vu-r») = 0 27A 

ss - X 


(4 x 2 4- 9J 


% ~ 41 1 


(.4 x* + 9)^rfx =» 112,9. 


J '* jcTdx 

l V 9 "- "2.v J ~ 

r 


LJ3S. 


. 12 Vv- 2jfS dar , 

41. | --"i- - 1,129. 


42, 


43. 


44, 


45. 


46. 


47, 


48, 


49. 


1605. 


dy 


V4y 2 + 5 


ros* 0 sen 1 & dfl. 


J ^ V 9 - 2 X a d.t 

) 

í 3 e-< di = 0, 

r 

T 

r 
x 
x 

X' 

X'* 


(4 +9) 

1 ‘ 1 


^ * 


e s eos y jrf df, 


dx 


V 4 .v a + L 


eos y 0 


1,467, 
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PROBLEMAS ADICIONALES 


1. Verificar los resultados siguientes: 

dx /’P" dx 2 

7o+^) = ]nV - tb) y - A - (l + ln --°T- 

2, Una parábola pasa por el origen y por el punto (I, 2) . El eje de L pará¬ 
bola es paralelo al eje de las y, Hallar la ecuación de la parábola, si el arca de 
la superficie comprendida enrre ella y el eje de las x es máxima o mínima. 

Sol. La parábola y = ó x — 4 x ? da un mínimo. 

3» Bosquejar la curva y x = In x* Hallar d volumen del sólido de revo¬ 
lución engendrado al hacer girar alrededor del eje de las a la superficie limitada 
por la curva* el eje de las r y dos ordenadas, una la correspondiente at punto 
máximo y la otra al punto de inflexión* Sol. ~i ^■ 

4. Un cono circular recto matizo esiá consumido de modo que la densidad 

en un punto cualquiera P es 10(5 — r) toneladas por metro cubico, siendo r la 
distancia en metros entre el punto P y el eje del cono. Hallar el peso de] cono 
si su altura y el radio de la base miden 3 metros. Sol. 315 ji toneladas. 

Nota. Él peso de un cuerpo de densidad uniforme es el producto de su vo¬ 
lumen por su densidad, 

5, El radío exterior de una es fe i a hueca es 10 cm ; su radio i n lerior es 6 cm. 

La densidad en un punto varia en razón Inversa de la distancia del punto al cen¬ 
tro de la esfera: en U superficie exterior la densidad es M g por erró*. Hallar 
el peso de la esfera. Sol. tfl3áf1_Tg, 


fí* Sí n es un número entero par. demostrar que 

ir F 

J " £•' „ , 'I « , (n — I) (n — 3) t * í I ) tí 

sen ff a- dx = I coü" a dx = --- TT~—TT\ - T 

0 Jp n{n - 1) ... U) 1 

* Si o c$ un número entero impar, hallar el valor de 


j 1 sen* x dx. 

J n 


7 
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CAPITULO XVIil 

CENTROS DE GRAVEDAD. PRESION DE LIQUIDOS. TRABAJO. 

VALOR MEDIO 

177* Momento de superficie; centro de gravedad, El centro de gra¬ 
vedad Ue ima superficie plana se define deí modo siguiente : 

Un trozo de cartón rígido, plano y horizontal, permanecerá en 
equilibrio si se sostiene en un punto determinado. Este punto de 
apoyo es el centro de gravedad de la superficie plana del cartón. 

Para algunas superficies que se estudian en la Geometría elemental, 
las posiciones de los centros de gravedad son evidentes. Para un 
rectángulo o un círculo, el centro de gravedad coincide con el centro 
geométrico de la figura. En general, si una figura plana tiene un 

centro de simetría, ese punto es 
el centro de gravedad. Además, si 
una figura plana tiene un eje de sime- 
tría, el cen tro de gravedad estará en 
ese eje. 

Las siguientes consideraciones 
conducen a la determinación deí cen¬ 
tro de gravedad mediante el Cálculo 
integral. La justificación del argu¬ 
mento a partir de los principios fun¬ 
damentales de la mecánica queda fuera 
del propósito de este libro. 

Consideremos la superficie AMPNB de la figura 158. Dividámosla 
en n rectángulos, cada uno con base Ax, La figura muestra uno de 
estos rectángulos. Sea dA su área T y C(h , k) su centro de gravedad* 
Entonces, 

(l) dA — y dx t h = x , k ~ J4 V* 

El momento de la superficie de este rectángulo elemental con res¬ 
pecto a OX (u OV) es el producto de su área por la distancia de su 


r 
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centro de gravedad a OX (u 01*) . Si estos momentos son respecti¬ 
vamente dM x , y dM Vi entonces 

(A) dM x = k dA, dM u = h dA. 


El momento de la superficie de la figura ÁMPNB se obtiene apli¬ 
cando el teorema fundamental (Art, 156) a la suma de los momentos 
de las superficies de los rectángulos fundamentales. De este modo 
obtenemos 


(B) 




dA * 


Por último f si (í, y) es el centro de gravedad de la figura AMPNB 
y A es su área , las relaciones entre los momentos de superficie (B) y 
x y y se dan por 

(C) Ax - M u , Ay = Mx. 


A fin de calcular (i ; y) , hallaremos los momentos M x y M u . 
Según (1) y (¿?) estos son , para la figura 15S, 

(2) Mx = -y f y'dx, M„ = C xy dx, 

^ il 1/ U 


en donde debe sustituirse el valor de y en función de x deducido de 
la ecuación de la curva MPN . 

Si el área A se conoce, entonces, de (C) tenemos 


(3) 



y = 


Mx 

A ' 


Si A no se conoce, puede obtenerse por integración tal como 
vimos en el Artículo 145. 


Ejemplo i Hallar el centro de gravedad de la superficie comprendida bajo 
una arcada de La sinusoide (fig. DO) 

(4) y — sen x . 


Solución* Construyendo un rectángulo 
elemental, tenemos 

(S) dA = y dx = sen x dx. 

dMx = h dA — H y 2 dx =* H sefli x dx - 

r/M v = 5 dA = xy dx - a sen x dx* 

Los límites son x = 0. x — Jt. Por tanto. 





pib* m 


M A= (' %en _v = Mi = lí f Vn- a i/jt — }4 ít, Mv^ C^xstnxdx^x. 
d O ^ O J O 

Luego, según x - ¡4 «t = 


Se hubiera podid prever el valor de je. puesto que la recta jc — 7t es un 
vje de simetría. 
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EJEMPLO 2. En la figura lbG* la curva OPA es un arco de la parábola 
y 2 ~ 2 px + Hallar el centro de gravedad de U superficie OPAB. 

Solución. Tracemos un rectángulo elemental, como se indica en ta figura; 

sea k) su centro de gravedad. Entonces 

dA ~ x dy. h — }^¿ x. k = y. 

Empleando (A) ♦ 

t/Mx = kdÁ = xtf dy. 
dMjj = hdA = ¡4 x 2 dy. 

De la ecuación y 2 ~ 2 px bailamos x en 
función de y , Integrando entre los límites 
y — 0. y — h> se obtiene 

4 _ Ó 3 ir _ h* * r _ 

A - — * Mz - —. - ttt— a - 

o p o p 4U p 4 


y 2 = 2 par. Luego /) 2 = 2 pa> y x = ¡Ví<j n. Por tanto, el centro de gravedad 
es (% ü ¿i, % b) , 

PROBLEMAS 



Hallar el centro de gravedad dé cada una de Las superficies limitadas por las 
siguientes curvas. 

1 . 

а. 

3 . 

4. 

5 . 

б. 

7. 

0. 

9. 

10 . 

11 . 

12 * 

13. 


y 2 — 2 px r x = 

Soí. CMh. M- 

y = x*. x = 2 t y = U. 

(N. ‘JO- 

y = x 3 , y — 4 x. ( Primer cuadrante. ) 

(‘Sí*. •HO 

X = i y — y 2 , y = x. 

<% «)■ 

y' £ = 4 x* 2 x - y = 4. 

(Jí. i). 

y = -v s * y - 2 x + 3* 

(i. W- 

y — Je- — 2 x — 3. ^ = 6 x - x 2 - 3, 

a. o. 


y = Je 3 , y - 0, x = CL 

y = ó x — jc 2 t y = X* 

y = 4 jc — a- 3 * y = 2 x — 3 * 

y = x 3 - 3 jc, y = x. {Primer cuadrante.) 

y 2 = a 2 — (jx, x 3 D ( y - 0. (Primer cuadrante.) 

= L y — 0, .v = 2 a. (Primer cuadrante. ) 

a- b- 


14. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por los ejes de 
coordenadas y la parábola,V-v + V y = V o . SoL x = y — K a. 








http://carlos2524.jimdo.com/ 


CENTROS DE GRAVEDAD* PRESION DE LIQUIDOS 393 

15* Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por el lazo de la 
curva y 3 = 4 — ¿c 3 

So/, x = y. y — 0. 


16* Hallar el centro de gravedad de la patte de la elipse 4- = I que 

a 2 b 2 


esu en el primer cuadrante* 


_ 4a— 4 b 

Sol. x = — t y = 5 — 
3 Jt 3 re 


17* Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por la parábola 
y 3 = 2 pjc y la tecta y = mx. 

Sot. x = Ai-, y =-T_. 

í/n® m 

18* Hallar el centro de gravedad de la superficie incluida por las parábolas 
y' ¿ = ax y x* - by~ 

SoL *-•■**». Í-A.#»#. 


20 


20 


19* Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por la cisoldé 
y a (2íi- x } - jc 3 y su asíntota x —2 a. 

So/, x — y crp y = 0* 

20* Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por la curva 
x*y - 4 a J (2 a — y) (la bruja) y el eje de las jc* 

Sot * jc = 0, y = y a. 

21- Hallar la distancia del centro del circulo al centro de gravedad de un 
sector circular de radio r y ángulo 2 0. 

2 r sen 0 


So/* 


3 0 


22. Hallar la distancia del centro del circulo al centro de gravedad de un 
segmento circular cuya cuerda subtiende un ángulo central 2 0. 

2 r sen 3 0 


So/* 


3 ( 0 — sen B eos 8) 


23* Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por la cardioide 
Q a {l + eos 9) . 

Sol. x = J a. y = 0. 

O 

24. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por una hoja de la 
curva p — íi eos 2 &, 

Sol, Distancia del origen - * 

105 ji 


25- Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por una hoja de la 
curva e — n eos 3 8. 

Sot. Distancia det origen - _ 

jc 
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178. Centro de gravedad de un sólido de revolución. El centro de 
gravedad mecánico de un sólido homogéneo coincide con el centro 
de gravedad geométrico de ese cuerpo . Si el sólido posee un plano de 
simetría , el centro de gravedad estará en ese plano. 

Para obtener una definición analítica del centro de gravedad de un 
sólido de revolución , basta modificar sólo en pequeños detalles, lo 
dicho en el artículo anterior. 

Sea OX (fig. 161) el eje geométrico del sólido. El centro de grave¬ 
dad estará en este eje, Sea dV un elemento de volumen ; es decir, un 
cilindro de revolución de altura Ax y radio y. Entonces dV — ny 1 Ax. 
El momento de este cilindro con respecto al plano que pasa por O Y 
perpendicular a OX es 


( 1 ) 


dM v = x dV — nxy 2 Ax, 


El momento del sólido se halla en seguida por el teorema funda- 
mental, y x se da por 



x 


Fig. 161 


Fig. 162 


Ejemplo. Hallar d centro de gravedad de un cono macizo de revolución 
(figura 162) . 

Solución. La ecuación de la generatriz 08 es 


V_ _ 
x 



Luego 


My = f h XX i!*? - JTr S /l 2 . 

^ o h 2 4 


Puesto que V ~ % Mr* h , x — % h. 
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PROBLEMAS 

Hallar el centro de gravedad para cada uno de los siguientes sólidos: 

1, Hemisferio (fig. 103) . 

Sol * x 

2. Paraboloide de revolución (fig* 104) . 

So t. x 


y y 



El área limitada por OX y cada una de las curvas siguientes gira alrededor 
de OX. Hallar el centro de gravedad del sólido de revolución que se engendra: 


3. 

x 2 - y 2 ^ a 2 , x = 2 a. 


4. 

2 xy = a 2 , x - 14 a* x = 2 a * 


5. 

ay - x 2 , x - a. 

SoL x - a. 

0. 

y 2 = 4 x f x = 1, jc = 4. 


7. 

jt 3 + y 3 = 4. jc “ 0 r x = l. 

x — 2 A a* 

8. 

y =■ a sen x, .v — ]/¿ n. 



La superficie limitada por OY y cada una de las curvas siguientes gira alre¬ 
dedor de OY. Hallar el centto de gravedad del sólido de revolución que se en¬ 
gendra: 



9* y 2 = 4 ax, y — b* 

10. x 2 — y* ~ L y = 0. y — 
11* ay 2 — x 3 , 


y = a. 


Sol. y = %b. 

y = Yn* 
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12* El radio de la base superior de un tronco de cono de revolución es de 
3 cm; el de U base inferior es de ti cm ( y la altura mide Son. Determínese el 
centro de gravedad. 


13. Hallar el centro de gravedad del sólido que se forma cuando la superficie 
del primer cuadrante limitada por las rectas y = 0. x = a y la para bol a y- = 4 ax 
gíta alrededor del eje de las y, Sol. y ~ % a. 


11* Hallar el centro de gravedad del sólido que se forma al hacer girar alre¬ 


dedor deI eje de las x la parte de la elipse 
cuadrante. 


, + JC 

^ b * 


3 r que está en el primer 
Sol. x = % a. 


15, Hallar el centro de gravedad del sólido que se forma cuando la superficie 
del primer cuadrante limitada por las rectas y = 0, x = 2 u y la hipérbola 

x 3 

— — 2 -, - 1 gira alrededor del eje de las x. 
a * D" 


1G, Hallar el centro de gravedad del sólido que se forma al hacer girar la 
superficie limitada por las rectas x = 0 T x = u< y — O y la hipérbola 

--■‘i- + l * O, alrededor dd eje de las x. 

a- b ¿ 

17. Hallar el centro de gravedad del sólido que se forma al hacer girar la 
superficie limitada por las rectas y = O, x — -i y la curva y = sen 2 x. alrede¬ 
dor dd eje de las jt, 

18, Hallar eí centro de gravedad del sólido que se forma cuando la superficie 
limitada por las rectas jt = Ü„ x — u. y — O y la curva y — e 1 gira alrededor 
del eje de las x. 

19* La superficie limitada por una parábola» su eje y su lado recto gira 
alrededor del lado recto. Hallar el centro de gravedad dd sólido que se engendra. 

Sol* Distancia del foco ■= del lado recto» 


179, Presión de líquidos. Pasemos ahora al estudio de la presión 
de líquidos , para aprender a calcular la presión de un liquido sobre una 
pared vertical. * 


* N* DHL T. En este capítulo emplearemos el término presión con ños 
significados. En este Artículo 179, cuando hablamos de la presión sobre una su¬ 
perficie entendemos la fuerza total ejercida sobre esta superficie por el liquido que 
pesa sobre ella, de suerte que la presión es una fundón del atea de la superficie; 
así, sí la presión sobre 1 m- es 1 20(1 Kg, entonces la p res ton sobre 2 m 3 es 2400 Kg, 
En el Artículo 180 vamos a emplear la palabra presión en el sentido de intensé 
dad, de manera que el símbolo p (presión) representará una cantidad índepen- 
diente de la superficie sobre la que la presión se ejerce: asi, por ejemplo en el 
caso de un gas contenido en un cilindro, diremos que la presión del gas es 
la misma sobre la pared dd cilindro que sobre su base. 
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Supongamos que ABDC (fig. 165) representa una parte de la 
superficie vertical de una pared de un aljibe* Se desea determinar 
la presión total del líquido sobre esta superficie * Sea W el peso del 
volumen unitario de líquido, Tracemos ios ejes como se indica en ía 
figura, estando el eje de las y en la superficie del líquido. Dividamos 
en n subintervalos , y construyamos rectángulos horizontales den¬ 
tro de la superficie. El área de un rectángulo (como EP) es ?/Ax. 
Si este rectángulo fuese horizontal a 
Ja prof un didad w f la presión del 
iíqnidG sobre él sería 

Wxy Ax, 

La presión de un líquido sobre 
una superficie horizontal dada 
es igual al peso de una columna 
del líquido cuya base es esa su¬ 
perficie y cuya altura es igual a 
Ja distancia entre esa superficie 
y la superficie del liquido. * 

Puesto que la presión de un líquido 
es la misma en todas direcciones, se 
sigue que Wxy Ax es, aproximada¬ 
mente, la presión sobre el rectángulo EP en su posición vertical. Poi 
tanto, la suma 

n 

X WxtJ/t&SBi- 

* = 1 



representa, aproximadamente, la presión sobretodos los rectángulos, 
Evidentemente, la presión sobre Ja superficie ABDC es el límite de la 
suma . Luego , según el teorema fundamental, 


lím X Wxfflf Ar, 



dx. 


Por tanto, la presión de un líquido sobre una superficie vertical 
sumergida limitada por una curva, el eje de las x y las dos rectas 
horizontales x — a y x — b se da por la fórmula 


u» 


Presión del liquido 


-T 


yx dx t 


N. DEL R. En Hidrostática se distingue la presión total de la presión 
especificar o sea, el cociente entre la fuerza y el ¿rea sobre la que está aplicad; 
esta fuerza. 
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en donde el valor de y ha de sustituirse en términos de x , deducido 
de la ecuación de la curva dada. 

Puesto que el gramo es el peso de I cm 3 de agua 3 el peso de 1 m 3 
es 1 000 Kg, 

EJEMPLO 1. Una cañería circular de 2 m de diámetro (fig- 166) está medio 
llena de agua. Hallar la presión sobre la compuerta que cierra la cañería. 

Solución. La ecuación del círculo es x 2 + y 2 = 1. 

Por tanto. y — y/ I — j? , 

W * 1 ÜÜÜ, 

y los límites son x - 0 y x — U Sustituyendo en (D) , encontramos que la 
presión a la derecha del eje de las x es 

Presión = 1 000J 1 Vi -~x* . jc dx = J-^i (1 - **) ] ‘ = 333,33. 

Luego, presión total = 2 X 333»33 = 666,7 Kg. 

La parte esencial de nuestro razonamiento es que ia presión {— dP) 
sobre una tira horizontal elemental es igual (aproximadamente) al 




F i g« 167 


producto del área de la tira (= dA) por su profundidad (= h) y el 
peso (— W) del volumen unidad del líquido. Es decir, 

[E) dP = Wh dA. 

Teniendo presente esto , podemos elegir los ejes de coordenadas en 
cualquiera posición que nos convenga. 

Ejemplo 2. La figura 167 muestra una compuerta, en forma de trapecio, 
de una presa. Hallar la presión sobre la compuerta cuando la superficie del 
agua esta 4 na arriba del borde superior de U compuerta. 

















http://carlos2524.jimdo.com/ 


CENTROS DE GRAVEDAD, PRESION DE LIQUIDOS 399 

Solución. Eligiendo los ejes OX y OV como se muestran, y trazando una 
lira horizontal elemental, tenemos, empleando (E) r 

dA =2 x dy* h = 8— y. dP — W (8 — 1 y) 2 x dy, 

La ecuación de AB es y — 2a— 8. Despejando x de esta ecuación y sustitu¬ 
yendo. se obtiene 

dP = W (8 - y) {y + 8) dy = W (ó4 - y*) dy . 

Integrando con los limites y — O y y = 4, obtenemos 

p = w C 4 C64 - y 3 )dy = -- 234667 Kg. 

J u 3 

PROBLEMAS 

En los siguientes problemas el eje de las y se dirige verticalmente hacia arriba, 
y el eje de las x está al nivel de la superficie de un líquido. Representando por 
W el peso de la unidad cúbica del líquido, calcular la presión sobre las superfi¬ 
cies que se forman uniendo con líneas rectas cada serie de puntos, en el 
orden dado* 


(0, 0). 

(3. 

0). 

<o. - 

■6) , (0. 0). 

Sol. 

18 W. 

(0. 0) , 

(3. 

-6), 

. (0. 

-6), (0, 0). 


36 \V. 

(0. 0), 

(2. 

-2). 

<0. 

-4). (-2. -2). 

(0. 0). 

16 W. 


4* Calcular la presión sobre la muad inferior de una elipse cuyos semiejes 
son 2 unidades y 3 unidades, a) cuando el eje mayor está en la superficie del 
liquido: ¿j) cuando el eje menor está en la superficie. 

Sol. tt) S W[ b) 12 W. 

5. Cada uno de los Extremos de un tanque horizontal es una elipse cuyo eje 
horizontal es de 4 m y e! eje vertical de 2 m. Calcular la presión sobre un 
extremo cuando el tanque está medio lleno de petróleo que pesa SCO Kg por ni 3 * 

Sol. I 0í>7 Kg. 

6. Un extremo vertical de un tanque es un segmento de parábola con el ver- 
tice bada abajo: la distancia en la parte superior es de 3 m, la profundidad 
de t> m. Calcular la presión sobre este extremo cuando el tanque esta lleno de un 
líquido que pesa l 100 Kg por m a , 

7. El extremo vertical de una artesa es un trián¬ 
gulo rectángulo isósceles cuyos catetos miden 3 m cada 
uno. Calcular la presión del líquido sobre la extremi¬ 
dad cuando la artesa está llena de agua. 

Sol. 3 182 Kg, 

8* La extremidad venical de una artesa es un 
triángulo isósceles: e! lado de arriba es de 1 m y la pro¬ 
fundidad de 2 m. Calcularla presión del liquido sobre b extremidad cuando b 
artesa está llena de agua* S o/. 1333 Kg* 

SUGESTION. Si b ordenada de un vértice superior es rn , b del otro 
será m — 2* 


SoL 31 m Kg. 




http://carlos2524.jimdo.com/ 


400 CALCULO INTEGRAL 

G, Un tanque cilindrico, horizontal, de 3 m de diámetro, está medio 
lleno de petróleo cuyo peso es 800 Kg por m 3 * Calcular la presión sobte un 
extremo* SaL 1 800 Kg, 

10* Calcular la presión sobre una extremidad si el tanque del problema 9 
está lleno. 

11. Una compuerta rectangular en una presa vertical tiene 3 m de ancho y 

2 m de alto* Hallar; n) la presión cuando el nivel del agua está 3 m arriba 
del borde superior de la compuerta; h} cuánto más debe subir el agua para que 
la presión encontrada en (a) se doble, Sol. a) 24 000 Kgrj b) 4 m, 

12. Demostrar que la presión sobre una superficie vertical es el producto de 
la unidad cubica del líquido, por el área de la superficie y por la profundidad 
del centro de gravedad del área. 

13* Un tanque cilindrico vertical de 10 m de diámetro y 16 m de altura está 
lleno de agua* Hallar la presión sobre la superficie encorvada* 

Sol. 4021 J4 toneladas. 


180. Trabajo* En mecánica } el trabajo realizado por una fuerza 
constante F que causa un desplazamiento d es el producto Fd. Cuan¬ 
do F es variable , esta definición conduce a una integral. Aquí vamos 
a considerar dos ejemplos. 

Trabajo de bombeo * Consideremos ahora el problema de averiguar 
el trabajo que se realiza al vaciar un aljibe cuya forma es la de un 

sólido de revolución con eje vertical, 
lis cómodo suponer que el eje de las x 
de la curva que gira sea vertical, y 
que el eje de las y esté en el plano de 
la parte superior del aljibe. 

Considérese un aljibe tal como se 
muestra en la figura 169; deseamos 
calcular el trabajo que se realiza al 
vaciarlo, si la superficie del líquido 
pasa de la profundidad a hasta la 
profundidad b * 

Para ello , dividamos ÁB en n sub- 
intervalos, por estos puntos de divi¬ 
sión hagamos pasar planos perpen¬ 
diculares al eje de revolución, y 
construyamos cilindros de revolución , 
tal como se hizo en el Artículo 160. El volumen de uno cualquiera de 
de tales cilindres será ni/* Ax y su peso Wny 2 Ax, siendo W — el 
peso de la unidad cúbica de líquido. El trabajo que se matiza al subir 
un peso es igual al producto del peso por la altura vertical; por 



Fig. 169 
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consiguiente, el trabajo de subir ese cilindro de liquido a ia altura x 
será W j v/x ii. El trabajo realizado al subir hasta arriba todos estos 
cilindros es la suma 

2 WizyfZ; Ax;* 

í=i 

E! trabajo realizado al vaciar la parte AB del aljibe es , evidente¬ 
mente, el límite de esta, suma. Por tanto, según el teorema fun¬ 
damental , 

n 

lím 2 Fíje y¡ % x, \x> = ( Wny-xdx. 

Luego el trabajo realizado al vaciar un aljibe en forma de un sólido 
de revolución, de manera que la superficie del líquido pase desde la 
profundidad a hasta la profundidad b 9 viene dado por la fórmula 

(i?) Trabajo = WitJ\-xdx, 

en donde el valor de y ha de sustituirse en términos de x obtenido de 
la ecuación de la curva que gira. 

EJEMPLO i. Calculare! trabajo que se realiza bombeando el agua que llena 
un algíbe hemisférico de 10 m de hondo. 

Solución* La ecuación del circulo es 

x 2 + y 2 - 100. 

Luego. y 2 — ÍOO — jc 2 , 

W - I 000. 

y los Limites son a —0 y x = 10* 

Sustituyendo en (E) * obLenemos 

Trabajo = 1 OÜO n i (Í0Ü — a^ 2 1 x dx 
J o 

= ZíÚÜüflOjt Kgm. 

El principio esencial en este ra¬ 
zonamiento es que el elemento de trabajo { — dT) que se realiza al 
levantar un elemento dV de volumen a una altura h es 

dT= Wk dV j 

siendo W = el peso del volumen unidad del liquido. Teniendo pre¬ 
sente esto f podemos elegir los ejes de coordenadas de cualquier modo 
que nos convenga. 
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Ejemplo 2. Una cisterna cónica tiene 20 m de diámetro superior y \S m 
de profundidad. Si la superficie del agua está 5 m más abajo que la parre de 
arriba, hallar el trabajo que se hace bombeando hasta arriba e! agua de la 
cisterna* 



Solución. Tómense los ejes OX y 07 
como en la figura 171. Entonces 

dV = zzx 2 dy, 
h = 15 ~ y t 

dT = IV (15 - y) nx* dy. 

La ecuación de la recta OA es x= % y * 
Sustituyendo, 

dT - x\V(l5 - y)% y * dy 

= % itlV (15 y' 2 — g 3 } dy. 


) 


Los límites son y — 0 y y = 10, puesto que el agua tiene 10 m de hondo. 
Integrando, 

T = y, y 2 ~ y 3 1 d y = 3 490 660 Kgm. 


Trabajo de un gas al dilatarse. Si un gas en un cilindro al dila¬ 
tarse empuja ía cabeza de un émbolo de manera que el volumen del 
gas pase de í/q m 3 hasta vi m 3 , el trabajo exterior que se realiza es, 
en kilográmetros, 

J 1 Vj 

p dv, 

W ü 

en donde p — presión en kilogramos por metro cuadrado. 

Demostración, Supongamos que el volumen aumente de ya v~rdv. 

Sea c = área de la sección transversal del cilindro. 
dv 

Entonces — = la distancia que se mueve el émbolo. 

Puesto que pe - fuerza que causa la dilatación dv, tenemos : 

dv 

Elemento del trabajo realizado — pe* — = p dv. 

De esta igualdad se obtiene (G) aplicando el teorema fundamental. 

Para aplicar (G ), debe conocerse la relación entre p y v durante 
la dilatación* Esta relación tiene la forma 

(1) pv n = una constante. 

siendo el exponente n una constante. 
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La dilatación isoterma ocurre cuando la temperatura permanece 
constante. Entonces n = 1 , y la relación entre la presión y el volu¬ 
men es 

(2) pv = pm = 

Si se construye la gráfica de (1) (diagrama de presión y volumen ), 
con los volúmenes como abscisas y las presiones como ordenadas, el 
área debajo de esta curva cha, numéricamente t el trabajo hecho 
según (G) En la dilatación isoterma la gráfica de (2) es una hipér¬ 
bola equilátera. 


PROBLEMAS 


1* Una cisterna cilindrica vertical de í m di diámetro y & m de profundi- 
dad está llena de agua. Calcular el trabajo al bombear el agua basta el borde de 
la cisterna. Sol. 500000 n Kgm. 

2. Si la cisterna del problema 1 está medio llena, calculare! trabajo de subir 
el agua al borde. 

S. Una cisterna cónica que tiene ó m de diámetro superior y 6 m de pro¬ 
fundidad está llena de agua, Calcular el trabajo de subir el agua 5 m más alto 
que el borde, Sol. 117000 Jt Kgm. 


4* Un Lauque hemisférico de 3 m de diámetro está lleno de petróleo que pesa 
800 Kg por metro cúbico. Calcular el trabajo de subir el petróleo al borde del 
tanque. 

So!. Kgm. 


5. Un tanque hemisférico de b m de diámetro está lleno de petróleo que 
pesa 800 Kg por m 3 , El petróleo se bombea» hasta un nivel 3 tn mas alto 
que el borde del tanque, mediante un motor de medio caballo de vapor (es decir* 
el motor realiza un trabajo de 2 251) Kgm por minuto). ¿Cuánto tiempo se 
tardara en vaciar el tanque? 


6, Averiguar el trabajo que se hace al vaciar con una bomba un aljibe semi- 
elipsoidal lleno de agua. La parte superior es un circulo de 2 m de diámetro y 
2,5 m de profundidad, Sol. 6000 Kgm. 


7. Un aljibe cónico que nene 2 m de diámetro superior y 3 m de profun¬ 
didad está lleno de un líquido que pesa í 280 Kg por m a * Calcular el Lia bajo de 
subir d liquido al borde del aljibe. Sol. 960 jt Kgm, 


8* Un tanque para agua tiene la forma de un hemisferio de 8 m de diámetro 
coronado de un cilindro del mismo diámetro y de 3 m de altura* Averiguar el 
trabajo que se hace al vaciarlo con una bomba cuando esta lleno hasta 1,5 metros 
debajo del borde. 
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9- Un cubo de peso M debe subirse desde el fondo de un pozo de h m de 
profundidad. El peso de la cuerda que se emplea en elevarle es m Kg por 
metro* Hallar el trabajo que se realiza, 

10* Seis metros cúbicos de aire a la presión de ] Kg por cm- se comprimen a 
la presión de 5 Kg por cm-. Determínese el volumen final, y el trabajo reali¬ 
zado si se aplica la ley isoterma, es decir, pv = C. Sol. 1,2 m 3 ; 95 56b Kgm. 

11* Determínese el volumen final y d trabajo que se ha hecho en el proble¬ 
ma 10 si se aplica la ley adiabática, es decir, pv n - C f suponiendo o-I.4. 

Sol. J ,9 m 3 ; 87 673 Kgm. 

12* Una masa de aire a la presión de 1 Kg por cm 3 se comprime de 8 rn 3 
a 2 m 3 , Determínese la presión final y el trabajo realizado, si la ley es po — C . 

Sol. 4 Kg por cm- ; 110900 Kgm* 

13* Resuélvase el problema 12 si la ley es pv tl — C, suponiendo n = L4* 

Sol * 6,964 Kg por cm 3 ; 148220 Kgm* 

14* Una masa de gas con volumen inicial de medio metro cúbico y presión 
de 4Kg por cm 2 se dilata hasta que la presión es 2 Kg por cm 3 . Determínese 
el volumen final, y el trabajo hecho por el gas sí la ley es pv — C. 

SoL 1 m 3 ; 13 863 Kgm* 

15* Resuélvase el problema 14 sí la ley es pv (i — C, suponiendo n = 1,2* 

Sol * 0,89 m a ; JO911 Kgm* 

16. Una masa de aire con volumen inicial de 5,5 m 3 y presión de I kilogra¬ 
mo por cm 3 se comprime a 1,2 m 3 . Determínese la presión final, y el trabaje 
que se ha hecho si la ley es pv — C. 

17* Resuélvase el problema IG sí la ley es pv 71 = C, suponiendo n — 1*4, 

18. Un gas se dilata de una presión inicial de 5,5 Kg por cm 2 y volumen 
de 70 litros al volumen de 250 litros. Hallar el trabajo que se ha hecho si la ley 
es ppn = C* suponiendo n = 1,0646. 

19* Resuélvase el problema 18 si n — LI3I. 

20* Si una varilla recta, homogénea y de espesor uniforme tiene de longi¬ 
tud / y masa M. determínese la atracción que ejerce sobre un punto material P 
de masa m situado a la distancia a de una extremidad de la varilla, en la direc¬ 
ción de ésta. 


Solución. Supóngase la varilla dividida en porciones iguales suficiente¬ 
mente pequeñas (elementos) de longitud dx. 


M 


y = masa de una porción de la varilla de longitud unidad; 


jy 

luego ydx = masa de cualquier elemento. 
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La ley de Newton respecto a la atracción entre dos masas cualesquiera dice: 

Fuerza de atracción = -P r - oducto de Us masas ; 

(distancia entre ellas) 2 


m 

>— 

P 


a 


Fig. 172 




por tanto, la fuerza de atracción entre el punto material P y un demento de la 
varilla es 


M , 

— m dx 


U+ a) 3 ' 


que es, por consiguiente, un elemento de la fuerza de atracción buscada . Pues¬ 
to que la atracción total entre el punto material situado en P y la varilla es el 
limite de la suma de todos los tales elementos entre x = 0 y .v = 1, tenemos: 


Fuerza de atracción 



M 

l 


m dx 


u + «>* 


A7 m C l d x _ . M m 
l Jo (jc -f a) 2 a (a + /) 


21. Determínese la atracción en el problema anterior si P está en la perpen¬ 
dicular de la varilla en su punto medio, a la distancia a de ésta. 


Sol . 


2 m\J 

a V~4 a 2 -i- T- ' 


22. Una vasija que tiene la forma de un cono circular recto está llena de 
agua. Si h es su altura y r el radio de la base, ¿cuánto tiempo necesitara para 
vaciarse por un orificio de área a en el vértice f 

Solución. Despreciando todas las resistencias, se sabe que la velocidad de 
salida por un orificio es la que un cuerpo adquiere cuando cae libremente desde 
una altura igual a la profundidad del agua. Por tanto, 
si x representa la profundidad del agua, tendremos 

v = V 2 gx . 

Si designamos por dQ el volumen del agua que sale 
en el tiempo di. y por dx el descenso correspondiente 
de (a superficie, el volumen del agua que sale en la uni¬ 
dad de tiempo es _ 

a V 2 gx y 

midiéndose como un cilindro recto con base de área a y 
con altura l’ ( - V 2 gx ) . Por tanto, en el tiempo dt 

( 1 ) dQ = a \/ 2 gx dt . 



es 


Designando por 5 el área de la superficie del agua cuando la profundidad 
.v, tenemos, por Geometría. 



.v 2 

~h*' 


o sea, 


5 = 


•T r 2 jc 2 
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Pero el volumen del agua que sale en el tiempo di puede igualmente conside¬ 
rarse como el volumen de un cilindro A& con base de área $ y con altura dx ; 
por tanto, 


( 2 ) 


dQ = 5 dx 


xr-x 2 dx 

h* 


Igualando (I) y (2) . y despejando dt. 


Por tanto* 


ftr s x 2 dx 
u/í 2 \/ 2 gx 


i 



h itr 2 x 2 dx 
ah 2 \/ 7 gx 


2 n r 2 \t h 
5 a \/ 1 y 


181. Valor medio de una función* La ?mdia aritmética (o valor 
medio) de n números y% f tjz f ... , y* es 

(i) y = L Cv‘ + y* + •.. + .yO ■ 

rt 

De manera análoga se establece la fórmula : 

(if) Valor medio de </>(*) \ _ 4 £, 

de r = ü a .r = í? | b — a 


La figura 174 muestra la gráfica de 


( 2 ) 


y = (x) * 


Una manera de establecer el valor medio (y) de las ordenadas del 
arco PQ, es la siguiente; dividamos AB 
en n partes iguales , cada una igual a Ax } 
y sean yi, y* 3 ... y y n las ordenadas en 
los n puntos de división. Entonces (!) 
dará un valor aproximado del valor medio 
buscado. Si ahora multiplicamos por Ax 
el numerador y el denominador del segundo 
miembro do (1), entonces, puesto que 
n Ax = & — a . obtenemos : 



( 3 ) 


T , . , , , ?/l Ax + y 2 Ax 4- .. 

y (aproximadamente) — - , —- 


+ y f , Ax 


Y como el numerador en (3), es, aproximadamente, el área 
APRQB, resulta que si definimos el valor medio de y [o sea , de 4>(x) ], 
como el limite del segundo miembro de (3) cuando n -¥ oo , obte ¬ 
nemos (27). 
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En la figura, el valor medio de </>(x) es igual a CR si el área del 
rectángulo ABML = área APRQB. 

Si tomamos y como función (la variable dependiente), entonces (J7) 
se convierte en 


{/) 


y = 



Ejemplo. Dado d circulo (fig. 175) 

(4) * 2 4- y 3 ^ r 2 , 

hallar el valor medio de las ordenada* en d primee cuadrante: 


tf) cuando y se expresa como una función de la abscisa x: 


b) cuando y se expresa 
como una función del ángu¬ 
lo & (el ángulo MOP) . 


Solución, a) Puesto que 
y — \/ t- — x' ¿ t el numerador 
en (i) es 



x 2 dx = 1 4 nr*\ 


Entonces. 


y ~ 14 nr = 0*785 r. 


b ) Puesta quey = rscn0, 
y que los limites son 

fl = O ** o, O = J¡¿ jc — b, 
el numerador en (/) es 



r sen O dO - 


r. 



Fíg. 17) 


Y como b — í i = 5^í Jí* 


tenemos 


y = 1* = 0.637 r. 

JX 


Así tenemos valores de y absolutamente diferentes, según la variable inde¬ 
pendiente con respecto a la que se toma et valor medio. 


Como en el ejemplo anterior se muestra, el valor medio de una fun¬ 
ción dada y dependerá de la variable que se haya elegido como variable 
independíente Por esta razón escribimos (/) en la forma 



(5) 


y* = 
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para indicar, explícitamente, la variable con respecto a la que se 
calcula el valor medio. 

Así, en el ejemplo anterior tenemos y%. — O, 785 r Y yo — 0,637 r, 


PROBLEMAS 


1 * 

Hallar el valor medio de 

y = x 3 de ir = 0 a x = 10. 

5o;. 

. 31)4. 

2, 

Hallar el valor medio de 

las ordenadas de y* = 4 .v de 

(0, Q) a 

(4. 4), 


tomadas uniformemente a lo largo del eje de las x. Sol . 2 Si. 

3. Hallar d valor medio de las abscisas de y* =*= 4 x de {O, 0) a (4. 4) 
cuando se distribuyen uniformemente a lo largo del eje de ¡as y, Sol . I !/£* 

4* Hallar d valor medio de sen x entre x — O y x — rt. Sol * 2Ai. 

5* Hallar el valor medio de sen 3 jt' entre je ** O y ar = Jt. (Este valor me¬ 
dio se emplea frecuentemente en la teoría de las corrientes alternas.) 5o/, Vi . 

6* Si en d vacío un punto material se arrojase hacía abajo con velocidad 
inicial de l’o m por segundo, la velocidad después de / segundos viene dada por 
la fórmula 

( 1 ) v = + gt> 

La velocidad después de caer s m viene dada por la f ó rotula 

(2) l 1 - V L> ü a + 2 g$, (Tómese g = 9.8. ) 

Hallar el valor medio de o. 

a) durante los primeros 5 segundos partiendo del reposo: 

5o/. 24, 5 m por segundo, 

b) durante ¡os primeros 5 segundos, partiendo con velocidad inicial de 

10,5 m por segundo: 5o {, 35 m por segundo, 

el durante los primeros 2 segundos, partiendo del reposo: 

5o/, 12,25 m por segundo . 

d) durante los primeros 30 metros, partiendo del reposo: 

5oí, 13,46 m por segundo , 

f) durante los primeros 30 m, partiendo con velocidad inicial de 18.5 m por 
segundo. Sol. 32,17 m por segundo. 

7, En el movimiento armónico simple, s (= distancia) = a eos ni . Hallar 
el valor medio de la velocidad durante un cuarto de período: ti) con respecto 
al tiempo: b ) con respecto a la distancia. 

8. Demostrar que en el movimiento armónico simple la energía cinética 
media, con respecto al tiempo, para un múltiplo cualquiera d* un cuarto de 
período, es la mitad de la energía cinética máxima. 
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3* En una línea recta de longitud a se toma un punto al azar* Demos¬ 
trar: d) que el área media del rectángulo cuyos lados son los dos segmentos 
es M n 5 : b) que el valor medio de ía suma de los cuadrados construidos sobre 
los dos segmentos es % a 2 , 

10, Si Un punLo se mueve con aceleración constan le, el valor medio, con 
respecto al tiempo, del cuadrado de la velocidad es Jo(íV + Uyi/j + cq 2 ) sien¬ 
do l t o la velocidad inicial y l?i la final* 

11. Demostrar que el alcance horizontal medio de una partícula material 
lanzada con velocidad dada con un ángulo de elevación arbitrario, es 0.6366 de! 
máximo alcance horizontal* 

SUGESTION. Tómese a = í) en la fórmula del problema 35 de la página 117* 


Las fórmulas 

( 8 ) 




en donde (z f y) es un punto cualquiera sobre una curva cuyo ele¬ 
mento de arco es ds t definen el centro de gravedad dd arco. Estas 
fórmulas dan ¡ respectivamente* los valores medios de las abscisas y 
ordenadas de puntos sobre la curva cuando éstos están uniformemente 
distribuidos a lo largo de ella. {Compárese con lo dicho en el Ar¬ 
tículo 177*) 


12* Demostrar que el área de La superficie curva que se engendra haciendo 
girar un arco de una curva plana alrededor de una recta de su plano, que no 
corta el arco, es igual al producto de la longitud del arco por Id circunferencia 
que describe su centro de gravedad (h) * (Teorema de Pappus* Compárese con 
\ú dicho en el A rtículo 250* ) 

SUGESTION. Empléese (/,) del Artículo 164. 


13. Hallar el centro de gravedad del arco de la parábola y 2 = 4 x compren¬ 
dido entre los puntos (0. 0) y (4, 4), So!. x = Ló4 t y = 2,2*3. 

14* Hallar el centro de gravedad dd arco de la circunferencia (? = a com¬ 
prendido entre — 0 y + 0*. 

Sal. ¿ =Ü£E_!. 


15, Hallar el centro de gravedad de ]a curva Q = ti i 1 -f eos 0) , llamada 

cardioide. So!. J — fí a, y — Ó. 

16, Por el teorema de Pappus hallar el centro de gravedad del arco de la 
circunferencia .v 2 4“ y' ¿ = r 2 situada en el primer cuadrante. 

So!. jf = ü = . 

* -i 
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17, Hallar, por el teorema de Pappus, el área de la superficie dd loro que 
se engendra haciendo girar el circulo (x — b) 2 + y 2 — a- (b > fl) alrededor 
del eje de las y . 

18* Un rectángulo gira alrededor de un eje que está en su plano 7 es per¬ 
pendicular a una diagonal en uno de sus extremos. Hallar el área de U superfL 
cié que se engendra. 


PROBLEMAS ADICIONALES 

1 * Una superficie está limitada por las lineas y = xy —O y x = 3. 
Hallar su centro de gravedad. 

^ 76 _ 781 

5o/. * — 37 . y - m * 

2 . La abscisa del centro de gravedad de la superficie limitada por U curva 

I y = x 2 y cierta linea que pasa por el origen es 1, Hallarla ordenada del cen¬ 
tro de gravedad* 5 o/. %. 

3. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por la curva 
y = x n (n > ü) , el eje de Us _v y x = L Discútase el lugar geométrico del 
centro de gravedad cuando n varia. 

n ± 1 —_ n + 1 

SoL n + r y “ 2(2 n + 1) * 

4. Hallar la ecuación del lugar geométrico del centro de gravedad de la 
superficie limitada por el eje de las x y la patábola y — ex — a * 2 cuando t varía. 

Sol. 5y^2jr*. 

5. Se dan la parábola x 2 = 2 py y una recta oblicua cualquiera y 

que corta la parábola en los puntos A y B* Pot C, punto medio de AB, 
trácese una paralela al eje de la parábola, y sea D el punto de intersección. 
Demostrar que; a) la tangente a la parábola en D es paralela a la recta AB : 
5 ) el centro de gravedad dd recinto ACBD está en la recta CD. 

6 . Sea P un punto de la parábola y — x 3 , y sea C el centro de gravedad 
del recinto limitado por la parábola, el eje de las a y la ordenada por P. 
Hallar la posición de P de manera que d ángulo OPC sea máximo. 

Sol. Ordenada — Y\^ 

7. Una cisterna tiene la forma de un sólido engendrado haciendo girar 
alrededor de su eje vertical un segmento de parábola Terminado por una cuerda 
perpendicular al eje a distancia de 3 m del vértice; U cuerda.tiene 3 m de Largo, 
La cisterna está llena de agua. Hallar d trabajo que se necesita pira bombear 
hasta arriba de la cisterna la mitad dd volumen de agua, 

Sol. 3 375 (V7 - I) y = 11% Kgm. 

8 . Una cisterna hemisférica, de radio r h está llena de agua, que se ha de 
bombear. La bomba está accionada por dos hombres sucesivamente, y cada uno 
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de ellos hace la mitad del trabajo. ¿Cuál será la profundidad d del agua cuando 
el primer hombre ha terminado el trabajo que le corresponde? 

Sol. — = 1 \ I — - — - 0,459. 

r V 2 

9, Un tanque que tiene U forma de un ceno circular invertido está lleno 
de agua. Dos hombres deben bombear el agua basta arriba del tanque, haciendo 
cada uno la mitad del trabajo* Llamando ¿ a la razón de la profundidad del 
agua que queda en el tanque cuando el primer hombre ha terminado su trabajo, 
a la profundidad inicial, demostrar que z se determina por la ecuación 
6 z* — 8 z ü l - 0. Calcular el valor de z con dos decimales, Sol, 0,61. 

10 , Un pozo tiene 30 m de profundidad. Un cubo que pesa 1,5 Kg tiene 

un volumen de 60 litros (= 0,06 m J ) . El cubo se llena de agua en el fondo del 
pozo, y se levanta basta arriba con velocidad constante de 2 m por segundo. 
Despreciando el peso de la cuerda, hallar el trabajo que se hace en levantar 
el cubo, sí se sabe que el agua se sale del cubo a la razón constante de ib 3 litros 
por segundo. SoL 888,75 Kgm t 

11 , La porción de plano OAB se divide cu elementos tales toirm OPQ 
(fig, 176) por recias trazadas d¡rsde O. Demostrar 
que el área A del recinto y los momentos de área 
Mx y My vienen dados por las fórmulas: 

A = ¡4j (jcy f — y)dx> 

M* ^ 'A j y (xy * - y) dx, 

Mu = i/ífxixyt — y)dx< 

(El centro de gravedad de un triángulo está sobre 
cualquier mediana a dos tercios de la distancia del vértice al lado opuesto, ) 

12 , Hallar el centro de gravedad del sector hiperbólico limitado por la 
hipérbola equilátera x — a sec 0, y = a ig 0 y los radíos que unen el origen con 
los puntos (a, 0) y (*♦ y) . 

— 2 tg B ^ _ 2 sec B — l 

Sol. x = ya , n (MC + tg 9) ■ y~ T s la (sec 6 + tg (') ‘ 
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SERIES 


1S2. Definiciones. Una sucesión es un conjunto de términos for¬ 
mados según una ley o regla determinada. 

Por ejemplo , 1 , 4 , 9 > 16, 25 


i _ — _ — ~ — 

1 1 x ' 2 * 3 * 4 ' 5 


y 


son sucesiones. 

Una serie es la suma indicada de los términos de una sucesión, 
A*í , de las sucesiones anteriores obtenemos las series 


1 + 4 + 9 + 16 + 25 



y 


Cuando el número de términos es limitado , se dice que la sucesión 
o serie es finita . Cuando el numero de términos es ilimitado , iu suce¬ 
sión o serie se llama una sucesión infinita o una serie infinita . 

El término general o término enésimo es una expresión que indica 
la ley de formación de los términos. 

EJEMPLO i. En la primera sucesión anterior, el termino general o término 
enésimo es n 3 . El primer termino se obtiene haciendo rí = I. el décimo término 
haciendo n = ID. etc > 

Ejemplo 2. En la segunda sucesión, el término enésimo, con excepción 


d tn = \. es J- *>*-* 
n — 1 


Si la sucesión es infinita! se indica por puntos suspensivos, como 
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Factoriales. Una expresión que se presenta frecuentemente en el 
estudio de las series es el producto de números enteros sucesivos 
comenzando por 1. Así, 1 x 2 x 3 x 4 x 5 es una expresión de esta 
clase, que se llama factorial 5. Las notaciones 1 1 ó 5! son las más 
usuales. En general, una expresión de la forma 

|£=1x2x3x ...X (n — 1) X « 

se llama factorial n. Se entiende que n es ua número entero y posi¬ 
tivo. La expresión |» no tiene significado si n no es un número entero 
y positivo 


183. La serie geométrica. Para la serie geométrica de n tér¬ 
minos , 

(1) Sn = o -f ar + ar s + ... + ar "’ 1 , 
se demuestra en Algebra elemental que 

m\ cr a(l — r") . ... _ a (r n — 1) 

(2) Sn = - 1 , o también, Su = — 1 -;— , 

I — T V — 1 


empleándose la primera forma si |r|<l y la segunda si |r |>1. 

Si | r 1 < 1, entonces r n disminuye en valor numérico cuando n 
aumenta, y 

lím (r n ) = O. 

n— 


Luego vemos por la fórmula (2) que (Art. 10) 


(8) lím S n = —. 

1—r 

Por tanto , si |f[<l la suma Sw de una serie geométrica tiendo 
hacía un límite cuando el número de términos aumenta indefinida¬ 
mente . En este caso se dice que la serie es convergente. 

Sí |rj> 1, entonces r n se liará infinito cuando n aumenta indefini¬ 
damente (Art. 18), Por tanto, de la segunda fórmula de (2), la 
suma Sn se hará infinita. En este caso se dice que la serie es diver¬ 
gente* 

Un caso especial se presenta si r = — L Entonces la serie es 

(4) a — a + a — a + a — a ., . . 

Si n es par, la suma es cero. Sí n es impar, la suma es a . 
Cuando n aumenta indefinidamente la suma no aumenta indefinida¬ 
mente y no tiende hacia un limíte. Una serie de esta ciase se llama 
oscilante . 
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Ejemplo. Consideremos la serie geométrica en la que 

a = 1, r ~V 2 , 


(5) 


Según (2) f 
Entonces 


5 "- ,+ y+T+ 



Síi — 



1 “ H 


2 


J 


( 6 ) Hm Sji — 2 t lo que está de acuerdo con ( 3 ) cuando a — r — y, 
n —4 *43 


O 

t- 


S ¿ 


-f— 


Jj- 

H- 

S, 


if 2 

■4-1 


Fig, J77 

Es interesante estudiar la serie (5) desde un punto de vista geométrico. 
Para ello, tomemos sobre una recta, como se indica en la figura 177, valores 
sucesivos de 

n 1234, etc, 

Sn 1 1 Jí 1 % etc. 

Cada punto así determinado biseca el segmento entre el punto anterior 7 el 
punto 2 . De esta consideración, la igualdad (ó) resulta evidente. 


PROBLEMAS 


En cada una de las series siguientes; a) descubrir la ley de formación; 
b) escribir tres términos más; c) hallar el término enésimo o general. 

i, 2H-4 + 8+16+,.,* Sol. Término enésimo = 2 A * 


2. 1 — - 1 _-i_ J— -L+ .... 

2 3 4 


1 12 3 

3, — J- + 04- — + — + — 4-,,.. 

2 r 


v* 2 -y*- 3 y» 4 

4, + -£- 

1 J * 2 ^ 1 - 2 ■ 3 


4- ... 


6 - ~ 2 ~ + —. 4 + rTT6 + 2-TTr6“8 


+ ... . 


6 . 


a a a 3 , a* a s . 

y _ T + y _ T + * 


(- O "- 1 

r? — 2 
n + 1 

l£ ^ 

ií 

Jt a 


(~a)"+‘ 

1 n + 1 
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Escribir los cuatro primeros términos de cada serie cuyo término enésimo o 


general es el que se da. 



2*- 1 

2 4 8 

7 * 

v«- 

So/. I + vl + v1 + vl + 

8, 

n + 2 

2 n — i' 

3+ t + t+t + -- 

9. 

n 

3^r 

1+ T + V+é + -- 



X Jf* Jí® 

10, 

Vñ- 

1 + vl + v1 + vl + 

11. 

(- 1)»-Ijc2«-1 

a: 3 , x s x 7 t 

* |2 + 12 |Z + ‘' 

) 2 TI — 1 

12. 

(x - a) n ~ l 

1 n 

í! -j-1 

14. ■ 2 * . 



V n + 2 

13. 

<V+ «&**-*. 

3"- 1 e n 

2” )n 

15 ■ j i 

2“| n “ 1 

184. 

Series convergentes y divergentes. En la serie 


Sn = Ul + U 2 + l¿3 + .*.+ Un, 

la variable Sn es una función de n. Ahora bien, si hacemos que el 
número de términos {= n) tienda a infinito r puede ocurrir una de las 
dos cosas siguientes : 

Caso I * Que S n tienda hacia un límite, digamos u ; es decir, que 
(1) lím S n — u, 

n —> oc 

En este caso se dice que la serie infinita es convergente y que converge 
al valor u , o que tiene el valor u . 

Caso II. Que S n no tienda hacia ningún límite. En este caso se 
dice que la serie infinita es divergente, 

Ejemplos de series divergentes son 

1+2+3+4+5+ ... , 

1 — 1 + 1 — 1 + ... . 

Como ya hemos dicho , en una serie convergente el valor de la serie 
es un número u (llamado a veces la suma) que se define por (1). 
A una serie divergente no se le asigna ningún valor. 
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En lus aplicaciones de las series infinitas, las series convergentes 
son las de mayor importancia. Es precisa, por tanto, tener medios 
para poder saber si una serie dada es convergente o divergente. 

185. Teoremas generales. Antes de desarrollar métodos especiales 
para probar las series, llamaremos la atención sobre los siguientes 
teoremas . Se prescinde de su demostración. 

Teorema I. Si 8 a es una variable que siempre aumenta cuando n 
mímenla , pero sin llegar nunca a ser mayor que algim número fijo defi¬ 
nido A , entonces, cuando n tiende a infinito, Su tendrá un límite u no 
mayor que A. 

La figura 178 ilustra la proposición , Los puntos determinados por 
los valores St , &, ¡k , etc. , se acercan al punto u , que no está más 
allá de A . Así, 

lím Sn = u. 

* 


s- 




V 4 


4-4- 


Fíg. i;a 


Ejemplo, Demostrar que U serie infinita 

o 1 + 1 + rr + j . 2. i + - • • + jir+— 

es convergente. 


Solución. Prescindiendo del primer término, podemos escribir 

3 


U) 


Sn = 1 + r L i + r _ TT7 +- " + 


12 - 3 ,* 


Consideremos ahora la variable s n definida por la igualdad 
(3) »« = i + 


formada reemplazando por 2 todos los factores, excepto el factor I, de los 
denominadores de (2). E v iden temen Le r Sn ^ Además, en (3) tenemos una 
serie geométrica con r = )i y su < 2 por grande que sea n (veüse d Articu¬ 
lo 183), Por tanto. S f t. definida por la igualdad (2), es una variable que 
siempre aumenta cuando n aumenta, pero que permanece menor que 2. Luego, 
S tí tiende hacia un límite, cuando n tiende a infinito, y ese limite es menor 
que 2. Por consiguiente, la serie infinita (I) es convergente, y su valor es 
menor que 3. 

Veremos más adelante que el valor de (1) es la constante e =2.71828,,., 
base de los logaritmos naturales [ Art. 61) . 
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Teorema IL Si Sn es una variable que siempre disminuye cuando n 
aumenta , pero sin llegar nunca a ser menor que algún número jijo deji- 
nido B , entonces , cuando n tiende a infinito, S.> tenderá hacia un 
límite u no menor que B. 

Conoide remos ahora ana serie converge me 

*S„ = Ui + Ui + +- ih 

en la que lfm S n = ü . 

n —^ * 

Representemos gráficamente en una recta orientada los puntos 
determinados por los valores S», £¡i, 5a, etc. Entonces, cuando n 
aumenta, estos puntos se acercarán ni punto determinado por u 
(teniendo todos los términos de S„ el mismo signo) o se agruparán 
alrededor de este punto. Así es evidente que 

(A) lím Un - 0. 


Es decir , en una serie convergente el término general tiende a cero. 

Recíprocamente j si el término general de una serie no tiende a cero 
cuando n tiende a infinito , la serie es divergente. 

Pero (A) no es condición * 1 suficiente J * para la convergencia de la 
serie; es decir, si el término enésimo tiende a cero, no por eso pode¬ 
mos afirmar que la serie es convergente * En efecto , considerémosla 
serie armónica 


1 




En este caso, 

lím Un = lím — = O ; 

7f fi » - ^ íi 


lo que nos dice que se cumple la condición 04) * Sin embargo , demos¬ 
traremos en el Artículo ISfi que la serie es divergente. 

Ahora vamos a deducir criterios especiales de convergencia que por 
!o común se aplican más fácilmente que los teoremas anteriores. 


ISó, Criterios de comparación. En muchos casos es fácil deter¬ 
minar si una serie dada es o no convergente, comparándola, término 
a término , con otro serie cuyo carácter se conoce. 

Criterio de convergencia. Sea 

(I) Ul + Ui + Uü + 
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una serie de términos positivos que deseamos saber si es o no convergente 
Si se puede encontrar una seiie de términos positivos que sepamos de 
antemano r¡ue es convergente , a sabm\ 

(2) ai + aa + a 3 + , 

cuyos términos no sean nunca menores que los términos correspondientes 
de la serie dada (1), entonces la serie (1) es convergente y su valor no 
excede al de la serie (2) . 

Demostración, Sea 


S n = U\ i* m + X4 + ... + u 7i , 
y S fí = a i + oa + aa + .,, + a n , 

y supongamos que lím S R — A . 

n— 

Entonces, puesto que 

&n ^ A y s*i = } 

también es s n < A . Por tanto, según el teorema I del Artículo 185, 
$ n tiende hacia un límite y la serie (1) es convergente, y su valor no 
es mayor que A , como se quería demostrar. 

Ejemplo I. Averiguar si ía serie 

es convergente. 

Solución, Comparándola con la serie geométrica 

(4) 1 + T + F + Ii + ií + 

que se sabe es convergente, se observa que los términos de (4) nunca son meno¬ 
res que los términos correspondientes de (3) * Por tanto, la serie (3) es tam¬ 
bién convergente. 


Por un razonamiento análogo al que hemos aplicado a (1) y (2) 
podemos demostrar el 

Criterio de divergencia. Sea 

(5) ui + Ua + us + . *„ 
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una serie de términos positivos qm deseamos saber si es o no convergente . 
Si estos términos no son nunca menores que los términos correspondientes 
de una serie de términos positivos tal como 

(6) bi + bs + ba + . .. , 

de la cual se sabe de antemano que es divergente, entonces (5) es una 
serie divergente . 


Ejemplo 2. Demostrar que la serie armónica 


(?) '+T+T+T+- 

es divergente. 


Solución* Escríbase (7) como se indica a continuación, y compárese la serie 

éntesis se introducen para ayudar a la 


con la 

escrita debajo de ella* 

Los 

comparación. 


(8) 

■+MM] 

H 

(9) 

T + T + [-f+l] 

l+[ 


Observamos que los términos de (8) nunca son menores que los términos 
correspondientes de (9) * 

Pero observamos también que (9) es divergente, puesto que Ea suma de los 
términos en cada paréntesis es J/£ , de suerte que Su aumentará indefinidamente 
cuando n se hace infinito. 

Luego (S) es divergente. 


EJEMPLO 3, Averigua! la convergencia o divergencia de la serie 


! 1 1 

í + ♦ ■ * 

V 2 V 3 V 4 


Solución, Esta setie es divergente, puesto que sus términos son mayores 
que tos términos correspondientes de la serie armónica (7) que es divergente. 


Vamos ahora a estudiar la serie 

( 10 ) 1 + ¿ +¿ + • + ¿ + *•■ ' 

llamada a veces í¿ serie p r \ pues es útil para aplicar el criterio de 
comparación. 

Teorema* La 1 £ serie p * ’ es convergente cuando p > 1 ; es diver¬ 
gente para otros valores de p. 
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Demostración. Escríbase (10) como se indica a continuación, y 
compárese con la serie que se escribe debajo de ella. Los signos de 
paréntesis se emplean para ayudar a la comparación . 


(11) 1 +í— + —1 + [— + - + — +—] 

± \ gis ^ 3 i/J ^ 4 p ~ 5 j> * ^ 73* 

+ [-+ ... + f y + 


( 12 ) 1 + 


T + ± 

2p ^ 2 " 


+ 


X , 2. + JL , J_ 

4 _r 4 p ' 4 íj ' 4 p 


+ 


— + +— 
8 *» "' 8 " 


Si p > 1, los términos de (12) nunca son menores que los términos 
correspondientes de (11). Pero en (12) las sumas de dentro de los 
paréntesis son 

1,1 21)1,1 J_ _ J_ = T_ = _ _1_ 

2 p ' 2 P 2 P — ] * 4 /s ' 4 P ' ^ 4^ *£ lp ~ * 

± 1 = Á _ 1 _ 

i - ,.. T gjj — ¡y*» 2 aíj3 ~*' f 


y así sucesivamente. Por tanto, a fin de averiguar la convergencia 
o d i ve r ge n c i a de (12), po d cm os co n si d era r I a m r i e 

(13) l+^r+(¿)+(2¿r,) , + ... 

Cuando p> i, la serie (13) es una serie geométrica de razón 
menor que la unidad ; luego , es convergente, Luego (10) también es 
convergente. Cuando p - í , la serie (10) es la serie armónica y 
es divergente. Cuando p< 1, los términos de la serie (10), con 
excepción del primero, son mayores que los términos correspondientes 
de la serie armónica, luego en este caso (10) es también divergente. 
El teorema queda, por consiguiente, demostrado. 

EJEMPLO 4. Demostrar que U señe 

(14} “ 4 _ j 4_ 13 J_ 4 -_Lf:___ 

2.3-43-4-5 4-5-n" fn +1) (ri + 2) (n+3 J 


es convergente. 
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Solución* En (14) , o sea T _L < J_ « es decir, que 4- ün 

n* 2 n- 2 

menor que el término general de la ÍH scríe p w * cuando p — 2* Por tanto, la 
serie en la que cada uno de sus té rminos es U mitad del término correspondiente 
en (14) es convergente; luego (14) también es convergente. 


PROBLEMAS 

Averiguar la convergencia o divergencia de cada una de las siguientes series: 


111 1 

1 V 2 * ■%/ 3 3 Vn J 

Sol . Convergente, 

T + ^í + ^f + -^ + -- 

Divergente. 

1 +I+ 4 +... 

1 ^ 23 T J3 n" 

Convergente, 

_J_ + _L+J_ + .., _1 + .... 

1 - 2 ' 1. "i' 3 - 4 ‘ n(n + 1) 

Convergente. 

4 + « + 12 + ... 4 " + .. 
2.3 1 3 4 1 4-5 (n + ll(u + 2} 

* . Divergente. 


« 3 , 5,7 

* 2 v)'h 4 3 4-5^4-5.0 



+ 

2 rr + 1 , 

"'(fi+l)(n+ 2 )(n + I) 

. . Convergente. 

7, 

1 + 1+1 + .. 
5 ^ KT 15 


Divergente. 

8 * 

1+1 + 1 +.. 
4 5 T b 

■dr3 + -- 

Divergente, 

9. 

1 + 1 + 1 +... 
4 10 2» 


Convergente. 

10 , 

l l 1 

3 + v/T + </T 

+ -4T + . 

Divergente. 

11* 

1 + 1 + 1 +.. 
4 ^ n 

' n s + 3 + ' 

Convergente. 

12 * 

1 + 1 + 1 +,. 
2 r 6 ^ 2 b 

* 4- 

Convergente. 

* 3 rt - 1 + *** T 


_L_ + _J_ + _ 3 _ 

2 2.3^2.3.4^2.45 

. n _ t 

l{ri 4- 1) ( n 4- 2) '^ + 


Di i ergente. 
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14. J -f- ~—h ' -f- + — -4- ——1- J- + ,,, , Convergente, 

2 b 12 20 30 42 B 


2 2 2 2 3 2 4 
15 , 4r 4 - — + — + — + 
9 T 2 S x bí ^ 126 


2 2 2 7 

16. 

3'6'9‘l2' 


17, 


■J- + _^+-L + . 

log 2 ~ log 3 ‘ log 4 


18, i 4 _ _L 4 --L 4 . _L -L ... 

2 ' b ‘ 1 ü ' 14 ' 


187- Criterio de D’Alembert. En la serie geométrica infinita 

a + ar + ar 2 + ,,, + ar rt + ar Ji+] + .,, , 

3a razón de los términos consecutivos ar 11 y ar n+1 es r. Sabemos que 
esta serie es convergente cuando | r | < 1, y divergente para otros 
valores. Ahora vamos a explicar un criterio que usa la razón de un 
término al precedente y que puede aplicarse a cualquiera serie. 

Teorema* Sea 

(1 ) Ul + U2 + U3 + . . . + Un + Un+l + , * * 

una serie infinita de términos positivos , Consideremos dos términos gene¬ 
rales consecutivos u n y u n +i, y formemos la razón de un término cual¬ 
quiera al anterior } o razón de D’Alembert: 

Razón de D*Alembert — -~ l -. 

Un 


Hallemos ahora el límite de esta razón de D *Alemherl cuando n 
tiende a infinito . Sea este lí mite 


Entonces: 


9 — 


lím 

n—^ 


Un+l 

Un 


I. 

Cuando g < 1 , 

la serie es convergente 

II. 

Cuando q > 1 , 

la serie es divergente, 

III. 

Cuando q — 1 ., 

el criterio Jalla . 


Demostración, I, Cuando g < 1 . Según la definición de límite 
(Art. 14) podemos elegir n tan grande, digamos n — m } que cuan¬ 
do n 5 ; m la razón diferirá tan poco de o como queramos j y, 
en consecuencia, será menor que una fracción propia r, Luego 
Um+i < UrnT ; u^+2 < u m +1 T < UmT % ; Um+z < ; 
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y así sucesivamente. Por tanto , después del término u m f cada tér¬ 
mino de la serie (1) es menor que el término correspondiente de la 
serie geométrica 

(2) u m r + UmT 2 + u m r* + . *, + 

Pero, puesto que r < 1, la serie (2) es convergente; luego la 
serie (1) también lo es (Art. 186). 

II* Cuando q > 1 (o o = x). Razonando como en I, puede 
demostrarse que la serie ti) es ahora divergente. 

III. Cuando q = 1 , la serie puede ser convergente o divergente ; 
es decir, que el criterio falla. En efecto , consideremos la * £ serie p 1 ', 

U-xiiI+ -f J_ _i_—_ 

^2* ^ 4* n* C n + tí*’ 

La razón de D ‘Aiembert es 

jfo+I = ( n V J / 1 y 

u, \n + l) ~ n+l) ' 

y *!!?.('--ítt)”- < 1)r = 1 ' =í >- 

Luego q = 1 , cualquiera que sea el valor de p . Pero en el Ar¬ 
tículo 186 hemos demostrado que cuando p > 1 la serie es conver¬ 
gente j y cuando p = 1 la serie es divergente . 

Asi queda comprobado que o puede ser igual a 1 # tanto para series 
convergentes como para las divergentes. Cuando esto ocurre pueden 
aplicarse otros criterios t pero el plan de nuestro libro no nos permite 
considerarlos. 

Para la convergencia no basta que la razón de un término al ante¬ 
rior sea menor que la unidad para todos los valores de n. Este criterio 
exige que el límite de la razón sea menor que la unidad. Por ejemplo, 
en la serie armónica la razón de un término al anteriores siempre menor 
que 1 ; pero el límite es í. 

La exclusión de un grupo de términos al principio de una serie 
afectará al valor del límite pero no a su existencia. 

188, Series alternadas. Se da este nombre a las series cuyos tér¬ 
minos son alternativamente positivos y negativos. 

Teorema, Si 

ui - lis + lis — Ui + - 
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es una serie alternada , en la que cada término es numéricamente menor 
que el que le precede, y si 

líltt Un = O , 

li 

entonces la serie es convergente. 

Demostración* Cuando n es par > S* puede escribirse en tas das 
formas 

(1) — (ni — 1*0 + («a — wO + . . + (wrt-i “■ u, t ) , 

(2) S„ = Ui — ( U*> — lis) — * , * — (Wn-ü — Uft-0 — Un, 

Cada expresión entre paréntesis es positiva. Por tanto } cuando n 
aumenta tomando valores pares, (1) muestra que S n aumenta, y (2) 
muestra que S tt es siempre menor que Ui ; por tanto , según ci teore¬ 
ma T del Artículo 185, S n tiende hacia un límite l. Pero S*+ \ también 
t iende hacia este límite l, puesto que = S 7t + tt«+i y lím u n +1 = 0. 
Luego, cuando n aumenta tomando todos los valores enteros, ¿L 
y la sene es convergente. 

EJEMPLO, Averiguar si la serie alternada 



es convergente. 

Solución, Cada termino es numéricamente menor que el que le precede. 

Además, Un — —, luego lím un — 0. Luego la serie es convergente, 
n n —^ « 

Una consecuencia importante de la demostración anterior es la 
siguiente proposición : 

Si en una serie alternada convergente se suprimen los términos que 
siguen a uno determinado t el error que se comete no excede , numéricamente i 
al valor del primero de los términos que se desechan, 

(Así, por ejemplo, la suma de diez términos de la serie del ejemplo anterior 
es 0,046^ y el valor de la serie difiere menos de un onzavo de este valor,) 

En esta proposición se supone que la serie se ha continuado su ti' 
ci en tem e n te pa ra que los t érm i n o s d ism i nu y an n ura éri ca r n ente 

189* Convergencia absoluta* Se dice que una serie es absoluta¬ 
mente o incondicional mente convergente cuando es convergente la serie 
Formada por los valores absolutos de sus términos. Las otras series 
alternadas convergentes se llaman condicionalmente convergentes. 
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Por ejemplo, la serie 


l—L + i-_Í- + 1 _ 

2 ~ 3 * 4 4 r ñ’ a 


es absolutamente convergente , puesto que k serie (3) del Artículo I-SO es 
convergente. La serie alternada 


1 _X+J._X + _L_ 

2.3 4 5 


es condtcionalmenle convergente, puesto que la serle Formada por los 
valores absolutos de sus términos es la serie armónica que es diver¬ 
gente . 

Una serie can algunos signos positivos y algunos negativas es conver¬ 
gente si la serie que se deduce de ella tomando todos los términos con 
signo positivo es convergente. 

Se omite la demostración de este teorema. 


190* Resumen. Suponiendo que el criterio de. la razón de 
D 'Akmbert (Art . 187) es válido sin poner a los signos de los temó¬ 
nos ninguna restricción r podemos resumir nuestros resultados en las 
siguientes 

Instrucciones generales para averiguar la convergencia o divergencia 
de la serie 

«i + m + m + m + ... + u ¡t + iu+i + - w . 


Si es una serie alternada cuyos términos decrecen en valor numé¬ 
rico, y si 

Hrn Un = O y 


entonces la serie es convergente , 

Si no se satisfacen tas condiciones anteriores f determinamos la forma 
de u« y Un+i, formamos la razón de O i Ahmberl y calculamos 


Km ( —) = e. 

u —^ w Un J 


I Cuando | q [ < 1 ? la serie es absolutamente convergente 

II Cuando |p¡ > i , h serie es divergente 
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III. Cuando \ q | = 1 > el criterio falla f y comparamos la serie dada 
con alguna afra que sabernos que es convergente^ como } por eiemplo t 

a + ar + ar- + ar 3 (r< l) (serie geométrica) 


l+^; + j5 + ^5 + - ■ ■ ; (p> 1) 

o con alguna que se sabe que es divergente, como 

1+ — + — + — -f- 

2 3 4 ' 


(serie p) 


(serie armónica) 


1 + ¿ + ^ + ¿+-..- (P<J) (serie p) 


2 fi 3 P 4 

Ejemplo 1. Estudiar la serie 


Solución, Aquí 


, + r L+ ' + < + J_ + .„. 

li U ll 1* 


1 , , 3 
\ñ 


n - 1 


I n — l 

Ufl Ir 1 — I - _ 


l 


I" 


i 


q — lím — = O, 
n—£ n 

y la serie es convergen Le. 

EJEMPLO 2, Averiguar la convergencia o divergencia de la serie 


ll , li , ll 


Solución, Aquí 


10 + 10 “ + 10 3 + "■ ' 


n T 1 


Un ™ ion 1 — 


«*+, l-^-ü 10* _ o + i 


Un 10 n + J |^2 

y = lím n ~¡~ ^ = so r 
n —-> * 10 


10 


y la serie es divergente. 


EJEMPLO 3. Estudiar la serie 
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Solución. Aquí un = -—r—. Un-fi 

(2 n — 1 ) 2 n 


¡ 

■(2 o + J) (2 o + 2 ) 


un i+i _ (2 n — 1)2 r? _ 4 n 2 — 2 a 

un - (2nf 1) <2 ij +2) 4n* + 6n+l' 


O 


— I i ni 


- 2 n 




= L 


según la regla dada en el Artículo 18. Luego el criterio de D 4 Alembert falla. 
Pero si comparamos la serie dada con la ‘‘serle p ' 4 cuando p =* 2. a saber 

1 +¿ + f* + í3 + •• ' 

vemos que la serie es convergente, pues lo que sus términos son menores que los 
términos correspondientes de esta serle p, y hemos demostrado que ésta es 
convergente, 


PROBLEMAS 


Estudiar cada una de las siguientes series, respecto a su convergencia o diver¬ 
gencia. 




J. + Í--f — + 
2 t 2 ^ 2 3 2 4 


4 + 


t+ 


7 2 7 3 7 4 

--4--4---j- 

2 .2 a ^3 -2* ^4-2*^ 


1 . 2 , 1 2 . 3 _t 

le 

3.5 + 3.5.7 + •' 

•3.57.. (2 n + I) 

1-31-3.5, 

1.3.5... (I f) — 1) 

l . 4^ ! .4 ■ 7 

' 1 ■ 4 • 7 ... <3 n - 2) 

I - 2 , 1 - 2 *3 J 1 
í , H- . > í -r , 

-2-3.4 H 


f+f+f+f+ 

I 2 3 4 


. 12 11 


— 4- -— 4* --4--+ 

^ T 93 T 93 T ^ 


So/. Convergente. 
Convergente* 
Divergente. 

+ ,., . Convergente. 
+ .,. . Convergente* 
Convergente. 
Convergente. 

Divergente. 


9 ‘ i + 3* + 3» 


+ £ + 


10. 


2 | 2 2*|2 2 a |2 
,+ ~ + lQ + l7 + 
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19L Series de potencias. Una serio cuyos términos son monomios 
de potencias enteras, positivas y ascendentes de una variable, diga¬ 
mos x , de la forma 


o) 


no 4- cnx + arje* -f cm 3 + . . 


en donde los coeficientes au, cti, aa, ... son independientes de x, se 
llama una serie de potencias en x. Tales seríes son de la mayor impor¬ 
tancia en el Análisis matemático, 

Una serie de potencias de x puede converger para todos los valo¬ 
res de x j o para ningún valor con excepción de x — O, o puede con¬ 
verger para algunos valores de x distintos de cero y ser divergente 
para otros valores. 

Vamos a examinar la serie (1) sólo para el caso de ser los coeficien¬ 
tes tales que 



siendo L un niímeru determinado. Pava ver el motivo de esto, apli¬ 
quemos el criterio de D’Alembert (Art. 1S7) a la serie (1), omi¬ 
tiendo el primer termino. Entonces tenemos 



i) -f-1 

Ua 


CL t t i. 1 
df? 


Luego s para cualquier valor fijo de x , 



Tenemos dos casos: 

I, Sí L = O , la serie (1) será convergente para todas los valores 
de x j puesto tpie o — 0. 

II. Si L no es cero, la serie será convergente cuando xL (= p) 
es numéricamente menor que 1, es decir, para valores de x en el in¬ 
tervalo 
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que se llama intervalo de convergencia o campo de convergencia, y será 
divergente para valores de x fuera de este intervalo. 

Los extremos del intervalo deben examinarse separadamente. Para 
toda serie dada debe formarse la razón de D J Alembert y determinarse 
el intervalo de convergencia aplicando lo dicho en el Articulo 187. 


EJEMPLO l. Hallar el intervalo de convergencia de la serie 


( 2 ) 



(« + 1) 


Según 


Solución, Aquí la razón de D' Alembert es 01 = 

un 

el Artículo ¡H, lím -— n : = 1 , Luego Q = — ar> y la serie converge cuan- 

do x es numéricamente menor que 1, y diverge cuando x es numéricamente 
mayor que i. 

Ahora examinemos los extremos del intervalo. Sustituyendo en (2) jc = I. 
obtenemos 

i--L + 1 - 1 +.. 

2 2 ^ 3* 4* 

que es una serie alternada convergente. Sustituyendo en (2) * = — \, obte¬ 
nemos 

1 2* “ P ^ 4* “ ‘ ' 


que es convergente por comparación con 3a serie p (p > J) . 

La serie del ejemplo dado tiene [— I, 1) como intervalo de convergencia. 
Esto puede escribirse — í x ^ 1. o puede indicarse gráficamente como se 
indica en la figura IAL 


Fig + 179 

EjlMPLO 2. Determinar el intervalo de convergencia para la serie 

i+ff+f + ...+^+ *ItL + .... 

\l [i | Ir \ l z ±1 

Solución. Prescindiendo del primer término, la razón de D'Alembert es 

u „ +} _ \lS- , 

Un 


Además, lim 


|Í2L±1 (2 n + I ) 

i 


n —4 x (2r>-{-]Jf2n i + 2j 

los valores de x 


f). Luego la serie converge para todos 
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PEOBLEMAS 


Representaciones ¿Para qué valores de la variable son conver* 

gráficas de los intervalos de gentes las siguientes series? 
convergencia * 


H3- 


O +1 


O 4J 


+1 


1 * 1 + * + + X* + ... 


SoL - l < Jt < 1. 


y 2 y3 y 4 

«• x ~t + t~t + •••• 


Sol. - 1 < x < 1 . 


3. Jf + jt 4 + jf 9 + + ••• • 

So!. - I < x < 1. 

4. x +-y=; + ~+.... Sol. -1 g x < 1 . 

V 2 v 3 


+ co 


+tD 


5. l + «+|J+U + — 


Sol ♦ Todos los valores de jc. 


fl 2 0 4 

6 - '“"¡T + li “ |6 + •••' 


-7 

Fig. 180 

9. j ( + 2x*+}x s +4j , + 


iO. i - * + ~-p-+ ••• 


11 , 


; + 


1.2 2 * 2*^3 2» 4 ■ 2 4 


2 3 jc 3 4r 4 

12 - x+ ¥ + ir + 1* + '"' 


5of- Todos los valores de &. 

0 S A 15 

7 ' 

Sol. Todos los valores de 

a ,+1 ¿i-L-bl íi + Lli £Í + .... 

x ' 2 '"3 * J .4 * 5 ' 2 - 4 • b * 7 

Soí. -líiíl. 
Soí. - 1 < x < I. 

- 1 

- 2 < x g2. 

Todos los valoces. 


+ ... . 


* Los extremos del intervalo que no están incluidos en el intervalo de con 
vetgencia se han marcado con círculos. 
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_L ] ' 3 í ■ 3 . ? _L 

A 14 T'k * tíl "I" *' 


2 - 2 * 1 2*4-2* 2-4-5. 2 “ 


fJJT , Ü*X £ 


14* — H- 


15. 1 + — + 


+ 


Í 0 


+ * ■ ■ + 


/ 7 2 + í 


+ ... 




+ *.■•♦ i* > 0 ) 


, , 2 2 at 

16. 1 + i 2 + 


3 z x s 4 2 X* 

ir + JT + . 


17 J_ _ 1 _ 2 X _L 3 I 4 * 3 J_ 

3 ” r 2 ■ 3 2 ^ 2 2 - 3 3 ^ 2 a ■ 3 4 

18. * + 4 * 2 + 9 * 3 -f Ibx* + ... . 

19. jl + 1 *1 + -2*!_ + 4 * 4 

1.2 t 2.2.3 t 2M.4 t 2>.4,5 

20 . 


21 , - 


10 * 100 ** 1 000 *3 


* ti■** 

22 . I - |- 0 + 100 


U- 


i 000 


+ .... 


+ .... 


43 I 

Sol. -2 < x <?.. 


(o > o) - 

a a 


— a ^ x < a. 
Todos los valore®. 


+ 


— 6 < x < 6 . 


23. * + . 




2 2 


0 * 


192, 

( 1 ) 


La serie binómica, Esta importante serie es 


1 + mx + 


m(m — 1) _ 4 , m(m— l)(m — 2) 
x -- - - — 


x 3 + . . . 


1-2 * 1-2*3 

, m{m — l)(m — 2) ... (m — ra+1) _ 4P , 

+ I n * + ' 


en donde m es una constante. 

Si m es un número entero positivo, (1) es una serie finita de 
m + 1 términos, puesto que todos los términos que siguen al que 
contiene x m tienen en el numerador el factor m — m } y se anulan. 
En este caso (1) es el resultado que se obtiene de elevar 1 + x a la 
potencia emésima. Si m no es un número entero positivo, la serie es 
una serie infinita. 
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Abura Lien, analicemos (I) con respecto a m convergencia. Te¬ 
nemos 

_ m(m - 1} (m — 2) ... (ni - n + 2) , _ 

1-2-3 ... (íi-1) ’ 

_ m(wi - 1) (m — 2) ... 0¡ — n + 2) (wi — *»+!)„ 

y Wn+1 = T-~3 — ". (ñ-l) « • 


Luego 

1 

m — n + 1 / m + 1 

-lYr 

Un 

n 1 \ n 


Entonces 7 

puesto 

^ (m +1 ^ 

que lim 1 — 1 

‘H * \ n j 

| = — 1, vemos que 

= —x, y ! 

a serie 

es convergente si x es 

menor que 1, en valor 


absoluto y divergente cuando re es numéricamente mayor que 1 r 

La serie de Machínrin (Art. 194} contiene la siguiente propo¬ 
sición : 

Suponiendo que ni no es número entero positivo y que \ x\ < 1 , el 
valor de la serie binómica es exactamente ei valor de (1 + x) m + Es 
decir que 

(2) (1 + arV" ~ 1 + m + + ... <|®|;<1) 

Si m es un número entero positivo, la serie es finita y es igual al 
valor del primer miembro para lodos ¡os palores de .r. 

La igualdad (2) expresa un caso especial del teorema del binomio. 
Podemos también escribir 

(3) (a + b)® = a m (1 + x ) w , si s = —, 

a 

Esto nos dice que el primer miembro de (3) puede también expre¬ 
sarse como serie de potencias. 

A continuación se dan ejemplos de cálculo aproximado de ciertas 
expresiones mediante la serie binómica. 

E.HIMPLO. H alta r un valor aproximado de y/ 63íl P empleando la se ríe bi¬ 
nómica. 

Solución. El cuadrado perfecto más próximo a 630 es 625. Por tanto, 
tívScri bimos 

’x/ 630 — y/ bZ5 T 5 — 25 ^ I -j - p ^ - 

Ahora apliquemos (2) con m = Yi . El resultado es 

< 1+Jr >* = 1 + T- r 'l- ta + ¿ x 3 "Tla A ' 4+ ■■■ 
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En este ejemplo. 


X =4= = 0,008. 
12 > 


Luego, 


(4) 


(' 

"( 


+ -LY- = i + 0,004 - 0,000008 + 0,000000032 + , .. . 
12 ) ) 

I + -Lp = 2í + 0,1 - 0,0002 + 0,0000008 = 2T,099801 
12 ) / 


(hasta la cifra más aproximada a la sexta cifra decimal) « 

La serie (4) es una sede alternada, y el error en la solución es menor que 
0,0000008. 


193* Otro tipo de serie de potencias. Frecuentemente empleare¬ 
mos series de la forma 

(1) h + En (x — a) -f- (x — a) a + ... -h b n {x — a) w + .. . 

en las cuales a y los coeficientes Jo, &t, ., r , b íít .,. son constantes. 
Tai serie se llama una serie de potencias en (x — a). 

Apliquemos a (1) el criterio de D 'Alemberfc, como en eJ Artícu¬ 
lo 191. Entonces, si 

lfm —i = M , 

íí —^ & l)h 

tendremos, para un valor fijo cualquiera de x, 

g — lina Ufí * 1 — (x — a)M . 

n —^ 

Tenemos dos casos: 

I. Si M — 0, la serie (1) es convergente para todos los valo¬ 
res de x. 

II, Si Aí no es cero, k serie (I) será convergente en el in¬ 
tervalo 

a — r 1 -] < X < a + r— . 

\M\ \m\ 

Una serie ríe potencias de x convergente es útil en el cálculo mimé- 
rico para valores de x próximos a cero. La serie (1) , si es conver¬ 
gente , es útil para valores de x cercanos al valor fijo a , dado de 
antemano. 


EJEMPLO, Estudia: la serie infinita 


i - (* - n + 




+ -- 


coa respecto a su convergencia. 
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Solución, Despreciando el primer término, tenemos 

í^±L = _ " (jc — 1) 

ají n T i 


También, 


lím f—- 1. 

n —\ 77 T 1 / 


Luego ¡o| ” \x — 11, y la serie será convergente para valores de x compren¬ 
didos entre Q y 2. El extremo x = 2 del intervalo puede incluirse. 


PEOBLEMAS 

L Empleando la serie bínómica, demostrar que 

—— = 1 - * + X* - X 3 + ,.. . 

1 + * 

Verificar la solución por división directa. 


Empleando la serie binómica, hallar valores aproximados de los siguientes 
números : 


2. V 98. 5. 

3. ^no. e. 

4. \/b}0. 7, 



8, 

l 

u. ^ 

^26 

\SW>' 

25 

1 

412* 

9, 

1 

<r& 

12 , ^ 

j 128 

125 

1 

10, 

1 

33. ^ 

í 17 

}/lñ' 

</m 

16' 


¿Para qué valores de la variable son convergentes las siguientes series? 

14. (, + l)-í^iL a + ^ . t _L ) 3 ,Í£ ±»LV . 

Sol. -2<jr£0. 

15 . u-i) + ^±L* + Í£^L' + i-üL* + .... 0 ¡g,<2. 

V2 V 3 V4 

16. 2(2* + l)+' 3(2 y 2 ± - ^ - 8 + - (Z "j 3 + l>3 + • Todos los valores. 

17. , + (,-2) + Í£^Ll^ + i^ + .... 

18. I - 2(2 x -3) + 3(2 x - 3) 3 - 4(2 * - 3) a + ... . 

,o *-3 , U-3 V , (jc — 3) 3 , (jí- 3)* 
la ' 1 . 3 + 2 . 3 2 + 3-3^ 4 ■ 3 1 + 
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DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS 


194. Serie de Maclaurin. En este capítulo se estudiará la manera 
de poder representar una función por una serie de potencias; dicho de 
otro modo, de desaiTollar la función en serie de potencias. 

Evidentemente, una serie convergente de potencias de x es una 
función de x para todos los valores dentro del intervalo de convergen¬ 
cia. Así podemos escribir 

(1) / (j X ) — a 0 + ÜIX + Ü2 2 s + . . . + ün x n + ... . 


Entonces, si una función se representa por una serie de potencias , 
¿cuál debe ser la forma de los coeficientes ao, ai f ... } a ,,, etc. ? Para 
contestar a esta pregunta , procederemos como sigue : 

Hagamos x — O en (1). Se obtiene : 

(2) /(O)-ao, 


y ya se lia determinado a 0 , el primer coeficiente de la serie (1). 
Ahora supongamos que la serie (1) puede derivarse término a término, 
y que admite derivadas sucesivas. Entonces tendremos 


(3) < 
etcétera. 


f f {x) = ai + 2 ü 2 X + 3 a*z % + .... + na n x n ~ l + ... 
/" (x) = 2 m + 6 a¿x + .. * + n (n — l) a n x n ^ 2 + . . . 
— 6 + ... + n(n — 1) (n — 2)a n x n ~ z + .,. 


Haciendo x = O> se obtiene : 

(4) /'(O) =0i, /"(O) = |2a s , /'"(O) =¡3a 3| ... 

/ (n) (0) = \na„ 
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Despejando de (4) los valores de ai, a-j , ... , a„, etc. , y sus¬ 
tituyendo en (1) resulta: 

U) /(*) = /(o) + /' (o) ~ + /"(o) + *..+/ w (o) + ... . 

Esta fórmula expresa a f(x) como una serie de potencias, y deci¬ 
mos que * 1 la función / (x) ha sido desarrollada en una serie de poten¬ 
cias en x ’V Esta es la serie (o fórmula) de Maclaurin. * 

Ahora es preciso discutir la fórmula (A), Con este fin recurramos 
a (G) del Artículo 124, y escribámosla de nuevo, hacieudo ahora 
a = 0, b = x. El resultado es 

(5) / <*) = /(O) + /' (0) ± + J" (O ) 

+ ... +/M CO)y~3T + 

en donde R — (ti) . (O < it <i) 

El término /f se llama término complementario o residuo después de n 
términos. El miembro de la derecha de (5) concuerda con la serie 
de Maclaurin (A) hasta n términos. Si representamos esta suma 
por Su , entonces (5) es 

/ (x) = S„ + R t o sea, / (x) - S n - R. 

Supongamos ahora que para un valor fijo , x — xo, el término comple¬ 
mentario ¡i tiende a cero cuando n se hace infinito. Entonces S It 
tenderá a /(xo) corno límite (Art. 14), Es decir, que k serie de 
Maclaurin (A) converge para z = Xu, y su valor es / (xo). Así tene¬ 
mos el siguiente resultado : 

Teorema* Para que la serie (A) sea convergente y represente a 
la función f (x), es necesario y suficiente que 

(6) lím K = G. 

W —f * 

Ordinariamente es más fácil determinar el intervalo de convergencia 
corno en el capítulo anterior que determinar aquel en el cual se verifica 
ía condición (íi) * Pero en los casos sencillos los dos son idénticos. 


* Publicada por primera vez en d 7 rea fróte Fluxions (Edinburgh, 1742) 
de Colín Maclaurin (UfíS-1740) , cuyo nombre lleva. Realmente la serie es 
debida a Siírling (k$2*l770E 
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Para representar una función / (.r) por la serie de potencias (yl) es 
necesario , evidentemente, que la función y sus derivadas do todos 
órdenes sean finitas. Pero esto no es suficiente . 

Ejemplos de funciones que no se pueden desarrollar en serie por la 
fórmula de Maclaurin son 

ln x y ctg x, 

puesto que las dos se hacen infinitas cuando x es cero. 

El lector no debe dejar de notar la importancia de un desarrollo tal 
como (A). En todos los cálculos prácticos se buscan resultados que 
sean exactos hasta cierto número de cifras decimales, y puesto que el 
procedimiento en cuestión reemplaza una función, tal vez difícil de 
calcular, por un polinomio ordinario con coeficientes constantes , es muy 
útil para simplificar tales cálculos. Por supuesto, debemos emplear 
un número de términos suficientes para dar el grado deseado de 
exactitud. 

En el caso de una serie alternada (Art. 18 S), el error que se 
comete deteniéndose en cualquier término, es numéricamente menor 
que este término. 


EJEMPLO l. Desarrollar eos A* en serie infinita de potencias, y determinar 
para qué valores de x es convergente. 


Solución. Hallando las derivadas sucesivas y haciendo después x 
tenemos: 


0. ob- 


f (x) = eos X r 
f ' (ar) = - sen x. 
f ,f (ar) — — eos JC, 
f ut (x) = sen x. 
f ,v (ar) =* eos x • 
f v (ar) — — sen x, 
F v » (ar) * — eos ar. 
etcétera, 


Sustituyendo en (A), resulta: 

(7) 


f( 0 ) = 1 . 
f‘( 0) = 0. 
f"(0) * - 1. 
f'"( 0 ) = 0 . 

I >' (0) = 1, 
M( 0) = 0. 
f v « (0) = — 1, 
etcétera. 


v 2 r 4 r 8 

cos * = 1 - + + ' 


Comparando con el problema o del Articulo 101. vemos que la serie converge 
para todos los valores de a*. 

De la misma manera para sen x. 

x 7 


que también es convergente para todos los valores de x (problema 7 del Ar¬ 
ticulo 191 I . 


CM 


sen*-*- — + 
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En (7) y (8) no es difícil demostrar que el término complementario R tiende 
a cero al crecer n infinitamente* cuando x tiene un valor fijo cualquiera* Con¬ 
sideremos, por ejemplo, la serie (7) * Podemos escribir la enésima derivada en 
la forma 


Luego, 


fm(x) 

R 



Ahora bien, nunca excede a 1 en valor absoluto, 

segundo factor de R es el término enésimo de la serie 


Además* el 





que es convergente para todos los valores de x* Luego tiende a cero cuando a 
se hace infinito fvéase (A) del Articulo 18S). Por tanto, se puede aplicar la 
fórmula (6) . 


Según hemos visto, 


y 





(O < .Ti < X) 


Luego Huí R = O si f in) (ti) permanece finita cuando n tiende u 

ií— 

infinito. 


EJEMPLO 7* Empleando la serie Í8) que hemos obtenido en el ejemplo 
anterior, calcular sen I con cuatro cifras decimales exactas. 


Solución, Aquí x — 1 radián \ es decir, que el ángulo se expresa en medida 
circular. Sustituyendo x — í en (8) del ejemplo anterior, resulta: 


sen 1 = I --L+ * - * + J- 


II li Iz 


Sumando separadamente los términos positivos y negativos. 


I = 1,00000.., 


1 

t— = I).00833 .. 

\1 


-|y = 0,166&7 .,. 

jy = 0 , 0(1020 ... 


1,00333 ... 


0,16587 


Por tanto, 


sen 1 = 1,00833 - 0. 16687 = 0,84146 ,.. 
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que podría suponerse exacto hasta la quinta cifra decimal (puesto que el eiror 

de no tomar más términos ha de ser menos de y— es decir, menos de O,000003) 

al despreciar los errores cometidos al no tener en cuenta la sexta cifra decimal. * 
Evidentemente, el valor de sen 1 puede calcularse con cualquier grado de 
exactitud deseado, con sólo Lomar un número suficiente de términos. 


PROBLEMAS 


Verificar por la serie de Maclaurin los siguientes desarrollos de funciones, 7 
determinar para qué valores de la variable son convergentes, 

x 2 x* x 7, ~l 

1. g ^ t 4-, +Tr+1 -+..‘ +T — 

Sol. Todos los valores. 


2. SCÍI X = X - -jY + Tj* - ... + ~ 


2n-i 


+ - 

SoL Todos los valores. 


>- 2 y- lÍ tf'4 / I \ II — 1 Jf-t-t 

3. MI +*)- * -4- +■ — + ... +i_!2-íU + 

2 3 4 n 


Sol . — 1 < x ^ 1, 


4* 1n {I —- jr) 


Sol, — 1 ^ x < L 


e , I h jf 3 1 í - 3 ■ x 5 , 

5 * are sen x = x + —— -f ——;—— + 


2J 1 2-4.Í 

3 (2 n - 


+ ■ ■ 


2 ■ 4 ... (ln -2} (2 o - I) 

Sol . - I < x ^ lt 


L are 


(-])»-* x*"~ l 


**-*-T+T~- + ^r= 


5oL — I ^ x 


* JS5L DEL T. Es usual despreciar tales errores, suponiendo que los errores 
por exceso y los errores por defecto se compensaran mutuamente. Pero éste no 
es siempre d caso. En nuestros ejemplo, los errores cometidos al despreciar la 

1 1 ! 1 

sexta cifra decimal de , de | ^ , de | ^ y de no tomar j ^ todos disminuyen 

el valor de sen t, de suerte que no se compensan sino se acumulan, y todos jun¬ 
tos hacen un error de mis de Q,QÜÜÜI ! un valor mas exacto sena I), b4l 
Pero como se deseaba el resultado con cuatro cifras decimales exactas, el valor 
obunido es correcto. 
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7. sen 


(H-á( 


1 + jí - —-“iT+- 


x* JT* x T \ 

li lí iz /' 


8. ln (u + x) — lna —h — ,. 

a 2 a J 3 

{- n rt jc"- 1 , 

(n - I.) «*-1 ^ 


Verificar los siguientes desarrollos. 

B. te * = X + .í! + ?*! + ' 7 *! + 
S + 3 + li + 315 ^ 


, r 1 x ~ i ^ I 61 X* 

10 , se c x — 1 +---4- — 

2 24 720 


11 . sen 


Sal . Todos los valores. 


— a < x ^ a . 


/-T , \ I / /- . Vijf 5 * 3 , -VS \ 

■ r ii-J- 

12 . = I + 2 * + 3 


13. are = = -— + — 

x 2 3 5 


14. , (e T + »-*) = 1 +TT + I, +7T +■■< • 


15. In (,v + V I + x-) = 


U T li 

x* 
\1 


x 3 9 je 5 

^ — TT + |“ 


16. In eos 

2 12 45 

Hallar tres términos de! desarrollo en potencias de x de cada una de Us fun¬ 
ciones siguientes; 


17, eos 


(*-t)- 


18. íen (,t + 1). 

19. e*™ 1 . 

20 . 
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Calcular los valores de las siguientes funciones* sustituyendo directamente en 
las seríes equivalentes de potencias, tomando términos suficientes paca hacer 
que los resultados concuerden con los que se dan aquí. 

21* í = 2,7182... , 


Solución* En la serie dd problema 1, sea x — 1: entonces 
0= ! + 1+ jJ+|J+|j + TJ+,... 


Primer término 
Segundo término 
Tercer termino 
Cuarto término 
Quinto término 
Sexto término 
Séptimo término 
Octavo término 


- 1,00000 
= 1.00000 
= 0.50000 

- 0,16667 *.* 

= 0.04167 ... 

- 0,00833 ... 

= 0.00139 ... 

= 0,00020*,*, etc* 


(dividiendo el tercer término por 3) 
(dividiendo el cuarto término por 4} 
(dividiendo el quinto término por 5) 
(dividiendo el sexto término por 6) 
(dividiendo el séptimo término por 7) 


Sumando, £=2,71826*** 


22 . 


are tg J- = 0, 1973 *** ; 


empléese la sene deí problema 


23- eos 1 = 0.5403 * ..; empléese la serie (7) del ejemplo I. 

24. eos 10° = 0,9848 empléese la misma serie. 

25, sen 0,1 =0,0998*..: empléese la serie del problema 2. 

2G* are sen 1 = 1,5708 ... ; empléese la serie del problema 5 

27. sen Ü — 0,7071 ...: empléese la serie del problema 2. 

4 


28. sen 0.5 = 0,4794 .. . ; empléese la misma serie. 


29, e 2 = 1 ~b 7 + t ^ -r 4 ^ ■ ■ ■ “ 7,3890. 


30. 


^ * = 1 + 2 + ^ + 


I 

2 3 I 3 


+ 


1,6487. 


195. Operaciones con series infinitas* Muchas de las operaciones 
del Algebra y del Cálculo se pueden efectuar con series convergentes 7 
tal como con polinomios. Las siguientes proposiciones se dan sin 
demostración. 
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Sean Oo -f- a iz + 4- ... + a„ + ... 

y bt, + í»i x + h x i 4- -. - + í>» a:” + , -. 

series convergentes de potencias. De éstas obtenemos nuevas series 
convergentes de potencias operando con ellas como sigue: 


1. Sumando (o restando) término a término. 

(a B ± {,„) + (a, * &,)£ + .,. + (a« ± &„)z n + ... . 

2. Mult¿pilcando y agrupando términos, 

Qo 6s 'h (a<¡ bi ■}- ai 6o )x -f- (ao 62 + ai 61 H- as 60 )x i ■4 . .. , 


EJEMPLO 1. Cálcalo de logaritmos. De las series (problemas 3 y 4 del 
Articulo 194) 

I n (1 + x) = x - }í x* + )i x 3 — }í x* + .... 

ln (I — jr) = — x — J4 x 2 — '.á * 3 — >í 4r 4 — ..., 

obtenemos- restando los términos correspondientes y empleando la fórmula (2) 
del Articulo 1, la nueva serie 

<0 1i»!±^ = 2U + M X* + K**+tf* 7 + •••). 

1 — X 


Esta serte converge cuando \x\ < 1 * 

A fin de transformar (1) a una forma mejor para el cálculo, sea N un núme 
ro positivo, y hagamos: 


( 2 ) 


x 


l 

2 N -h T 


de donde, 


! + * _ N + 1 
1 — jc N 


siendo |jc’| < l para todos los valores de N. Sustituyendo en (I) f obtenemos 
la fórmula 


(3) 


tu (N + D = ln N 



1 

2 ^ + 1 


+ 3 aw+i) s 
+ 1_I_ 

T S (2 N +1 > 5 



Esta serie converge para todos los valores positivos de N, y se adapta bien 
al cálculo numérico. Por ejemplo- sea N — 1. Entonces 


1 » (« + '>- 1 , 2 . T jJ rr - 

Sustituyendo en (3) - el resultado es !n 2 — Q*É$31S 
Haciendo N ” 2 en (3), obtenemos 


3 ' 


ln3 = ln2+2(y+y-f 3 +-~-p + . -) ■ 
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No es necesario calcular de esta manera sino los logaritmos de los números 
primos; después se hallan los logaritmos de los números compuestos empleando 
las fórmulas ( 2 ) del Artículo L Así, 

ln 8 = ln 2 3 = 3 ln 2 = 2,07944... . 

Iti 6 = ln 3 + In 2 = 1.79176,,, . 


Todos estos son logaritmos neper taños o naturales; es decir, la base es 
e = 2,71828 ► . Si queremos hallar togart irnos comunes o de Briggs, que son 

los de base 10 . no es menester más que cambiar U base por medio de la fórmula 


Así. 


log n = 


ln n 

ilTÜ}' 


log 2 - 


ln 2 

ln 10 


0,69315 
21-30258 


0,3010 _ 


En el cálculo real de una tabla de logaritmos, no se calculan por series sino 
unos pocos de los valores que ah i aparecen ; todos los otros se hallan empleando 
teoremas de la teoría de loa logaritmos y varios artificios ingeniosos ideados con 
d fin de economizar trabajo. 


EjPMPLÜ 2. Desarrollaren serie de potencias e T sen jc. 

Solución, De las series 

sen x = x — — T Problema 2 . Art. 194 

6 120 

e r = 1 + V + T + + Ptobleraa '■ Art - m 

obtenemos, por multiplicación* 

v 3 %■ 5 ^ 

e % sen x — x + x* + -y —^ + términos en a*- etc- 


3. Por división Un caso especial se muestra en el ejemplo 


siguiente, 

EJEMHt.0 3. 

(4) 


Oí U serie que da el valor de eos .v (véase (7), Art. Wi) 



deducir el desarrollo en serie de sec jc. 


Solución. Por la fórmula sec x = —~— vemos que tenemos que ejecutar 

eos x 

la división de 1 por la serie (4) , Para ello se procede como sigue. 

Escríbase (4) en la forma eos X — 1 z, siendo 


0) 


v *1 - 

2 24 ^ 720 
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En tonces 

(fe) 


1 — z 


. = l + z + Z 5 + Z 1 + • ■ 


si 'z| < 1 (problema 1 del Artículo 193) . 

De ( 5 ) tenemos la serie 

= *± _ a! 4 - términos de grado superior. 
4 24 


zt = T + •• 


Sustituyendo en ( 6 ) > el resultado es 


SCt Jt = 1 + y X 2 + 2 4 - ’ 720 


l _ v r+ feLx«+ .... 


PROBLEMAS 


Dados ln 2 = 0,69315 y In 3 = 1,09361. calcular los siguientes logaritmo 
naturales aplicando el método del ejemplo 1 . 


1. ln 5 = 1.60944. 

2. ln 7 = 1,94591. 


3. ln 11 = 2,39790. 

4. ln 13 = 2,56495. 


Demostrar los siguientes desarrollos en serie. 

5. e"* eos r = 1 — r + y t 3 ~ + - * ■ • 

6. «^--I+2 x+-[-*■+y** + §* 4 + * 

1 — X 


l 


1 


1 


4d 


7. 


8 , 


1 - T ' v ~ 8 


- + " Jb x * + 384 x ' + ‘ 


tos X 

VTTx 

sen 1i 0 = JL 0 J- _L «2 + 1 e 3 + Jr »* + -- ■ • 



48 
a: 4 + •• 


eos X 


10 . e* tg jc = x + Jt 3 + y x 3 + ~2 Jt4 + ■'' * 

11. e -*sec;c = l -x + x*-j i*+y^ + ..- . 

t S3 5 ^ 

12. e~~i scnZf^^r — f2 ~ [2 f3 8 1 + 

13. (I + x) tos Vx - 1 + -y x — ** + 720 A S0Ó4 A + 
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14. (I 2 jc) are sen x = x + 2 x 2 + — x 3 + ~¿-x* + ... 

b 3 

15. Vírate tgx = je - i. - 11-* 3 + i-* 4 + ... . 

2 24 4o 

16- Vi -tgjc = l-ljc- 1^-11^-^ + .... 

17. V $ec x - I + 4* ¿ ** + ** - - 

4 90 

18. *»+*> 

I sen * 2 b 12 


19. 


V 5 - 


1 1 II , 151 

T + I** + 256 * + 


6l44 x * + ‘” - 


20. \/4-hsen^=2+ — $ — J- <p 2 ~ + ,,. , 


54 


I 536 


Obtener los desarrollos en serie de las siguientes funciones, limitados basta 
los términos que no contienen potencias de x superiores a x 4 . 


21 . 

e 5 sen x , 

24. 

V 3 + r* 

22 . 

e* eos ^ V x. 

25. 

In (1 +x) 

V 1 + JC 

23. 

sen x 



eos 2 x 

26. 

V" 5 — eos je 


19ó. Derivación e integración de series de potencias. Una serie 
convergente de potencias 

(1) a 0 + ai x + ü 2 x z + úz z 3 + . .. + x n + .., 

puede derivarse término a término para cualquiera valor de x dentro 
del intervalo de convergencia , y la serie resultante es también conver¬ 
gente. 

Por ejemplo , de la serie 

senx=a; _l + ___ + ... 

obtenemos, por derivación , la nueva serie 

„ x 1 x A .r 6 

COS X = 1 — "uT + TF “ Tfi" + - - - * 

|2 |5 |6 

Ambas series convergen para todos los valores de x (véanse los 
problemas 6 y 7 del Artículo 191). 
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Por otra paite, la serie (1) puede integrarse término a término si 
los límites están dentro del intervalo de convergencia, y la serie 
resultante será convergente. 

EJEMPLO 1. Hallar, por integración, el desarrollo en serie de In {I + x) . 

Solución. Puesto que - - ln (1 + x) }—— > tenemos 

djc 1 + x 

(2) ln (1 + *) = f* -rr—- 

J Q 1 + X 

Ahora bien. \ — x -p x 2 ^ -* 4 ~ * - *» 

1 + * 

cuando \xi < 1 (Art. 192). Sustituyendo en (2), e integrando término a tér¬ 
mino el segundo miembro, obtenemos eTresultado 

Jn (1 -j- *) - + 

También esta serie converge cuando | * | < 1 (véase el problema 2 del Ar¬ 
tículo 191) * 


Ejemplo 2, Hallar, por integración, el desarrollo en serie de potencias, 
de are sen x ■ 

Solución. Puesto que — are sen x —- ^ obtenemos 

dx Vi— x 3 


( 3 ) 


are sen x — 


= (’ 

Jo 



ÍX 2 < 1) 


Por la serie binómica [ (I) del Artículo 192], haciendo m = — Vi . y reem¬ 
plazando x por — x 2 . tenemos 


V i - 


= 1 + 


i 

+ 2 


1 

: + 2 


1 . 5 

4 . h 


+ 


Esta serie converge cuando ¡ jc | < L Sustituyendo en (>) e integrando termino 
a término, obtenemos; 


= * + T 


x 3 | 1.3 x 5 | 1-3-5 x_T + ... . 
3 t 1.4 5^2 4.6 7 


Ésta serie converge igualmente cuando [ x | 1 (véase el problema S del Ar¬ 

tículo 191) . 

Mediante esta serie se calcula fácilmente el valor de n. En efecto, puesto que 
la serie converge para valores de x entre ~ 1 y + V podemos hacer x = Vi , 
lo que da 

6 ‘“T + 2 ' 3\2 ) + 2 -4 


rt = 3.1415 ... 












http://carlos2524.jimdo.com/ 


DESARROLLO DE FUNCIONES 


447 


Evidentemente, hubiéramos podido emplear la serie del problema 6 del Ar¬ 
tículo 194 en lugar de ésta. Estas dos series convergen algo lentamente; pero 
hay otras seríes, obtenidas por otros métodos, con las cuales se puede calcular 
rápidamente el valor de n con muchas cifras decimales. 

EJEMPLO 3, Empleando series, bailar un valor aproximado de 

J 1 sen x 3 dx. 

O 

Solución* Haciendo z = x *, tendremos: 


Luego 


vfl vio 

“*■fr + ír- 


Problema!, Art. 194 


r 1 r 1 / x 5 x íf *\ 

J 0 sen x% ^ x “ J y x ~ "h T $") d x * aproximadamente, 

= [ *! _ JíL + *211 1 = 0,3333 - 0.0238 + 0,0008 
L 3 42 T 1 320J o 


= 0,3103. 


PROBLEMAS 


1 . Por integración, hallar el desarrollo en serie de are tg x. 

2* Por integración, bailar el desarrollo en serie de ln (1 — x ) . 

3. Hallar el desarrollo en serie de sec s x derivando la serie para tg x. 

4* Hallar el desarrollo en serie de ln eos x integrando la serie para tg a*. 
Empleando series, hallar un valor aproximado de las siguientes integrales; 


5. 


6 . 


7. 


S. 


9. 



eos x dx „ t 

, . * ooi. 

I -f X 

0,3914. 

10 * 

sen x dx 

[ - X 

0,185. 

11 * 



12 * 

ln (l + x) dx. 

0,0628, 

13. 

e -** dx 

Vi - X 1 

0,4815. 

14* 

ln (1 + a - ) dx 
eos x 

0,0295. 

15. 


f 1 e~ * s dx. 

J 0 

f ^ ln {1 + V x)dx. 

f e r sen \f x dx. 

J o 

C V 4 — x^dx. 

*/ o 

J e' x eos V x dx. 

o 

sW 2 — sen x dx. 









http://carlos2524.jimdo.com/ 


448 


CALCULO INTEGRAL 


197. Deducción de fórmulas aproximadas de la serie de Maclau- 
rim Empleando unos cuantos términos de la serie de potencias que 
representa una función , obtenemos para la función una fórmula 
aproximada que posee algún grado de exactitud. Tales fórmulas apro¬ 
ximadas se emplean mucho en la Matemática aplicada. 

Por ejemplo , de ia serie binómiea (2) del Artículo 192 } podemos 
escribir inmediatamente las siguientes fórmulas aproximadas : 

1 ^ aproximación 2 a aproximación 

(1 + x) m = 1 + mx = 1 + mx 4 - X A w{wi — 1 )a:- ; 

^ 1 + 1 z) m = 1 “ mx ~ 1 ^ mx + K m ( m + 1 ) x * - 

En éstas, \x\ es pequeño y m es positivo. 


Asimismo, de la serie del seno , 


( 1 ) 

se deduce 


sen^s-^ + g-. 


sen x = x j 


sen x = x — — i etc. . 
6 


que son fórmulas aproximadas. Examinemos la primera. 

En (1) tórnense valores de x tales que los términos de la serie dis¬ 
minuyan . Si se conserva sólo el primer término, el valor de la serie 

que resta es f en valor absoluto, menor que su primer término x A 


(Art. 188), Es decir 3 

sen x = x, siendo |error| < 



Se puede preguntar, ¿para qué valores de x será (2) válida hasta tres 
decimales? Entonces 



< O ,0005, 


es decir } \ x j < 0 ,003 < 0,1443 rad. 


De aquí se deduce que la fórmula (2) da tres cifras decimales exactas 
para valores de x entre — 0 ,1443 y + 0,1443 ; o sea t en grados ; para 
valores entre —- 8 ,2 o y + 8 ,2 o . 
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PROBLEMAS 

1* ¿Qué error se comete al usar la formula aproximada sen x = x — —, 
cuando: a ) x = 30 a : h) x — 6-0^ ¡ x = 90° f 

Sol. a) Error < 0,0ÜÜ33 ; b) error <0,01: c) error < 0,08* 


2, ¿Qué error se comete al aplicar la fórmula aproximada eos x = 1 — 
cuando: a) x — 30°; 6 ) x — 60°: c) x = 90“ f 

Sol . a) Error < 0 h 0032; 6) error < 0,05; c ) error < 0-25, 


3- ¿Qué error se comete al usar la fórmula aproximada e~ x — 1 — x cuando; 
a) x — 0, ! : b) * = 0,5? 


4* ¿ Qué error se comete al usar la fórmula aproximada are ig x = x — 

cuando: a) x = Ü,U b) x = 0,5; c) jc = 1 ? 

So/, d) Error < 0,000002: fr) error < 0,006: r) error < 0 ,2. 

j^3 j^S 

5* ¿Cuántos términos de la serie sen x - x — yyy jy — . deben tomar¬ 


se para obtener sen 45° con cinco cifras decimales exactasf Sol. Guarro. 

jc 3 x 4 

6 . ¿Cuántos términos de la serie eos x = l — y^" + — ... deben tomar¬ 

se para obtener eos ÓU" con cinco cifras decimales exactas ? 

v 3 a : 3 

7 . ¿Cuántos términos de la serie ln (1 y jc) — x —■ ~ y _ — .,. deben 

tomarse para obtener log l t 2 con cinco decimales exacLas? Sol, Seis. 


Verificar las siguientes íórmulas aproxí madas: 


o x , 

s. ,—- = x y x a . 

1 — X 


1 - jí 



10 . 

eos 9—1 — 

•+f 



11 * 

j eos \/ x dx = 

c y* 

x 2 

4 

, * ;í 

5 71 

12 * 

Je-* a dx = C 

y * - 

JC 3 

T + 

x * 

Kf 

13* 

J'ln (1 - x)dx 

= c - 

x~ 

2 

y! 

b' 

14* 

JVc sen -v dx 

- cy 

T + 

JC* 

24' 

15* 

j e B sen í fin - 

r , í a 
c + 7 

+ *!. 
^ 3 
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198. Serie de Taylor. Una serie de potencias de x convergente se 
adapta bien al propósito de calcular el valor de la función que repre¬ 
senta para valores pequeños de x (próximos a cero), Ahora deduciré- 
mos un desarrollo de potencias de x — a (véase el Artículo 193), 
siendo a un número fijo. La serie que así se obtiene se adapta al 
objeto de calcular la función que representa para valores do a: cer¬ 
canos a a. 

Supóngase que 

( 1 ) / ( x ) = bo + bi(x — a)+ bz(x — a) 2 -b . *. +b n (x - a ) n +,,. , 

y que la serie representa la función. La forma necesaria de los coefi¬ 
cientes bu , 6 i, etc, , se obtiene como en el Artículo 194, es decir , 
derivando sucesivamente ( 1 ) con respecto a x , suponiéndose que esto 
es posible. Así tenemos 

f f {x) “ bi + 2 bz(x - a) + ... + nb n (x — a) 71-1 + ..., 
f ft {x) = 2 &*+.,.+ n(n— l)bn(x-a) n - 2 + 

etcétera. 

Sustituyendo x — a en estas ecuaciones y en ( 1 ) y despejando a 
6 o, 6 i, 62 , obtenemos 

6» = /(a), 61 = /'(<•), = .... 

Sustituyendo estos valores en ( 1 ), el resultado es la serie 

(£) f(x) =/(«)+ f ! {a) + f» [a] + ... 

+ f M (a) + ... . 


La serie se llama serie (o fórmula) de Taylor . * 

Ahora examinemos la serie (5). Haciendo 6 = x en la fórmula (G) 
del Artículo 124 , se obtiene : 


( 2 ) /(*) = / (a) + /'(a) — | i a -- + ... 

( a : — o )”" * 1 




n — 1 


+ R, 


* Publicada por el doctor Brook Taylor (1685-1731) en sus Methodus 

I ncrementorum (Londres. 1715) ■ 
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{x — a)” 

en donde, R = / ín) (xi) * (a < x\ < x) 

El término R se llama término complementario o residuo después de n 
términos . 

Ahora bien, la serie del segundo miembro de (2) concuerda con la 
serie de Taylor (5) hasta n términos. Representando la suma de 
estos términos por Sn , de (2) se deduce : 

f (x) = S n + R , o sea , f (x) — S n = R- 

Si suponemos ahora que para un valor fijo x = xo el residuo R 
tiende a cero cuando n se hace infinito, entonceo 

(3) lím S, t = /(xo), 

n—^ <*> 

y (2?) converge para x = zo y su límite es / (xo). 

Teorema. La serie infinita (B) representa la función para aquellos 
valores de x, y solamente para aquellos , para los cuales el residuo tiende 
a cei'o cuando el número de términos aumenta infinitamente. 

Si la serie es convergente para valores de x para los cuales el resi¬ 
duo no tiende a cero al crecer n infinitamente, entonces para tales 
valores de x la serie no representa la función / (x). 

Por lo común es más fácil determinar el intervalo de convergencia 
de la serie que determinar el intervalo para el que el residuo tiende a 
cero ; pero en los casos sencillos los dos intervalos son idénticos. 

Cuando los valores de una función y de sus derivadas sucesivas son 
conocidos, y son finitos para algún valor fijo de la variable, como 
x = a, entonces (B) se emplea a fin de hallar el valor de la función 
para valores de x cercanos a a, y (B) se llama también el desarrollo 
de f (x) en la vecindad de x = a. 


Ejemplo 1. Desarrollar In x en potencias de (x — 1) . 


Solución. 


f (x) * ln x. 
/'« = -. 


/"(*)= - 


f (i) * o. 
/'(l) = l. 

/"(D=- 1. 


= -J. 


etc. 


etc. 


Sustituyendo en (£), ln x = x — l — (x — I) 2 -h — I) a — 
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Esta serie converge para valores de * entre O y 2, y es el desarrollo de In x 
en la vecindad de x = I. Véase el ejemplo del Artículo 193. 

EJEMPLO 2, Obtener cuatro términos del desarrollo de eos * en serie de 
potencias de [ jc — 


('-7> 


Solución, Aquí f (x) — eos x y a = —, Entonces tenemos 

4 


f (jc) — eos X , 

U ) VY 

f f (x) — — sen .v, 

'■(í)-vf 

ftt *= — eos x, 


f m (x) — sen x * 

/Wüj _ J 
\ 4 / VT 

etc., 

etc. 

es 

1 

(-ir. , < 


V2 U 




Vi 12 




V2 V2\ 4 ) 

que puede escribirse en la forma 

“' - °- 70711 -i) -T (' - t)*+ i(■ - i y 1 

Para verificar este resultado, calculemos eos 50 o » Entonces x — — — 5 o cxorc- 

4 

sado en radianes, o sea, 


x - ~ = 0,08727 
4 


, - ~) 2 = 0 . 00762 , (-- f ) 3 = 0 . 


= 0,00066. 


Con estos valores la serie anterior da eos 50° =¡ 0.64278, Las tablas de cinco 
decimales dan eos 50° = 0,64279. 


199. Otra forma de la serie de Taylor. Si en (B) del Artícu¬ 
lo 198 reemplazamos a por xo y hacemos % — a — h, es decir, 
z = a + h = XQ + hj el resultado es 

(C) fin + h) = /Un) + f (x o) ~ + f" (Xb) ~ + ... 

... -f/<"’ UÍ-jL + ... . 

En esta segunda forma el nuevo valor de / (a?) cuando x cambia de 
xo a xa + h se desarrolla en una serie de potencias de h, que es el 
incremento de x * 
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EJEMPLO, Desarrollar sen x en una serie de potencias de h cuando pasa 
de xo a xo + h* 

Solución* Aquí f (x) — sen x y f(xo + h) = sen (xo + h) . Derivemos, 
y dispongamos el trabajo como sigue. 


f (x) = sen x * 

V (x) = eos x , 
f f/ ( x ) ** — sen x, 
etc. * 

Sustituyendo en (C) . obtenemos 


f (xo) — sen xo , 

V (xo) — eos xo- 
f lt (xo) — — sen xo, 
etc. 


h h 2 a 3 

sen Oo -f h) - sen xo + eos x 0 -- — sen xo -L — eos xo + ... < 

1 2 C 


PROBLEMAS 


Verificar (os siguientes desarrollos en serie por la fórmula de Taylor* 


i* e x — 


1 + U - a) + 


(x - a) 2 (x - a) 


■ + 


(x - a) z (x - a) 3 

2* sen x — sen a -h (x — a) eos a — -rr~— sen a — —-j——“ eos a-K ., , 

I _ 12 

(x—a) 2 (x-a)* 

3, eos x - eos a — (x - a) sen a — -rr—— eos u + -—rr—"* sen a + . * * • 


4. lo ( 9 + jr) = In o + --^L + ^i + ■ 

a 2 a é 3 a 3 


j, eos (a + Jt) — eos ü — x sen a — Ty eos a +■ Ty sen a + 


6* tg (x + h) — tg x + h sec 2 x + h 2 see 2 x tg x + 

n fn — 1) 


7, (x + h) H - x M -f njf"- 1 /? + 




+ rj fn 1) ("ril yw -» fc i + ... . 


8, Obtener cuatro términos del desarrollo en serie de sen x en potencia^ 


de 


(-!)■ 


Sol t sen x — —— 

V2 L 


1 + 


, .* KT («-?)' 

V 7 ) | í |2 


+ ■ * - 
















http://carlos2524.jimdo.com/ 


454 


CALCULO INTEGRAL 


9* Obtener tres términos del desarrollo de tg x en serie de potencias 

dc (* ~t) 

S °‘- Wx = I+¿( JC -^) + 2( j£ -|) 1 + -... 

10, Obtener cuatro términos del desarrollo de In x en serie de potencias 
de (x-2). 

11. Obtener cinco términos dd desarrollo de c r en serie de potencias 
de (x - 1 ) . 

12» Obtener cuatro términos del desarrollo de sen (— x \ en serie de 

V b ) 

potencias de x. 

13* Obtener tres términos dd desarrollo de ctg (í +x ) en serie de 
potencias de x* 


200. Fórmulas aproximadas deducidas de la serie de Taylor. Se 
obtienen las fórmulas aproximadas empleando solamente algunos tér¬ 
minos de las series (¿?) o (Cj, 

Por ejemplo, si /(x) = sen x t tenemos (véase el problema 2 del 
Artículo 199) : 

(1) sen x = sen a + {x — a) eos a 


como primera aproximación. 

Tomando tres términos de la serie, resulta como segunda aproxi¬ 
mación : 


(2) sen x — sen a + (x “ a) eos a — 


(x — ay 


sea a. 


De (1 ), transponiendo sen a y dividiendo por x — a f obtenemos 


(3) 


sen x — sen o 
x — a 


eos a . 


Puesto que eos a es constante, esto quiere decir que (aproxi¬ 
madamente) ; 

La variación del seno es proporcional a la variación del ángulo para 
valores del ángulo próximos a a. 

La fórmula (3) expresa el principio de interpolación por parles 
proporcionales. 


Ejemplo L Dado a = 30° = 0,5236 radianes, calcular los senos de 31* y 32 c 
por la fórmula aproximada (1) * 
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Para sen 31°. x — a — I o = 0,0174? radianes. Por tanto, 

sen 31° = sen 30° + (0,0)74?) eos 30° 

= 0,5000 + 0.0174? X 0,8060 
= 0,?000 + 0,0)51 = OiíUI. 

Análogamente, sen 32°= sen 30° + (0,03490) eos 30° - 0,5302, 

Estos valores, dados por (1), tienen solamente tres cifras exactas, Sí se 
desea mayor exactitud, podemos emplear (2). 

Entonces, sen 31° = sen 30° + (0,01745) eos 30° - Í2JÜZ111I SC n 30° 

= 0,50000 + 0,01511 - 0,00008 
= 0,51503. 

sen 32° = sen 30° + (0,03490) eos 30° - IM2f!21Í S en 30° 

= 0,50000 + 0,03022 - 0,00030 
= 0,52002. 

Estos resultados son exactos hasta U cuarta cifra decimal* 

De (C) obtenernos fórmulas aproximadas para el incremento de / (s) 
al pasar x de 13 a lo + h. En efecto , trasponiendo el primer término 
del segundo miembro f encontrarnos 

Ji 2 

(4) /(» + *)-/(*) -/'(*) ft + / w <*0^- + 

El segundo miembro expresa el incremento de / ( 2 ) un una serie de 
potencias del incremento de x ( = h) t 

De (4) deducimos, como primera aproximación f 

(5) f(xü + h)-f(z6) = /'(x 0 )/L 

Esta formula se empleó en el Artículo 92. En efecto, el segundo 
miembro es el valor de la diferencial de f (x) para los valores 
x — xq y Aar = k, 

Como segunda aproximación tenemos 

(6) / (& + h) — /(lo) = }' (.Tu) h + /"(*,$ 

Ejemplo 2. Calcular, aplicando las fórmulas (5) y (6), un valor apro* 
ximado del incremento de tg x cuando x cambia de 45° a 4b°. 

Solución. Del problema ó dd Articulo 199. m x = xq * tenemos 
tg (*o + b) - tg Xa 4“ sec 3 xq h + sec- «Vo tg xv h 2 4- 
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En este ejemplo jto - 45°, tg - I, sec 5 x$ = 2 y h = I o = 0,03745 ra¬ 
dianes- Luego, 

por (5) , tg 46° - tg 45° = 2 (0,01745) * 0,0349; 

por (6) . tg 46° - tg 45 D = 0,0349 -f 2 (0.01745) * = 0,0349 T 0,0006 - 0,0355. 

De la segunda aproximación obtenemos tg 46 3 ** 1,0355, valor exacto basta la 
cuarta cifra decimal. 


PROBLEMAS 

1, Verificar la fórmula aproximada 

In (10 + #) = 2,303 +¿. 

Calcular el valor de la función según esta fórmula, y comparar el resultado 

con las tablas: a) cuando x = — 0,5; b) cuando x = — L 

Sal, a) Fórmula: 2,253; tablas; 2,251, 

ó) Fórmula: 2.203; tablas: 2,197, 

2, Verificar la fórmula aproximada 

sen (i + *) = 0.5 + 0,81)60 ,v. 

Emplear la fórmula para calcular sen 27°, sen 33 ü y sen 40 c , y comparar los 
resultados con las tablas. 

3, Verificar la fórmula aproximada 

ti (-J-+#) = 1 + 2 # + 2 A-». 

Emplear la fórmula para calcular tg 46° y tg 50°, y comparar los resultados 
con las tablas. 

4, Verificar la fórmula aproximada 

eos jc — eos a — (x — a) sen a. 

Dados eos 30° = sen 60° = Í),8ó60, 

eos 45 a = sen 45° = 0,7071, 
y eos 60° - sen 30* - 0,5, 

emplear la fórmula para calcular eos 32°, eos 47 q y eos 62 Q , y comparar los 
resultados con las tablas. 

PROBLEMAS ADICIONALES 

J it . 

" x E In (1 -j- jc) dx : 
ü 

o) obtener mediante una serie su valor con cuatro decimales exactas; 

Sol . 0,0009. 
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1j) obtener su valor por cálculo directo y compararlo con el valor aptoxi* 
mado obtenido en (a) ; 

c) demostrar que si en el calculóse toman n términos de U serie, ti error 
es menor que 

l 

2>i+7( n + ]) fn + 7}' 

a» 

2. Dada / (ar) — e 2 eos 1 

а) demostrar que fw (x) = — % f (jc) ; 

б) desarrollar f (jr) en serie de Madaucin con seis términos; 

r) ¿cuál es el coeficiente de x n en esta serie? — 1 


64|J2 ' 
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ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS * 


201- Ecuaciones diferenciales; orden y grado. Una ecuación dife¬ 
rencial es una ecuación que contiene derivadas o diferenciales. En este 
libro hemos utilizado, frecuentemente, ecuaciones diferenciales. Los 
ejemplos del Artículo 139 muestran casos sencillos. Así, en el ejem¬ 
plo 1, de la ecuación diferencial 


CD 

encon t raoíos , in tegralulo , 
( 2 ) 


dy 

dx 


= 2x, 


y = x* + C 


Asimismo , cu el ejemplo 2 , la integración de la ecuación diferencial 


(3) 


nos llevó a la solución 


dy _ jr 
dx y 


(4) x* + if = 2 C. 

Las ecuaciones (I) y (3) son ejemplos de ecuaciones diferenciales 
ordinarias de primer orden t y (2) y (4) son, respectivamente } las 
soluciones generales . 

Otro ejemplo de ecuación diferencial es 

(5) § + #-»■ 


* En este capitulo solamente se tratarán algunos tipos de ecuaciones diferen¬ 
ciales; a saber, aquellos que el estudiante encontrara en las aplicaciones elemen¬ 
tales de la Mecánica y la K i sica. 
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Esta es una ecuación diferencial de segundo orden , así llamada por 
el orden de la derivada. 

El orden de una ecuación diferencial es el mismo que el de la deri¬ 
vada de mayor orden que en ella aparece. 

La derivada de mayor orden que aparece en una ecuación diferen¬ 
cial puede ser afectada de exponentes. El mayor exponente indica el 
grado de la ecuación diferencial. 

Asi, la ecuación diferencial 

( 6 ) </"’ = (1 +y f2 y, 

en donde y' y y " son, respectivamente, la primera y la segunda 
derivada de y con respecto a x, es de segundo grado y de segundo 
orden. 


202. Soluciones de una ecuación diferencial. Constantes de inte¬ 
gración. Una solución o integral de una ecuación diferencial es una 
relación entre las variables, que define a una de ellas como función de 
la otra , que satisface a la ecuación. Así, 

(1) y = a sen x 

es une solución de la ecuación diferencial 


( 2 ) 


i# +2/ = 0 - 


En efecto , derivando (1), 


(3) 



— a sen x. 


Si ahora sustituimos (1) y (3) en (2), obtenemos 
— a sen x + a sen x = O , 

que nos dice que (2) queda satisfecha. Aquí a es una constante 
arbitraria. De la misma manera puede demostrarse que 

(4) y = b eos x 

es una solución de (2) para cualquier valor de ó. La relación 

(5) y = c\ sen x + ci eos x 

es una solución todavía más general de (2). Efectivamente , si damos 
ciertos valores a o y C 2 vemos que la solución (5) incluye las solu¬ 
ciones (1) y (4). 
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Las constantes arbitrarias ci y 02 que aparecen en (5) se llaman 
constantes de integración . Una solución como (5), que contiene cons¬ 
tantes arbitrarias en numero igual al orden de la ecuación (en este 
caso , dos) se llama la solución completa o general , o también , integral 
general, * Las soluciones que se obtienen de ésta dando a las constantes 
valores particulares se llaman soluciones particulares . En la práctica , 
una solución particular se obtiene de la solución general por condiciones 
dadas del problema, que la solución particular ha de satisfacer. 

EJEMPLO. La solución general de la ecuación diferencial 

(O + y = G 

es, según hemos visto, y — ct eos x + sen x. 

Hallar una solución particular tal que 

(2) y = 2, y f = — 1, cuando x ~ 0. 

Solución. De la solución general 

(3) y = ci eos x + es sen x 
derivando, obtenemos, 

(4) y* — — ci sen x + c% eos x. 

Sustituyendo (2) en (3) y (4), encontramos ci — 2, c% = — L Introdu¬ 
ciendo estos valores en (3) , tenemos la solución particular que se pidió, 

y = 2 eos x — sen v. 

Una ecuación diferencial .se considera resuelta cuando se ha reducido 
aúna expresión en términos de integrales, pueda o no efectuarse la 
integración. 

203* Verificación de las soluciones de ecuaciones diferenciales* 
Antes de emprender el problema de resolver ecuaciones diferen¬ 
ciales, mostraremos cómo se verifica una solución dada. 

EJEMPLO I. Demostrar que 

(1) y — c\ x eos ln x ca-v sen In x -j- x lux 
es una solución de la ecuación diferencial 

( 2 ) X *Í*Z- X ÍM.+ 2y= xlax . 


* En los tratados sobre ecuaciones diferenciales se demuestra que La solución 
general de una ecuación diferencial de orden n t tiene n constantes arbitrarias. 
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Solución. Derivando (1) , obtenemos 

(?) ^ = (es — ti) sen ln x -j- (cu + ci) coala jr+ ln x + 1* 

dx 

(4) ^=- Cw + rOatlli+ír.-Btífiliii+L. 

dx 2 x xx 

Sustituyendo en (2) ios valores dados por (1), (3) y (4j - encontramos 
que la ecuación se satisface, pues se obtiene una identidad. 

Ejemplo 2, Demostrar que 

(5) y* — 4 jc = O 

es una solución particular de la ecuación diferencial 

( 6 ) xy'* - 1 = 0 . 

Solución. Derivando (5), se obtiene 

yy f — 2 = 0, de donde, y f — —* 

y 

Sustituyendo este valor de y f en (6) y reduciendo, obtenemos 

4 * - y* = 0, 

que. según (5), es cierto. 

PROBLEMAS 

Verificar las siguientes soluciones de las ecuaciones diferenciales correspon¬ 
dientes. 


Be unciones diferenciales 


Soluciones 


i. 

d*y _ 1 dy 2 _ g 
dx ¿ jí ¿i- T í 

^ - í j + 2 x + fa**- 

2. 

¿!Y + i^ = 0 . 

dr 2 r tfr 

r 

3, 

¿Í* _ ÉL - 6 s = 0. 

dt~ dt 

s — cie-2t q- c 2 fiS¿ , 

4. 

g+^-sf- 2 '- 0 ' 

x = ¿is 1 ene-' + eae- 2f . 

5. 

(3Í)‘- 4 "ií + 9s '- 0 ' 

y = c (x — p) 2 . 

6. 

x p +1 dj¿_ (¡i 

dx- dx 

xy = 2 c T “ 3 e~*. 

7. 

íí!| + 4 s -= 0, 
di* 

s = ct eos {2 t + r 2 ) . 
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8. 

d'*x 
di 2 

-6^í + l!i = 
di 

= 3<b 


= CO5 2 / -f b 

9, 


_ ( <, «V+^ 

Wx/ + dx 

^0. 

í/ 

JC 

— üe t* — h. 

10. 


^-0. 

dx 

c i 

C* 

u. 

da _ 

1 


u 

C + P 


dv 

1 H- o* 



1 — 1 

12. 

ír- 

- 4 s = 8 f. 


s 

= 2 sen 2 r -f eos 2 / + 2 f. 

13. 

d s y __ 

-2ÍK-3 ym 


y 

= 4r ene-* — }í 


{/.V a 

dx 



14. 

0 x = 5 eos 2 
dt Á 

/. 

jí- 

= eos 2 t + 2 eos 3 í 4r 3 sen 

16. 

dt 3 

- 9 x — 3 eos 3 

f. 

jc 

= c\ eos 3 1 + ci sen 3 t + 

16. 

ÍM 4- 
dx 1 

Jfí/ = tf 3 í/ a + 


2 

y- 

r = X 3 + 1 + c***. 


204. Ecuaciones diferenciales de primer orden y de primer grado. 
Una ecuación de primer orden y de primer grado puede reducirse a la 
forma 

U) Mdx + N dy— O f 

siendo M y N funciones de £ y y . De las ecuaciones diferenciales que 
pertenecen a esta clase, las más comunes pueden dividirse en cuatro 
tipos. 

Tipo I. Ecuaciones con variables separables. Cuando los términos 
de una ecuación diferencial pueden disponerse de manera que tome la 
forma 

(1) f (x) dx + F(y)dy = O, 

siendo / (x) una función de x únicamente y F (y) una función de y 
únicamente, el procedimiento de resolución se llama de separación de 
las variables } y la solución se obtiene por integración directa. Asi, 
integrando (1) obtenemos la solución general 

(2) JV (*)<*» + 

en donde c es una constante arbitraria. 
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Frecuentemente muchas ecuaciones, que no se dan en la forma 
sencilla (l) , pueden reducirse a esa forma mediante la siguiente regla 
para separar las variables> 

Frimer paso . Quitar denominadores ; si la ecuación contiene deri¬ 
vadas, se multiplican todos los términos por la diferencial de lo , variable 
independiente + 

Segundo paso . Se sacan las diferenciales como factor común . Si 
entonces la ecuación toma la forma 

XYdx + X'Y'dy = 0, 

en donde XyX' son funciones de x únicamente y Y y Y' son funcio¬ 
nes de j únicamente r puede reducirse a la forma (1) dividiendo todos 
los términos por X' Y. 

Tercer paso. Se integra cada parte separadamente, como en (2). 


EJEMPLO L Resolver la ecuación 


dy = 1 + y 2 

úx ~ (1 -\-x 2 )xy' 

Solución* 

Primer puno. (1 4- x- ) x y dy = (1 H- y 3 > ííx, 

Segando paso. (1 + y')dx — x (I + X a ) y dy — 0. 

A fin de separar las variables* dividiremos por x (1 + x a ) (i + y 2 ), lo 
que da 


dx _ y dy = q 
Xil+xH 1 + y 2 


TercEr paso , 


/ 


dx 


x{l + x 


_ _ f y d 

') J i + 


y- 


rdx r X dx s* y dy _ p 

J x J 1 + x 3 J 1 + y 2 
\nx-tt ln (1 f x 3 ) - M In (1 + y 2 ) - C. 


Art. 167 


ln (l + x 2 ) (1 + y 3 ) = 21nr-2G. 


Este resultado puede escribirse en forma más abreviada si damos otra forma a 
la constante arbitraria* escribiendo ln c en vez de — 2 C. Entonces U solución 
se convierte en 

ln (1 + x a ) U + y 3 ) =lnx s + tn c. 
ln (I 4- X a ) (I 4- = ln rx 3 , 

(I + x 2 ) (1 4- y 2 ) - rx 3 » 
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Ejemplo 2, Resolver la ecuación 


Solución» 

Primer paso■ 



ax dy + 2 ay d.v = xy dy< 


Segundo poso* 2 tí y dx + Jc(g — y) dy = O* 


A fin de separar Us variables, dividiremos por xy. Resulta: 


2 c dx (g - y) dy ^ Q 
* M 

Tercer paso. 2 a £ ~ + a j* — — j'dy — C. 

2g inx + a ln y — y - C, 

a In =* C 4 i/ t 

ln* 3 ./ = - + -£* 

a a 


Pasando de logaritmos a exponenciales, este resultado puede escribirse en la 
forma 

£+» 

x 2 y = e 11 fC 

o sea, 


ti 1L 
x 2 y — e u * e f| . 


Representando la constante e a por c* 
forma 


obtenemos nuestra solución en la 


x-y = ce ñ . 


Tipo 11. Ecuaciones homogéneas. Se dice que la ecuación dife¬ 
rencial 

U) Mdx + Ndy = O 

es homogénea cuando M y N son funciones homogéneas de x y y del 
mismo grado. * Tales ecuaciones diferenciales pueden resolverse ha¬ 
ciendo la sustitución 

(3) y = vz. 

Esto nos dará una ecuación diferencial en v y x en la que las varia¬ 
bles son separables ; luego podremos seguir la regla, que se dio para las 
ecuaciones del tipo I * 


* Se dice que una función de x y y es homogénea en las variables si el resul¬ 
tado de reemplazar x y y por Xx y Xy (siendo h una constante arbitraria) se 
reduce a la función primitiva multiplicada por alguna potencia de l. El expo- 
mulé de esta potencia de X se llama el grado de la función primitiva. 
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Eo efecto, de (A) obtenemos 


(4) 

Igualmente, de (3), 

(5) 


dy _ _ M 
dx N T 


dy dv . 

= x—+ v. 
dx dx 


465 


Empleando la sustitución (3 ), el segundo miembro de (4) se convier^ 
te en una función de v únicamente. Luego, empleando (5) y (3) 
obtendremos de (4) 

(6) x d j¿+v = f(v), 

en donde pueden separarse las variables iyc. 

Ejemplo, Resolver la ecuación 

y s + = .vy —. 

QX £¿X 


Solución, t / 3 ífjc + (x 2 — xy ) efe/ = O* 

Aquí Ai — y“ y jV — x 2 — xy* Ambas son homogéneas y de segundo grada 
en x y y. Además» tenemos 

dy = y 2 

dx xy — x- 

Hagamos la sustitución y — vx . Se obtiene: 


o sea, v dx + x (l — u) di) — O, 

A fin de separar las variables, dividiremos por vx. Esto da 

dx fl — u J dv _ q 
x + u 

/f+/T-f^ = C ' 

ln x + In v — v = C. 

In Lije = C + V. 

ux = + ,r = ' e v > 


Vx = tfíV. 

Pero u = —. Luego U solución general es 
x 

v_ 

y — ce *, 
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PROBLEMAS 

Hallar U solución general de cada una de las siguientes ecuaciones diferen 


cíales. 



1, 

(2 + y)dx — (3 — x) dy = 0. Sat* 

(2 + y) (3 — x) - c. 

2* 

xy dx — (1 -f x 2 ) dy - 0* 

cy a ' 1 + x 1 . 

3* 

x (x + 3) dy — y (2 x + 3) d.v = 0. 

y = cx(.x +3). 

4. 

V 1 + x 2 dy — V l — y 2 dx — 0, 



Sol * are sen y ^ In c (x 4* \/ 14^. 

5. 

dQ + Q cg 0 dB * 0. 

Q = c eos tf. 

6. 

(1 - x) dy - y* dx - 0. 

y ln c (l — x) = 1. 

7 * 

(x + 2 y) t/jr + (.2 * — 3 y) ¿y = 0. 

x 2 H- 4 jy — 3 y 2 = f. 

8. 

(3 .v + í y)</* + (4 #+6y)dy = 0. 

U + V) b C* + 2yJ-c. 

9. 

2{jc + y) dx + y rfy =0. 



SoL -í- Sn (2 x 2 4- 2 xy 4* y 2 ) — aro tg ^ ^ = 

10. 

(8 y+ 10 je) t/.v+ (5 y+7 x) dy = 0, 

(x -h y) 2 (2 x -f y) 3 ™ t. 

11* 

(2 * + y)dx + (* +J y)dy = 0. 

2 x 2 + 2 xy + 3 y 2 = c. 

12, 

V l “ 4 f 1 ds -h 2 v' J — s 2 di s 0. 



5 o L 

s-v/l - 4|í + 2('/l-s 2 = 

13* 

1 z(l 3 E+l)du.í+fl -2 iü)dz = 0. 

{2 tu - 1) (1 + 3 i) =3 rz. 

14, 

2 x di — 2 z dx = V * 2 T4 z 2 dx . 

) +4rz - C ’x* = 0. 

15. 

(x + 4 y ) dx + 2 x dy — 0. 

x s + 6 A-y - c. 

16. 

(2 x* + y 2 )dx+(2xyH-3 y*)cT¡/=Ü* 

2 A 3 4- 3 xy 2 + 3y^[, 

17. 

do i |tí 2 

du ~ I + tf a ‘ 

u - ,*»+«. 

1 - 


18 * í3 + 2 y) x dx 4- (a 2 — 2 ) dy — Ü. 

19, 2 11 + y) dx — (1 — x) dy = 0. 

20, (1 + y ) x dx — (1 + x) y dy = Ü< 

21. Ííja + b)dy — y* dx ** O, 

22. (3 X Hh y) dx T (x + y) dy = O, 
23* xy (y H- 2) dx — (y 4- 1) dy = 0. 

24. (I 4b x 2 )dy — (I — y^Jdx — 0. 

25. (x — 2 y) dx — (2 x + y) dy — 6. 
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26, (3 x + 2 y) dx 4' x dy — O, 

27, 3 (5 x 3 y) dx + (iJ x + í y) dy — O, 

28, (x 2 + y 2 )dx 4- (2 xy 4- y-Ji/y = G- 

29, 2 y dx — (2 x — y) dy — 0. 


En cada uno dtí ios siguientes problemas, hallar la solución particular que se 
determina por los valores dados de x y y. 


30. 

dx . 4dy _ n. x _ 4 2 . 

Sol. 

at 2 +4 y 2 = 32, 

31. 

y x 

(x 2 -E y *)dx = 2 xy dy: x — i t y — 0. 


y 2 = JC 2 — X, 

32. 

X dy — y dx = V X 7 4" y 2 dx; x = 1 j. 

o 

II 

ín 

I 4- 4 y - 4 X 2 - 0, 

33, 

34. 

(I 4- y*) dy = y dx; x — 2, y = 2, 

Hallar la ecuación de la curva que pasa 

por el 

punto (2, 1) , y cuya 


pendiente en un punto cualquiera es igual a — (I 4" —) . 


Sol. x 2 + 2 xy — 8, 

35, Hallarla ecuación de la curva que pasa por el punto (L 0), y cuya 

pendiente en un punto cualquiera es igual a -í——L. 

jf 2 H- x 

SoL y (I 4- x) = I - 

Tipo III. Ecuaciones lineales. La ecuación diferencial lineal de 
primer orden en y es de la forma 

(£) £+P¿r=0> 


siendo P y Q funciones de x únicamente, o constantes. 
Asimismo, la ecuación 


(C) 


~ + Hx = J, 
dy 


siendo H y J funciones de y o constantes } es una ecuación diferencial 
lineal. 

Para integrar (B), hagamos 
(7) y = uz, 


en donde zy u son funciones de x que deben determinarse, 
vando (7), 


dy 

dx 


dz du 
U dx Z dx' 


Be ri¬ 


fa ) 
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Sustituyendo en (£) los valores ciados por (8) y (7) el resul¬ 
tado es 


dz . (¿w . n 

U dx + 2 + Fus = Q ’ ° sea ' 


dx 


( 0 ) 


•£ + (b+*)-«- 


Ahora determinamos u integrando !a ecuación 

( 10 ) 


S +í, “=°’ 


en donde las variables a: y u son separables. Empleando el vaior de u 
así obtenido, hallamos z resolviendo la ecuación 


( 11 ) 


dz „ 

u Tz- q • 


en donde x y z pueden separarse. Evidentemente, los valores de 
u y z así obtenidos satisfarán (9), y la solución de (i?) se da en¬ 
tonces por (7). 

Los siguientes ejemplos muestran los detalles del método. 


Ejemplo 

( 12 ) 

Solución. 


I. Resolver U ecuación 
dx x + I 

Evidentemente esta ecuación es de la forma (B ), siendo 


p = - —L-r y <?=<* + i)W. 

X + J 


Hagamos y — uz: enronces 

Úl = u *L+z l u . 

dx dx dx 


Sustituyendo este valor en U ecuación dada (12), obtenemos 


( 13 ) 


«£+,¡fc + o sea, 

dx dx \ 4- x 

«Íí + fí!i-T^r-V = «■* + 1Í& 

djv \ d JC 1 "b A- / 


A fin de determinar igualemos a cero el coeficiente d? z. Esto da 


d a 2 u _ q 

dx 

da __ 2 dx 
a l -h .* 
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Integrando obtenemos 

In u = 2 In (1 + in (1 -f a) 3 * 

(14) u-O+jt)*. * 

Ahora la ecuación (13), puesto que el ícrmino en z desaparece, se con- 
vierte en 

u = (x + ]) 

ííjr 

Reemplazando u por su valor según (14) , 

dx 

o sea, 

dz — {x + 1) ^ dx* 

Integrando, obtenemos 

(15) z = *ÍÍ1±JJÍ1 + C . 

Sustituyendo los valores de (15) y (14) en t/ — uz t obtenemos la solución 
general 

U = 2Í£ + 2iIÍ + C<* + 1)*. 

EJEMPLO 2. Deducir una fórmula para la solución general de la ecua* 
dón (B)+ 

Solución* Resolviendo la ecuación (10), tenemos 

In u + fp dx - In k. 

siendo ín k la constante de integración. 

Despejando u, resulta 

u-krfr*. 

Sustituyendo en (i 1) este valor de u. y separando las variables z y x* 
s I resultado es 

t iz = Qef pa *dx. 
k 

Integrando y sustituyendo en {7) 4 obtenemos 

y = í / T ‘ d;r ( J Qef PUx dx + Cy 


* Por razones de sencillez, hemos tomado para constante de integración el 
valor particular cero* De otro modo tendríamos u = c {I 4“ x i4 Pero en 
el desarrollo que sigue veremos que. Finalmente, c desaparece. ( V éase vi 
ejemplo 2.) 
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Debe observarse que la constante k desaparece del resultado final. Por esta 
causa es usual omitir la constante de integración en la resol lición de la ecua¬ 
ción (10)* 

Tipo IV, Ecuaciones que pueden reducirse a la forma lineal. 
Algunas ecuaciones no lineales pueden reducirse a la forma liueal me¬ 
diante una transformación apropiada. Un tipo de tales ecuaciones es 



(O) 


siendo P y Q funciones de x únicamente o constantes. La ecuación 
(D) puede reducirse a la forma lineal {B) del tipo III por medio de ia 
sustitución z = Pero tal reducción no es necesaria si resolvemos 

la ecuación según el método que se dio para el tipo III + Ilustremos 
esto con un ejemplo. 

EJEMPLO. Resolver la ecuación 


(16) 


= a 1 „ yi. 


dx x 


Solución. Evidentemente esta ecuación es de U forma (D) ■ siendo 


P — — * Q - a Ixi x * n = 2. 


Hayamos y = tiz ; entonces 



Sustituyendo en (16) , obtenemos 




A fin de determinar u, igualemos a cero d coeficiente de z r Esto da 


ÍÍÍÍ + -Ü = o. 

A - * _ 


da _ _ dx 
u x 


integrando, obtenemos 


In a *= — ín x — fn — 
X 


(. 1 ») 
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Ahora la ecuación (17), puesto que el término en z desaparece, se con- 
vierte en 

u- = o In x ■ u s z\ 
dx 

= a In x . uz 2 . 
dx 


Reemplazando a por su valor según (18), resulta 

dz . z z 
—- — a In i- 
dx x 


Integrando, obtenemos 


(1Q) 


- a In * . ¿i. 


_ _L = o (In 2 _[_ 

z 2 


flOn x)* + 2C 


Sustituyendo los valores de (19) y (18) en y - uz> obtenemos la solución 
general 

l 2 


o sea. 


y x '<i(Íiix)* + 2 C 

xy[a(ln x) 2 + 2 CJ + 2 = 0. 


PROBLEMAS 

Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones diferen* 

5o/. y — ex 3 — 2 x. 
y = x + ex 2 * 
y — x + ce 2J - 
y = nx + rx a « 
y — e~ x + c& r . 

) ctg f* $ = f ~h 2 + c sen f„ 


cíales* 


1* 

2 y - 2 x. 
dx 

2. 

JC 2 u = - x. 

dx 

3. 

í±-l u = \ - l x. 
.dx 

4* 

- 3 [/ = — 2 nx, 
dx 

5* 

íl- y = - 2 <?“*. 
dx 

6. 

— — s ctg r “ 1 - (f 
di 

7, 

Í2 + ?JÍ = 2 y 2 . 

dx X 


ex* y + 2 jcy — 1 = 0. 
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8* 

^ + s tg f = 2 ( + t a tg t. 
dt 


Sal. s = f 2 + c eos i. 

9. 

xp.-y =(#-¡) e *. 
dx 


y = ^ 4 ex. 

10, 

Íií + JL = u«. 
dx x 


c*V +^xy a -1-0, 

11. 

ds ¡ * * i sen f 

di t t 


s = sen i T —- 

r 

12. 

nx ^ +2 y = xy n+1 . 

dx 


exV + xy n - \ = 0. 

13, 

ti *5 

— T ff = eos f — seu í. 
di 


s = eos t 4- ce - *. 

14. 

~ — s ctg í = c { (1 — ctg r) . 
di 


s ” + c sen !. 

15. 

*^-2y+3jr = 0. 
dx 

20. 

— — s ctg i + CSC f - 0. 
di 

16. 

^¡ + tf- 2 + 2*. 
dx 

21. 

2 4 y = íx “ I) y*+ 

dx 

17. 

x$í+!/ -(]+*) i*, 
dx 

22. 

x — y = x eos x — sen x. 

dx 

18. 

44 — ^ = I „ ¡i. 
dx 

23. 

y + (x= +2x)^+i = {]. 

dx 

19. 

X ¿a + y + *V - 0. 
dx 

24. 

— + s tg / = e-t (tg í — 1) . 
dt 

En cada uno de los siguientes problemas, 
minada por los valores dados de x y y. 

hallar la solución particular detet* 

25. 

^ y yi„i< „ — j u — 

dx x ’ ’ y 

0, 

Sol. y = x a (e T — e) . 

2G. 

-j« + ^ = -L r x = 1. y = 2 

CÍX X Jf ¿ 


_v -j- 1 

y = — 

27. 

¿4 + y Lg x = scc x; x » 0, 
dx 

y - 

— 1. y — sen x — eos x- 

28. 

^-ÍJL=ú + l] S ; * = 

dx X “T 1 

0, y 

= L 2y-U4I)HU4 O 2 * 

29. Hallar la ecuación de la curva que 

pendiente en un punto cualquiera es igual a 

pasa por el punto (1, 0) . y cuya 

, 2 y + x 4- l 


X 


SoL 2 y = 3 x 2 — 2 x — L 
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30, Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (I, !) y tuya pen¬ 
diente en un punto cualquiera es igual a * n - — 

X 

Sol. y (1 -f la x) - 1- 


205. Dos tipos especiales de ecuaciones diferenciales de orden 
superior* Las ecuaciones diferenciales que vamos a estudiar en este 
artículo se presentan muy frecuentemente. 

El primer tipo lo constituyen las ecuaciones de la forma 


(E) 


d n y y 

dx ft ~ Xi 


en las que X es una función de x únicamente, o una constante* 

Para integrar, en primer lugar multiplicaremos ambos miembros 
por dx. Entonces, integrando, tenemos 


dx"~ l 


s 


s*- 


5 


Xdx + c l. 


Después se repite el procedimiento (n — 1) veces. De esta manera 
se obtendrá la solución general, que contendrá n constantes arbi¬ 
trarias 


Ejemplo. 


Resolver la ecuación 

dx* 


Solución. Multiplicando ambos miembros por dx e integrando, resulta 


o sea. 


ÜS, 

djt 2 


xe x — e* + Ci* 


Repitiendo el procedimiento, 

— — ( -Xé* dx — ( e 1 dx + fCi dx + GV 
dx J J 

o sea, 

d JL = x¡ * _2e* + C,jc +C 3 . 

dx 

y =■ fxe x dx — S 2 e® dx -f f C ijr d* -bJ'Cs dx -f Cu 
= A-í* - 7 <?* + i-Ll- + Ci x f Cs- 


Luego 


y ** xc* — 3 e^-J-ci^ 3 d- ax + c^. 
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Un segundo tipo de mucha importancia son las ecuaciones de la 
forma 


(F) 


dj¿ 

dx* 


= r. 


siendo Y una función de y únicamente* 

Para integrar, procederemos do la siguiente manera ; escribiremos 
la ecuación en la forma 

dy' = Y dx , 

y multiplicaremos ambos miembros por y', El resultado es 

y' dy* — Y i/ dx. 

Pero, por ser y* dx — dy la ecuación anterior se convierte en 

y* dy' — Y dy. 

En esta ecuación las variables y y y' quedan separadas. Integrando, 
resulta 

y »' 1 =§Ydy + Ci. 

El segundo miembro es una función de y. Extrayendo la raíz cuadra¬ 
da. , las variables x y y quedan separadas y podemos integrar otra 
vez Veamos un ejemplo del método. 

EJEMPLO. Resolver la ecuación ^ +- q-u = 0. 

dx 3 * 


Solución, Aquí — — o 2 t/; luego la ecuación es del tipo (F) . 

dx dx 2 

Multiplicando ambos miembros por y'dx y procediendo como hemos indi¬ 
cado. obtenemos 

y f dy* = - ü*y dy. 


Integrando, 


Hy ' 1 - - JíaV + c. 


y* = V 2 C - aV * 

a-v^pnv, 


haciendo 2 C = Ci y tomando el signo positivo del radical. Separando las 
variables, resulta 
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Integrando, 

1 ^ au 

~ arí ~i = * + 

* Vc 3 


475 


o sea. 


ay 

are sen ■ 7— - a* + aC¿. 

Ve i 


Es lo es lo mismo que decir 


ay 


Vcl 


— - sen (a* H- üCy) 


o SP3, 

Luego, 


- sen ax eos aCz + eos ex sen aC^, (4) del Art f 1 
9 = 


Ve, . Vc[ , 

eos aCz ’ sen + —— sen aCs ■ eos 


a a 

y = c 1 sen a* + es eos ují . 


PROBLEMAS 


Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones diferen 
dales. 


1. 

í5* = , 1 . 

dl % 

5o/, x - + at + cz~ 

2. 

d*x 

—x — JC* 

di 3 

x = c 1 + cíe * L 

3, 

— 4 sen 2 f* 
df 3 

a: — — sen 2- í + éií + c a* 

4, 

d 2 jc _ 2 1 
di 3 

*2* , í 
* — — + Cil + 

4 

5. 

d 2 s 1 

dOr + !)* -tcií + <rí) a + 1- 


dt* (s + I) 4 ’ 

6, 

d 2 s 1 

«■ ■ VTa' 

J (=2 bM(*«— 2 ci) (»K+ei)K+ri, 

7a 

«I» 

u 

ft y 2 = a + (ci 1 + cu) 3 - 

a. 

í!i¡ j-ü! = 0 . 

</* aT y 1 

1 


5o/. V ct y 2 + y - 

"_ íu (Vciy + V 1 + cit/) = 0Ci v2^ + f 2 


V Cl 
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9. 


^4 -f 4 " ^ Hallar í, si para f — 0 es s — a y ^ = ÍL 
dt 2 s* " dt 


SoL 



+ a are sen 



10 . 


tPy 

í íx* 


x + sen x. 11. 


d 2 s 

di 2 


12 , 


i 

H 

£ÍX a 


206. Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coefi¬ 
cientes constantes. Las ecuaciones de la forma 


«?) 


¿T-y . u dy , n 
d? + p Tx + qy = 0 ’ 


en donde p y q son constantes, son muy importantes en las matemá¬ 
ticas aplicadas. 

Se obtiene una solución particular dé (G), determinando el valor 
de !a constante r de manera que (G) se satisfaga por 


(1) 

Derivando (1), obtenemos 


( 2 ) 


dy 

dx 


— re. 4 


d*y 
dx 2 


r- . 


Sustituyendo en (G) los valores ciados en (1) y (2), y eliminando 
por división el factor e T * resulta 

(3) f*+pr + q = Q, 

es decir t la expresión y — e™ es una solución particular de la ecuación 
dada si r es una raíz de esta ecuación de segundo grado. La ecua¬ 
ción (3) se llama ecuación auxiliar o ecuación característica de (G). 

Primer caso , La ecuación (3) llene raíces distintas, n y ra. 
Entonces 

(4) y = e rii y y - c rsI 

son soluciones particulares distintas de (G), y la solución general es 

(5) y = m TlXr ±cie™ . 

En efecto, {5} contiene dos constantes arbitrarias esenciales, 
y (G) se satisface por esta relación. 
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Ejemplo I. Resolver l.i ecuadón 


{6} 


djy _ 2 ÍR - 3 y = 0. 


dxt dx 
Solución. La ecuación auxiliar es 


{?) 


2 r - 3 = 0. 


Resolviendo (7) « las raíces son 3 y - 1, y según (5) la solución gene* 
ral es 

y ” ci e 3x + 

Verificación. Sustituyendo en (ó) este valor de y, la ecuación se satisface 


Segundo caso. Las raíces de la ecuación (3) son imaginarias 
Si las raíces de la ecuación auxiliar (3) son imaginarias, los exponen¬ 
tes en (5) serán también imaginarios * Sin embargo , se puede halla v 
una solución general real, tomando en (5) valores imaginarios para 
Ci y ct . En efecto, sean 

(8) n = a + bV — 1 j r <2 — a — bV — 1 

el par de raíces imaginarias conjugadas de (3). Entonces 

(9) fiflE + = ^ 

£?-£*== eU-fr^— j) x — 0ítffí-£iíV^7. 


Sustituyendo estos valores en (5), obtenemos 

(10) y — (ciéíwt'V— * C33É - '^"'^í) . 

En Algebra se demuestra * que 

etx — eos bx + V — 1 sen bx 1 
= eos bx — V — 1 sen bx. 


11 Sea i = s/ — 1 , y supóngase que í?l desarrollo en serie de e 1 * dado en ei 
problema 1, Articula 194. representa U fundón cuando x se reemplaza por ibx. 
Entonces, puesto que i 2 = — 1. i 3 = — i* i 4 = V, etc., tenemos 


< 14) 


eihx — 1 t frx -r~ — i ' 


b*x* £> 3 x 3 b*x* 


+ i' 


b s x s 


Además, reemplazando x por en (7) y (8) del Articulo 194. 

h*r 


eos bx = I — 


i „ H~ i . ■“ * ■ ■ 

, sen bx ~ bx — ”r 

1 1 li 

1. 


x^ b*x* 

l + U 


Entonces, según el Artículo 195, 

(15 ) eos bx + i sen bx ^ 1 + tbx - 


b*x z . b*x* 


■H 


b*X & 


suponiendo que t.i serie represente la función. Los miembros de la derecha d 
(14) y (15) son idénticos. Por tanto, ” eos bx + i sen bx* 
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Sustituyendo estos valores en (10), la solución general puede 
escribirse en la forma 

(11) y = e 01 (A eos bx + B sen bx , 

determinándose las nuevas constantes arbitrarias A y B , de a y c% 
por las condiciones A = c% + c s , B — [a — cd V — i. Esto es, para 
ci y ca en (5) tomamos los valores imaginarios 

c% - K(A — £V - l) , c% = K(A + - l). 

Si en (11) damos a A y i? los valores 1 y O, y después O y 1, 
vemos que 

(12) y = e ax eos 5x y y = e** sen bx 
son soluciones particulares reales de (<?). 

Ejemplo 2. Resolver la ecuación 

03) g f k 2 y = O 

Solución. La ecuación auxiliar (3) es ahora r 3 -|-Jfe 3 = Q- Luego, 
r =* ± k V — 1 - 

Comparando esto con (8) t vemos que a = O, b = k. Luego, según (II) * 
la solución completa es 

y = A eos kx + & sen kx. 

Verificación- Cuando este valor de y se sustituye en (13), la ecuación se 
satisface. 

Compárese este método con el que se empleó para el mismo ejemplo en el Ar¬ 
tículo 20> (k = a) . 

OBSERVACION. Otra forma de la solución se obtiene haciendo 
A = C eos a, B — C sen a, 

en el valor de y arriba dado. Entonces y = C cosCftx — a) . (Según (4) del 
Articulo 2.) 

Tercer caso . Las raíces de la ecuación (3) son reales e iguales. 
Las raíces de la ecuación auxiliar (3) serán iguales si p 2 — 4 y. En¬ 
tonces (3) puede escribirse, sustituyendo q — J4 p *, 

(14) r* + pr + \Í p 2 = (r + % p) # = 0 , 
siendo las ralees n = rz — — P * En este caso : 

(15) y = e n * y y = tc t ' x 
son soluciones particulares distintas, y 

(16) y = e n *(ci + cíx) 

es la solución general. 
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Para comprobar esta proposición bastará demostrar que la segunda 
ecuación de (15) es una solución. En efecto, derivando, tenemos 

(17) y=xe r * , £ = e"*(l+r,i), jg = e r ‘*(2 n+n**). 

Sustituyendo los valores de (17) en el primer miembro de (G), se 
obtiene, después de suprimir e r ‘*, 

(18) (n* + pri + g) x + 2 n 4- p . 

Esta expresión es igual o cero puesto que n satisface (3) y es igual 
a — Hp- 

Ejemplo 3. Resolver la ecuación 

(19) g + 2| +t = 0. 

Jo 

Hallar la solución particular tal que s = 4 y ~ — 2, cuando i — 0. 

dt 

Solución* La ecuación auxiliar es 

r 2 + 2 r + 1 - O, o sea, (r + 1) 2 ^ 0. 

Por tanto* bs raíces son iguales a ti — — l, y según (ló) 

(20) & = -j~ fui) * 

es la solución general, 

A fin de hallar la solución particular que se pide, debemos determinar las 
constantes ti y r 3 de manera que se satisfagan las condiciones dadas, es decir, 

s — 4 y — = — 2 cuando t = 0. 
di 

Sustituyendo en la solución general los valores dadas a — 4, 1=0, teñe- 
mos 4 — ci, y de aquí 

(21) $ ~ e~ r (4 + c a í) * 

Derivemos ahora (21) con respecto a f. Obtenemos 

- e~f Oa — 4 - c a £) * 
dt 

Y como según las condicionas dadaíi 

— — — 2 cuando t ~ 0 r se obtiene: 
di 

— 7 = Cs — 4: luego, ca — 2. 

Por consiguiente, la solución particular buscada es s =* e~ ¿(4 -)- 2 i) + 
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PROBLEMAS 

Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones dife¬ 
rencíales. 


1. 

d 2 x _dx 
dt 2 dt 

- 0, 

SoL x 

= cíe - * + 

2. 

ífy-4^+3 y 
dx 2 dx 

= 0, 

y 

— ClC^ T C2C 33: - 

3. 

íf£-2* + * = 

dt 2 dt 

0, 

s 

= c je * + C 2 te f . 

4* 

Ífí + 16 * = 0. 

dt* 


X 

— ci eos 4 f + cz sen 4 t. 

5, 

^-4s=0. 

di 2 


s 

= + cae- 2 L 

6. 

O 

Jl 

+ 


y 

- ti + ese - “i 5 . 

7. 

ífi + 2 ÍÍ + 2 s 

dt 2 dt 

= 0. 

s 

= e-í (ei eos t + c 2 sen f) , 

8, 

í f Í£_2Í£+í s . 

dt 2 dt 

= 0, 

$ 

— e ( (ei eos 2 t + ea sen 2 f) 

9* 

fifí — 5 íí_ + 4 fl 
di 2 dr 

- 0. 

13, 

Ífí - 3 s = 0. 
di 2 

10, 

rfí tf +6Í^ + <3 i, 
dx 2 dx 

- 0, 

14, 

= o. 

dx 3 dx 

11, 

í!y + 5 ^ + 6 y 

dx 3 dx 

= 0, 

15, 

6^ + 23 s =0. 
dt 2 dt 

12, 

^ + 3s=0. 
dt 2 


16, 

íí*+2f?£ + 10 x =0. 

dt 2 dt 


En los siguientes problemas hallar la solución particular que satisface las 
condiciones dadas. 


17, 

^! + 3™42s- 0; 
di 3 dt 

s = 0, 

ds _ 
dt 

= 1 T cuando t = 

SoL 

0, 

$ = e—t- — 

18. 

_l = o ; x = 

di 3 

dx 

Ü ' dt“ 

- 0, 

cuando t = 0, 

x — a eos nt. 

19. 

í!í- n **-0; * = 

df “ 

t dx 

df 

- 0, 

cuando f = 0. 

x — e nl 4- e~ iif - 

20, 

- Sy = 0; 

dt 2 dt 

y = o 

dy 
f dt 

= 24, cuando t 

= 0, 


SoL y = — . 
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21. 

d 3 S 

-8^ + I6s = 

0. C 

= 0; 

— = 1. cuando r 

- 0. 



dt 2 

dt 



dr 










Sol 

. $ — uat. 

22. 

d*x 

— a dx = 0- x 

-0. 

dx _ 

a. cuando j 

f - 0, 


x = e<d — 1. 


dt 2 

dt 


dt 




23, 

d 2 s 
dt 2 

+ 8 — + 2Í $ = 
dt 

0; s 

= 4. 

¿S = - 16, 

di 

cuando 

t = 

- 0, 




Sol. 

s - 

= 4 e—it eos 3 f. 

24, 

d 3 x 
dt 2 

+ lO* = 
dt 

= 0; 

x - \ , 

H 

4^ 

cuando 

t — 

0, 




5o/. jc — 

e%( icos t -f- sen /) . 

25. 

d 2 $ 

+ 4 i = 0; s = 

- 0 r 

* * 4 

, cuando ¿ 

= 0, 




dt 2 


di 




26 , 

d 3 * 

df 2 

- 4 jc = 0; * 

= 10, 

dx _ 
df 

■ 0, cuando 

t = 0. 



27, 


+ 4^- = 0: V 

= I r 

¿y _ 

2, cuando 

t = 0. 




cTr 3 

dt 


df 





28. 

■CÍ 2 JC 

dt 9 

_4Í£ + 4 x = 

dt 

= 0; 

= 2, 

*1? 

ii 

cuando 

t — 

0. 

29, 

dfx 

-4^í + 13 x = 

- 0: 

A' — ?, 


cuando 

t = 

0. 


dt 3 

dt 



df 




30. 

dh 

4 — + 8 s = 

0; s 

= o r 

— 5 = S. cuando i - 

- 0, 



dt* 

dt 



dt 





Para resolver la ecuación diferencial 


{H) 


&y o- j, á y _l 
d? + P dx +qy = 


x, 


en donde p y y son constantes y X es una función de la variable 
independiente x o una constante, son necesarios traspasos. 

Primer paso. Resolver la ecuación (G). Sea la solución general 

(22) y = u. 

La función u se llama función complementaria de (H). 

Segundo paso . Obtener por ensayo una solución particular de (/?) * 


Sea esta solución 


(23) y = v + 

Tercer paso. La solución general de [S) es 


(24) 


y = U + V . 
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En efecto, al sustituir en (f?) el valor de y dado por (24) , se ve 
que la ecuación queda satisfecha, y (24) contiene las dos constantes 
arbitrarias esenciales. 

Para determinar la solución particular (23), las siguientes instruc¬ 
ciones son útiles (véase también el Artículo 20S). En las fórmulas 
todas las letras son constantes con excepción de x , la variable inde¬ 
pendiente * 

Caso general , La expresión y ** X no es una solución particular 
de [G ). En este caso : 

Forma de X Forma de v 

X — a■ + bx j entonces se supone y = v = A + Bx ; 

X = r 11 ’ ’ y = tí = í 

X = ai eos bx + as sen bx, se supone y = v = *4i eos bx + Ai sen bx. 

Caso especial , Si y ^ X es una solución particular de (G) * su¬ 
póngase para v la forma arriba dada multiplicada por x (la variable 
independiente). 

El método consiste en sustituir y — v f según las instrucciones 
dadas en (H). y determinar las constantes A , B , Ai y Ai , de ma¬ 
nera que Í-ÉT) se satisfaga, 

EJEMPLO 4. Resolver la ecuación 

(25) ÍÍ.j4í-3 ( -Íx. 

dx 2 dx 

Solución, Primer paso. La función complementada u es la solución ge- 
niral de 

i») pf-iisL-i y = 0 ' 

djc J dx 

Luego, según el ejemplo I,, 

(27) y = u = nc 3r + rae^ 2- . 

Segundo paso- Puesto que y = X = 2 x no es solución particular de (2ó) 
upondremos que una solución particular de (2?) £5 

(28) y - v = A H- Bjt- 

Sustituyendo este valor en (25) y asociando términos, se obtiene 

(2Q) ^ 2 B - 3 A - 3 Bjt = 2 x- 


Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x, resulta 
- ZB - 3 A = O, -3B-2. 
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Resolviendo el sistema formado por estas ecuaciones, obtenemos 
A - %. B - - J4. 

Sustituyendo en (28) , se obtiene la solución particular 
(30) y - v = J4 - H x. 

Tercer paso. Entonces, de (27) y (30), la solución general es 
y = u + y * cie 3x -f cae~ x -f- >í — Jí x. 

EJEMPLO 5. Resolver la ecuación 


483 


(31) 


¿iy _ 2 £y- 3 


2 «-*. 


Solución. Primer paso. La función complementaria es (27), o sea. 

(32) y = u = cíe 31 -fe 2 e“ z . 

Segundo paso. Aquí y - X — 2 c~ x es una solución particular de (26) , 
porque se obtiene de la solución general (32) haciendo c ( =0, C 2 = 2. Por 
tanto, supondremos que una solución particular v de (31) es 

(33) y v = Axe ~*. 

Derivando (33) , obtenemos 

(34) 


— =y\e-*(l - x) . — y = Ae~*(x- 2). 
c/jc djc 3 


Sustituyendo en (31) los valores dados en (33) y (34), obtenemos 

(35) Ae-*(jc - 2) - 2 Ac~ x (l - x) - 3 Arr 1 = 2 *>-*. 

Simplificando, obtenemos — 4 Ae~ x « 2 e - *; luego A = — H . Sustitu¬ 
yendo en (33) , resulta 

(36) y — v = — Vi xe~ z . 

Tercer paso. La solución general de (31) es 

y = u ~\~ ü = c\e Zx -f- c2C~ Z — xe~ x . 

EJEMPLO 6. Determinar la solución particular de la ecuación 

(37) 


^-i-4s=2 eos 2 r 
dt 2 


tal que s = 0 y = 2 cuando t — 0. 
dt 


Solución. Hallaremos en primer lugar la solución general. 
Primer paso. Resolviendo 
(38) 


+ 4 s = 0. 


di 2 
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encontramos la función complementaria 

(39) s — u = ri eos 2 t +■ c$ sen 2 í. 

Segundo pasa. Examinando el segundo miembro de (37) P observamos que 
4 — 2 eos 2 f es una solución particular de (38) que resulta de (39) cuando 
cj - 2 t c% ~ 0. Por tanto, supóngase una solución particular s — o de (37) 

(40) a = v = t (Ai eos 2 t + Az sen 2 f) * 


Derivando (40) P obtenemos 


(41) 


— = Át eos 2 í + As sen 2 t — 2 t (Ai sen 2 t — A* eos 2 t ) ♦ 
dt 

“ — 4 Ai sen 2 t 4 A a eos 2 t — 4 t (Ai eos 1 í + da sen 2 f) 


Sustituyendo en (37) los valores dados en (40) y (41) y simplificando* 
resulta 

(42) — A Ai sen 2 t + 4 A 2 eos 2 r = 2 eos 2 f. 


Esta ecuación se convierte en una identidad cuando Á 1 = 0, As = pí . Sustl- 
tuyendoen (4Ü) * obtenemos 

(43) s = v — pz t sen 2 t* 


T creer puso. De (39) y (43) se deduce que la solución general de (37) es 
(44) 5 ~ r 1 eos 2 1 + C 2 sen 2 t 4- pí t sen 2 f. 


Ahora tenemos que determinar ci y de manera que 

(45) s — 0 y d f = 2 cuando ! = 0. 

dt 

Derivando (44) . 

(46) — - — 2 r i sen 2 f *f 2 ca eos 2 t -p ] A sen 2 t + t eos 2 t. 
dt 

Sustituyendo en (44) y (46) las condiciones dadas en (45) p se obtiene 
0 = ci. 2 = 2 ra- Luego, ci ™ 0, c 2 — L 
Poniendo en (44) estos valores, la solución particular buscada es 

(47) s = sen 2 t + 1 1 t sen 2 t. 


PEOBLEMAS 


Hallar la solución general de cada 
teñe¡ales. 

1. —■ + a- = at + b. 

dt* 


X = QL'^t . 

dt 3 


una de las siguientes ecuaciones dife- 
5oL x “ Ci eos t 4- ta sen t + uí + b. 


2, 


X r= c, eos £ + c s sen f + - —- 

h- + l 
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d 2 x 

3- jy + x = 4 eos f. So/ + x — ri eos f + ca sen r + 2 f sen f. 


4. J-Í + x = 4 sen 2 t. 
a i £ 

Jf “ 

■ éi eos f + e 3 sen t — ^3 sen 2 f. 

d-s, 

5 * = «r + 6 * 

di 1 

5 = 

+ C 2 í? - 2 / - 14 ( flí + . 

6 . — - 4 s = 2 é>. 
dt ' 1 

S = 

+ C2é~^ f — * 

d^t 

7. _ - 4s - 
dt z 

S — 

éie 2 ^ ~h ése - ^ -f* 

8 . *Í£- 4 1 = 2 eos 2 f. 
dí J 

5 — 

cie ^/ 1 + ese^í — ¡4 eos 2 r. 

»• gjf+9 V -y**. 

y = 

d eos 3 x 4- é 2 sen 3 * + .|{ jr® — 

10 . j-? — “ — 2 jr = 4f. 

dt 2 dt 

X “ 

Cié” ¿ H - eae^f H - 1 — 2 f. 

U. g- 2 ^ + * = S. 

dt 2 dt 

je = 

cíe* + caíe* + 8 « 

12 . ^-£ — 4 — -J-3s = 6 c*L 
dt 2 dt 

s = 

éie f -(- eae^f — 6 í 2í . 

13. ^i + 2^í + 2 s = 8 píí. 

í/f 2 

s — 

c _/ (ci eos t + é 2 sen f ) + H e 2/ - 

14. ~ -4^£ + 3 jf = 4 et. 
Jf 2 

X = 

cié* -h cae 1 */ — 2 te** 

15. — ! / - 2^" +5 u = 3 eos f. 

¿i 2 í/f ^ 

y = 

e f (ri eos 2 t + ca sen 2 f) 

+ % eos f íKo sen t. 

16. — ^ — 2 y-3 sen 2 t. 

dt 2 dt 

y = 

e*- (ei eos 2 t + C2 sen 2 f) 

4 - 1 Yí*í co$ 2 í 4 ^17 sen 2 / . 

17. í!i + 9 s = 3 eos 2 f. 
dt 2 


22 . 4 — + s = 5 eos i. 
éfr~ 2 

18. + 4 jt = 2 sen 2 r . 

dt 2 


23. íí!í + 3^ + 2s = 2 sen (. 
dt 2 dt 

19. g - y - 2+ <4. 


24. ^ - 8 Í£+ 16* *4-3,. 
dt 2 dt 

20 . - 4 z = t -eC 

rfí s 


25. —^ “ 8 ^ + 2? y — > eos 2 t . 

í/í 2 di 

21 . + 2 jr = t 2 - 2 . 

df 2 


26. ^!i + 6 — + 10 s = 5 sen 2 (. 
di ¿ dt 
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En los siguientes problemas hallar 
condiciones dadas. 

!a solución particular que satisface las 

27. 

S + 9 ‘-' + t ; -ir 

-- = — cuando f = 0 . 
dt 9 



5oL i 3 + Ms* 

28. 

+ =9i?3/ ; s = 1, — 

dt s dt 

= cuando r — 0 . 



Sol. s — 34 (eos 3 f -J- e 3 0 . 

29. 

^ + 9 s = 5 eos 2 t; s = 1, 
dt* 

— = 3. cuando t = 0 . 
dt 



5o/* s — sen 3 r + eos 1 f* 

30. 

+ 9s = 3 eos 3 c s = 0, 
di* 

— — b, cuando t = 0 . 
dt 



5o/, s - 2 sen 3 t + Só t sen 1 r. 

31. 

— 2 — — 3 x = 2 r+ l; 

di* dt 

x = 4 -? — = — -í-, cuando r = 0 . 

3 dt 9 



5 o f. x — Jó (e * ^ — 6 t + 1 } * 

32. 

]3x = 39; jc = 

dt'* dt 

= 4, — — 3, cuando t = 0. 

dt 



Sot. x ~ e$ f eos 2 t T 3, 

33. 

4-1 + 9 s = 4 — 3 [; i-O. 
dt 1 

~ = 0 , cuando t = 0 . 
dt 

34* 

- 9s = 6 t: s = 0 . ^- s = 

di 3 dt 

= 0 . cuando f = 0 . 

35. 

¿^- 2 ^ = 2 *; «/ - 2 . 
dx 2 dx 

= 0 , cuando x = 0 . 
dx 

36. 

4 * jc = 2 eos 2 t; x = 0 , 
dt 2 

— = 2 . cuando t * 0 . 
df 

37* 

í-4 + 4 s =,2 eos 2 í; s — 0, 
dt 2 

— = 2 , cuando t = 0 . 
dt 

38. 

d 2 x ^ dx ■ -i -i 

*—- — 2 *— + i x — l se n f; 
dt 2 dt 

x — 0 , — = 0 . cuando t = 0 . 

dt 

39, 

j. 5^!/ x 4 j, = 2 ¡íí- £/: 
dx* dx 

= 1 , ^E = 0 , cuando x — 0 . 
dx 

40. 

4 . 4 4 . 4 a = 4 : u 

dx s 4 d* 

— 0 , ÍE — 2 , cuando x — 0 . 
dje 


207, Aplicaciones. Ley del interés compuesto. Una sencilla apli¬ 
cación de las ecuaciones diferenciales se ofrece en problemas en los 
que la rapidez de variación de la función con respecto a la variable 
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(Artículo 50) para cualquier valor de la variable es proporcional al 
valor correspondiente de la función. Esto es, si y = / ( 2 ), 


( 1 ) 


dy 

dx 


= ky, 


siendo k una constante. Esta ecuación diferencial es de variables 
separables del tipo I (Art.20-1). Resolviendo , obtenemos 


( 2 ) 


— fe * 1 


siendo c una constante arbitraria. En este caso, la función y es 
una función exponencial (Art. 62). Recíprocamente, dada ia ecua¬ 
ción (2), fácilmente se demuestra, por diferenciación, que y satis¬ 
face a (1). A esta fórmula se ha dado el nombre de 11 ley del interés 
compuesto r7 a causa de la siguiente analogía : 

Séa; y — capital. En pesos, colocado a interés compuesto; 
t = interés* en pesos, de un peso en un año: 

A t — intervalo de tiempo medido en anos: 

Ay — interés de y pesos en el intervalo de tiempo Ai. 

Entonces, Ay = iy Ai. Por tanto, 


(3) 


Ay 

-£ = ,y ' 


La ecuación {3) expresa que la variación media de y en el tiempo A f es pro¬ 
porcional a y ♦ En la práctica, el interés se añade al capital sólo a tiempos 
convenidos, como, por ejemplo, anualmente o trimestralmente. Dicho de otro 
modo, y cambia discontinuamente con f. Peto en la Naturaleza, en general, 
las variaciones se efectúan continuamente. En consecuencia, para adaptar la 
ecuación (3) a los fenómenos naturales debemos imaginar que el capital y se 
capitaliza continuamente: es decir, suponer que el intervalo de tiempo Af es un 
infinitésimo. Entonces la ecuación (3) se convierte en 

d -ü = iy, 
dt 

y la rapidez de variación de y es proporcional a y, lo que concuerda con (I) 
ü k = L 


Se dice que la función y dada por la ecuación (1) varía de acuerdo 
con la ley del interés compuesto. 

Un segundo ejemplo se encuentra cu ía solución general de la 
ecuación 


ó -l 

dx 


— ky + c t 


(4) 
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siendo k y c constantes no iguales a cero. En efecto, sea. c = ah. 
Entonces (4) puede escribirse 

(5) ~ (y + a) = fc(í/ + a). 

Lista ecuación expresa que la función (ij + a) varía según la ley del 
interés compuesto + La ecuación diferencial (4),o sea (5), so resuelve 
como la del tipo I, del Artículo 204. La solución es 

(G) y = ce** — a . 

Ejemplo 1. Cierta función y de x cambia según la ley del interés com¬ 
puesto. Cuando x — L y — 4: cuando x = 2. y - 12. Hallar U función. 

Solución * Según (1) tenemos 

(7) P-= k y- 

dx 

Separando Jas variables e integrando, obtenemos 

In y — kx 4- C. 

Para hallar los valores de k y C* bastará sustituir los valores dados de 
x y y. Entonces 

In 4 = fe + C. In I2*2H C* 

Despejando k y C. resulta 

fe * ln 12 - ln 4 *= lo 3 = 1,0986, C = in 4 - In 3 - in %. 

Por tanto, 

ln y = 1,0966 x + lo % y y = ^ e Íwm*. 

EJEMPLO 2. Desleímieruo continuo de ana solución . Se hace correr agua 
en un tanque que contiene una solución salina (o acida) , con el fin de reducir la 
concentración. El volumen V de la mezcla se mantiene constante* Si s repre¬ 
senta la cantidad de sal (o de ácido) en el tanque en un tiempo cualquiera, y x 
la cantidad de agua que ha corrido* demostrar que la razón de la disminución 
de s con respecto a 'x varia como tt, y que 

d$ _ __ s 
dx v 

Solución. Puesto que en la mezcla, de volumen total l\ la cantidad de sal 

es tf, la cantidad de sal en cualquier volumen u de la mezcla es — u* 

tí 

Supongamos ahora que un volumen Ax de la mezcla se vacia del tanque. La 

cantidad de sal que se vacia asi será — &x* y. por tanto, el cambio de la cau¬ 
ri 

ti dad de sal en el tanque viene dada por 

(8) 4s = f- — áx. 

V 
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Ahora supóngase que se añade un volumen A* de agua, llenando el tanque 
hasta el volumen primitivo a. Entonces, según (8) . la razón de la cantidad 
de sai quitada al volumen de agua añadido es 

As _ £ 

Ajt L? 

Cuando Ajr —^ O obtenemos la rapidez instantánea de variación de s con res¬ 

pecto a x, a saber 

dft __ _ s 

dx ü 

Luego, s cambia según la ley de! interés compuesto. 


PROBLEMAS 

I. La rapidez de variación de una función y con respecto a x es igual a Já y, 
y y — 4 cuando x = — L Hallar la ley que relaciona x y y. 

Sol. y = 5.53 eH*. 

2* La rapidez de variación de una función y con respecto a x es igual a 

2 — i/ f y y = 8 cuando x “ 0. Ha) 1 ar la Iey. Sol. y — 6 i? ' * + 2. 

3. En el ejemplo 2. sí l t = IO 000 litros, ¿cuánta aguase debe hacer correr 

para quitar el 50 por ciento de sal f Sol, 69}! litros* 

4. Ley de Neiuton sobre el enfriamiento. Si el exceso de la temperatu ra de 
un cuerpo sobre la del aire ambiente es x grados, la disminución de x con res¬ 
pecto al tiempo es proporcional a jr. Si este exceso de temperatura era al princi¬ 
pio SO grados, y después de un minuto es 70 grados, ¿cuál será después de 2 mi¬ 
nutos? ¿En cuántos minutos disminuirá 2Ü grados? 

5. La presión atmosférica p en un lugar, en función de la altura h sobre el 

nivel del mar, cambia según la ley del interés compuesto. Suponiendo 
p — I 000 g por cm 2 cuando h — 0, y 670 g por tro- cuando /> = 3 000 metros, 

hallar p : n) cuando h = 2 000 m : &) cuando h — 5 000 m. 

SoL a) 766 g/cm 2 : b ) 513 g/em*. 

6. La velocidad de una reacción química en la que x es la cantidad que se 
transforma en el tiempo t es la razón de la variación de x con respecto al 
tiempo* 

Rearado de primer orden. Sea a la concentración al principio del experi¬ 
mento. Entonces. L Id5 — k (a — x) , puesto que la velocidad de variación de la 
dt 

cantidad que se transforma es proporcional a la concentración en el mismo ins¬ 
tante, (Obsérvese que a — x t la concentración, cambia según la ley del interés 
com puesto.) 

Demostrar que k> la constante de la velocidad, es igual a -L lu - a ... „ 

f a — x 

7. En la reacción química llamada "inversión del mascabado'' la velocidad 
de la inversión con respecto al tiempo es proporcional a la cantidad de mascabado 
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que queda sin invertir. SÍ 1000 Kg de mascabado se reducen al cabo de 10 horas 
a 800 Kg, ¿cuánto quedará sin invertir después de 24 horas? Sol . Kg- 

S. En un círculo eléctrico de voltaje dado E y de intensidad i (amperios) * 
el voltaje E se consume en vencer: 1) la resistencia R (ohmios) del circuito; 
2) la inductancia L. La ecuación que rige es 

E = JRi + L —, osea, — =-L (E - ¿Íí) . 

di dt L 

Por tanto, a este proceso se le aplica la ecuación (4) del Artículo 207. siendo 
£. R y L constantes. Dados L = 640, R * 250* E - 5ÜQ y ¡ — 0 cuando 
t — 0. demostrar que la corriente se aproximará a 2 amperios a medida que t 
aumenta, Además, determinar en cuántos segundos i llegará al 90 por ciento de 
su valor máximo, Sol. 5,9 

9. En la descarga dé un condensador, el voltaje a disminuye con el tiempo* 
y la variación de f? con respecto al tiempo es proporciona! a e. Dado k = * 

hallar t $1 e disminuye hasta el 10 % de su valor primitivo* SoL 92 seg. 

10* El concentrar una solución sal ¡na (o ácida) añadiendo sal (o ácido) , 

manteniendo constante el volumen, conduce a la ecuación -^ = — (v — y) . en 

dx u 

donde v = volumen constante, y = cantidad de sai (o de ácido) en el tanque en 
un momento cualquiera, y x — cantidad de sal (o de ácido) que se ha aña¬ 
dido desde el principio, Dedúzcase este resultado, y compárese con el ejemplo l 
del Artículo 207* 

208- Aplicaciones a problemas de Mecánica. Muchos problemas 
importantes de Mecánica y Física se resuelven por los métodos expli¬ 
cados en este capítulo. Por ejemplo , problemas de movimiento recti¬ 
líneo conducen frecuentemente a ecuaciones diferenciales do primero o 
segundo orden , y la resolución de los problemas depende de la resolu¬ 
ción de estas ecuaciones. 

Antes de explicar algunos ejemplos r hay que recordar (Artícu¬ 
los 51 y 59) que 

, ds dh dv dv 

(1 > , S< a = d?-!i-’d,' 

siendo v y a , respectivamente 7 la velocidad y aceleración en cualquier 
instante (= i) t y s la distancia del móvil en este instante a un origen 
fijo sobre la trayectoria, 

la aceleración es inversamente 
es igual a — 1 cuando s = 1. 

_4 

s 2 ' 


EJEMPLO I. En un movimiento rectilíneo 
proporcional al cuadrado de la distancia s, y 
Esto es, 

(2) aceleración = a = — 
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Además, u = 5 y 5 - S. cuando t — 0. 
ü) Hallar v cuando a = 24* 


Solución* De (2) y (]) p empleando la última forma para a* obtenemos 


0) 



4_ 


Multiplicando ambos miembros por ds e integrando, resulta 


(4) 


+ C, o sea, u* = — + C L 

2 s 5 


Sustituyendo en (4) las condiciones dadas ü ~ i, s — 8* encontramos 
C = 24. Luego (4) se convierte en 

(5) u“ = i- + 24. 

S 

De esta ecuación, sí s = 24* resulta v = H a/ 219 — 4 P 93- 
b) Hallar el tiempo que transcurre coando el punto se mueve de 

^ = 8 a s = 24* 


Solución. Despejando o de (5) * obtenemos 


«0 


ds v — \/ s 4- 3 s 2 

7i-° - —;— 


Separando las variables $ y t y despejando f, teniendo en cuenta los limites 
dados, s — 8. s = 24, encontramos para el tiempo transcurrido 


(7) 


\ ^ ^ $ ds 

2 V2 Jg V sTTT 3 ' 


3.23. 


Nota. Empleando la primera forma de (l) para u, (2) es equivalente a 



que tiene h forma (F) del Articulo 205* Para la integración se usa el mismo 
método allí empicado* 


Un tipo importante de movimiento rectilíneo es aquel en el que la 
aceleración y la distancia están en razón constante y tienen signos 
contrarios* 

Entonces podernos escribir 

(8) a = — 

siendo k 2 = magnitud de a a la unidad de distancia. 

Teniendo presente que una fuerza y la aceleración que esta fuerza 
causa difieren solo en magnitud y vemos en este caso que la fuerza efec- 
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ti va se dirige siempre hacia el punto s = O t y que , en magnitud , es 
directamente proporcional a la distancia s. El movimiento se llama 
vibración armónica simple , 

De (S) tenemos } empleando (1), 

(9) f£+**«-0, 

una ecuación lineal de segundo orden en s y t con coeficientes cons¬ 
tantes. Integrando (véase el ejemplo 2 del Artículo 206), obtenemos 
la solución completa, 

(10) s = a eos kt + C 2 sen kt . 

De (10), por derivación , 

(11) v 5 = k{— ci sen kt + ti eos kt )„ 

Es fácil ver que e! movimiento definido por (10) es una oscilación 
periódica entre las posiciones extremas s = 6 y s — — b t determi¬ 
nadas por 

(12) b = V cr + Cíi 3 , período — * 

En efecto , podemos reemplazar las constantes c\ y Cz en (10) por 
otras constantes h y A tales que 

(13) Ci = 6 sen A , ti ^ b eos A . 

Sustituyendo estos valores, (10) se reduce ¡x 

(14) s — 6 sen (fcí H- /I), según (4) t Art. 2 

que es !n que se quería demostrar. 

En los siguientes ejemplos el movimiento armónico simple se per¬ 
turba por otras fuerzas. En todos ios casos el problema depende de la 
resoluciún de una ecuación de una de las formas (G) y (ff) del 
Artículo 206, 

Ejemplo L Bu un movimrifrtD rectilíneo es 

(15) a - - )í* - y. 

Además t o — 2 y s ” Ü cuando r — Ü. 

ü) Hallar la ecuación dd movimiento (s en función de f) . 

Solución. De (15) tenemos, empleando (1), 

(16) S + r + 4-*“ 0, 

dt 2 dt 4 

que es una ecuación de la lorma (G) . 
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Las raíces de la ecuación auxiliar r 1 + r + % - O son 

r i = — y + V — "l. rs — — — V — I. 

Luego la solución general de (Ib) es 

(17) s — e-m (cj eos t V és sen 0 * 

Según las condiciones dadas, s = O cuando t = O, Sustituyendo estos valo¬ 
res eu (17), encontramos a = 0; luego 

(18) s — sen f. 

Derivando, a fin de determinar p, obtenemos 

(19) v — eze—V { — Vi sen t + eos r) - 

Sustituyendo los valores dados* v = 2 cuando r ™ O, tenemos 2 = ca. 

Con este valor de ca» (18) se convierte en 

(20) s = 2 e-Kí sen í. 

h) ¿Puraque valores de f sera v — 0? 

Solución* Cuando v = 0, la expresión dentro del paréntesis del segundo 
miembro de (19) debe anularse. Igualándola a cero, se obtiene fácilmente que 

(21) tgf-t 

Para cualquier valor de t que satisfaga la ecuación (21), v se anulará. Estos 
valores son 

(22) i = 1,10 -f (n — un número envero.) 

Dos valores sucesi vos cualesquiera de t dados por (22) difieren en el inter¬ 
valo constante jt de tiempo. 

Discusión . Este ejemplo ilustra la vibración armónica amortiguada. En 
(15) la aceleración es la suma de dos componentes 

(23) ói = — % s. ua =f — tí* 

La vibración armónica simple que corresponde a la componente ut es pertur¬ 
bada por una fuerza amortiguadora con la aceleración a*, es decir, por una 
fuerza proporcional a la velocidad y opuesta a la dirección del movimiento* 
Los efectos de esta fuerza amortiguadora son dos. 

En primer lugar» el intervalo de tiempo entre dos posiciones sucesivas 
cualesquiera del punto en donde v =0 se prolongo p° r la fuerza amortigua¬ 
dora, En efecto, para la vibración armónica simple 

(24) fli = — 5í « 

en la que* comparando con (8) * k — Vi = 1* 12* y, según (12) H el semi¬ 
periodo es 0,89 .t* Como hemos visto, para la vibración armónica amortiguada 
el intervalo coirespondiente es :r. 
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En segundo lugar, los valores de s para las sucesivas posiciones extremas del 
punto en donde v = O, en vez de ser iguales, forman ahora una progresión 
geométrica decreciente- Se omite la demostración. 


EJEMPLO 3. En un movimiento rectilíneo es 
(2?) a = — 4 s + 2 eos 2 t* 

Además, s — O, v — 2, cuando t — 0. 
a) Hallar la ecuación del movimiento. 
Solución, Según (1) la ecuación (25) es 

(16) 4!| + 4 s - 2 eos 1 f. 


La ecuación que se busca es una solución particular de (26) que ya se halló 
en el ejemplo ó del Artículo 206, y es la ecuación (47) de la página 484* Luego 

(27) s = sen 2 r + Vi t sen 2 í. 


b) ¿Para qué valores de f será v — 0? 


Solución, Derivando (27) T 
cero, obtenemos 



a fin de hallar v, c igualando el resultado a 

(28) (2 r) eos 2 r + ^ sen 2 t = Q* 

o sea, dividiendo los términos de (28) por 
eos 2 t, 

(29) Jí tg 2 r + 2 + f - 0, 

Las raíces de esta ecuación pueden hallarse 
como se explicó en los Artículos 87 a 89. 

La figura 181 muestra las curvas (véase el 
Ai tículo 88) 

(30) y - H tg 2 f, y « - 2 - f, 

y las abscisas de los puntos de intersección son, 
aprox i m ada men te, 

r = 0,88, 2,36, etc. 


Discusión. Este ejemplo ilustra la vibración armónica forzada* Ért (25) 
la aceleración es la suma de los dos componentes 


(31) ai = — 4 s, 02 — 2 eos 2 i , 

La vibración armónica simple que corresponde a la componente a\ con el 
período ji se perturba ahora por una fuerza con la aceleración a?: es decir, por 
una fuerza periódica cuyo período ( = ;t) es el mismo que el periodo de la 
vibración armónica simple no perturbada. Los efectos de esta fuerza perturba¬ 
dora son dos. 
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En primer lugar , el intervalo de tiempo entre dos posiciones sucesivas del 
punto en donde o — O ya no es constante, sino que disminuye y tiende a Vi Jl, 
Esto se deduce claramente de la figura 18Í. 

En segundo fugar, los valores de s para las posiciones extremas sucesivas en 
donde v = O, ahora aumenta, y con el tiempo llegan a ser, en valor absoluto, 
infinitamente grandes. 


PROBLEMAS 


En cada uno de los siguientes problemas se dan la aceleración y las condicio¬ 
nes iniciales. Hallar la ecuación del movimiento. 

1, a = — k 2 s: s — 0, v — Vq, cuando t = 0. SoL s — —sen kt, 

k 

2* a — £ 2 s: s = sa, v = Or cuando f = G. s = so eos kt 

3» a — — k^si s = sqp v = t>jjj cuando r — 0* 

4. a = 6 — s; $ = 0, v = 0, cuando r — 0. s — 6(1 — eos t ) * 

5. a = sen 2 t — s: s * 0, v = 0, cuando t ** 0. 

SoL s = % sen t — sen 2 t* 

6. a — 2 eos i — s; s — 2, v = 0 ; cuando t = 0* 

Sol . s = 2 eos f + t sen f. 

7. a — — 2 v — 2 $; 5 = 3, u — — 3. cuando r — 0. 

SoL s — 3 e — / eos f. 

S* a “ — h ? s I i: $ = Ü, v — 0, cuando f — 0. 

9* a = - si/; s — 0. V ~ n, cuando f = 0* 

10. a — 8 t — 4 s ; $ — 0, y = 4, cuando t — 0. 

11. a =■ 4 sen f — 4s; s — 0. o = 0 r cuando r = ü. 

12* a m 2 stn 2 f - 4 s; s = 0, u ~ 0, cuando t = 0. 

13, a = — 2 v — 5 s; s = I, v = 1, cuando f — 0. 

14, Se dan c = S“4íy[?-0, s - 0, cuando r = 0. Demostrar que el 
movimiento es una vibración armónica simple cuyo centro es s = 2, su ampli¬ 
tud 2 y su período jí. 

15, La aceleración de un punto material viene dada por la fórmula 

a - 5 eos 2 f — Q s. 

a) Si el punto parte del reposo en el otigen, bailar su ecuación de movi¬ 
miento. Sol. s = eos 2 t — eos 3 í. 

¿Cuál es la mayor distancia del origen que el punto alcanza? 
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£0 5i vi punto paru del origen con velocidad tj — 6, hallar su ecuación de 
movimiento. SoL s = eos 2 t + 2 sen 3 f — eos 3 f t 

¿Cuál es la mayor distancia del origen que el punto alcanza? 

1G. Rallar las soluciones del problema anterior si la aceleración es 

a = 3 eos 3 t — 9 

SoL a) s — Jí í sen 3 f; b) s — t sen 3 f + 2 sen 3 i . 

17. Un cuerpo cae del reposo bajo la acción de su peso y tina resistencia 
pequeña que varía como la velocidad. Demostrar las siguientes relaciones: 

a ~ g — kü. 

s*i(l - e-í'O- 

k 

s = JL (Ar + t-M— 1]. 
fcs + „ + JL In - Í£j = 0. 

18. Un cuerpo cae, partiendo del reposo, y recorre una distancia de 24.5 m. 
Suponiendo a ~ 9,8 — v, bailar el tiempo durante el cual cae. 

Sai. 3,47 scg. 

19. Un bote que se mueve en agua tranquila está sujeto a una fuerza retar¬ 
dalriz proporcional a su velocidad en un instante cualquiera Demostrar que la 
velocidad del bote, r segundos después que la fuerza motriz se suprime, está 
dada por la fórmula a = re-^, en donde c es la velocidad en el instante de 
suprimir la fuerza. 

20. fin cierto instante un bote que flota en agua tranquila tiene una veloci¬ 
dad de ó Km por hora. Después de un minuto la velocidad es 3 Km por hora. 
Hallar ja distancia que ha recorrido. 

£1, Rajo ciertas condiciones la ecuación, que define laá oscilaciones de un 
galvanómetro es 

fi+ 2nJ[+^=0. 

di J di 

Demostrar que no oscilará de un lado al otro del punto cero si (i > k< Hallar la 
solución general si |l < k ♦ 


209. Ecuaciones diferenciales lineales de enésimo orden con coefi¬ 
cientes constantes. Vamos ahora a estudiar la resolución de la ecuación 
diferencial lineal 


a) 


¿"y , 

dx" 


pi 


d* } ~ l y , d !i ~~y 

dx— + P " dx ”- a 


+ 


+ P»y = o, 


cu donde los coeficientes p\ 7 p? } 


. } p ti son constantes. 
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S¡ sustituimos por y e' 1 en el primor miembro, obtenemos 
(r u + pit n ~ l + par"* - ® + ., . + p») C* * 

Esta expresión se anula para todos los valores de r que satisfacen 
la ecuación 

(1) r n + pi r tt_l + pir n ~ 2 + .., + pn = O; 

por tanto } para cada uno de estos valores de r, e rx es una solución 
de (/). La ecuación (1) se llama la ecuación auxiliar o ecuación carac¬ 
terística de (/). Observemos que los coeficientes son los mismos en las 
dos ecuaciones, que los exponentes en (1) corresponden al orden de 
las derivadas en (/), y que y se reemplaza por 1 . 

Una vez obtenidas las raíces de la ecuación auxiliar podemos escri¬ 
bir soluciones particulares de la ecuación diferencial (2}. Los resultados 
son los del Artículo 206 extendidos a los casos en que el orden excede 
a dos. La demostración puede verse en textos más adelantados. 

Regla para resolver la ecuación (I); 

Vtmmi paso. Se escribe la ecuación auxiliar correspondiente 

(1) r n + pir* 1-1 + paJS"^+ ... + p r , = 0. 

Butsrxno paso. Se resuelve la ecuación auxiliar . 

Tercer taso. De las raíces de la ecuación auxiliar se deducen las 
soluciones particulares correspondientes de la ecuación diferencial como 
sigue: 


Ecuaci óS a exiliar 


Ecr ACIÓN üjFEKKNCiAL 


a) 

tinta vi 


Cada raíz real y dis- 


\ 

i 


da una solución particular o r i*. 


b) Cada pareja dis¬ 
tinta de raíces imaginarias 
a =t bi 


, f dos soluúwnes particulares c üx eos bx ? 
1 a ^ e fl * sen bx. 


orden 


c) Una raíz m últiple de \ , 

en s / 


(o 2 s) soluciones particulares que 
se obtienen multiplicando ¡as so¬ 
luciones particulares (a) [o (b) ] 
por 1 , x, x 5 , ... t x"” 1 . 
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Cuarto paso. S>e multiplican cada una de las d* soluciones inde¬ 
pendientes así halladas por una constante arbitraría, y se suman los 
resultados. Este resultado igualado a y da la solución completa. 


EJEMPLO 1. Resolver la ecuación 

Ü^-3ÍÍM + 4y=0. 

dx* (ÍJf a * 

Solución, Procediendo según la regla dada, tendremos: 

Primer paso, r 3 — 3 r 5 + 4 = 0. ecuación auxiliar. 

Segundo paso* Resolviendo! las raíces son — 1, 2. 2, 

Tercer paso, a) La raíz — 1 da la solución 

c) La raíz doble 2 da las dos soluciones e~ x , xe tx . 

Cuarto pa&o. La solución general es 

y = cie ^ 1 -H ctf** + c$xe Zx * 


EJEMPLO 2. Resolver la ecuación 


dx* dx* T 


10 d ^y- 

dx s 


\lp + Sy = 

dx 


0. 


Solución, Siguiendo la regla, resulta: 

Pnmi'r paso, c* — 4 r a + 10 r 3 - 12 r + 5 = 0, ecuación auxiliar. 

Segundo paso. Resolviendo, las raíces son L 1, I ± 2 f. 

Tercer paso, fr) La pareja de raíces imaginarias I 2 i da las dos sol u 


cienes 

r E eos 2 jc ( e x sen 2 x. (a = 1, h — 2 1 

c} La raíz doble I da las dos soluciones rL xe*> 

Cuarto puno. La solución general es 

y = c\e r + r-ajre* + cgiP' eos 2 x + Cjé* sen 2 x, 
o sea. y — (ti + cmx + Cs eos 2 x + ci sen 2 *)£*. 


La ecuación diferencial lineal 


(-/) 


d n y , t 
dx n + dx h ~' 


+ P* 


dx" 


1 + 
-2 ' 


+ p H y = Xy 


en donde p\ , ... , p* son constantes y X es una función de x 

o una constante } se resuelve pur métodos semejantes a los que se 


" Una comprobación de U exactitud del trabajo realizado se encuentra en el 
hecho de que los tres primeros pasos conducen a n soluciones particulares inde¬ 
pendíenles. 




http://carlos2524.jimdo.com/ 


ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 499 

emplearon en el Artículo 206 para la ecuación (£T). Los tres pasos allí 
descritos deben seguirse igualmente aquí. En primer lugar, pues, 
resolveremos la ecuación (/). Si 

(2) y = u f 

es la solución general de (/}, entonces u es la función complementa¬ 
ria de (/)* 

Después } si de alguna manera podemos hallar una solución par¬ 
ticular de (/), 

(3) V = Uy 

entonces la solución general de (./) es 

(4) y ~ u + v. 

Para hallar la solución particular (3) se pueden emplear métodos de 
ensayo análogos a los que se dieron en la página 482 para n = 2. Las 
reglas allí dadas para el caso general se aplican también para cualquier 
valor de n. En todo caso podemos seguir la siguien te regla : 

Regla para hallar la solución particular de (/)♦ 

Primer paso . Se deriva sucesivamente la ecuación dada [J] , y se 
obtiene directamente, o por eliminación } una ecuación diferencial de orden 
superior del tipo (/). 

Segundo taso < Resolviendo esta nueva ecuación según la regla de la 
página 497 , obtenemos una solución general 

y — u + v, 

en donde la parle u es la función complementaria de (/) ya hallada en 
el primer paso * y v es la suma de los términos adicionales que se han 
hallado . 

Tercer paso. A fin de hallar los valores de tas constantes de inte¬ 
gración en la solución particular v ( se sustituyen y = v ?/ sus derivadas 
en la ecuación dada (J) . En la identidad que resulta., se igualan* los 
coeficientes délas mismas potencias de la variable f se despejan las cons- 


* En virtud dd método de deducción de la nueva ecuación* es evidente que 
toda solución de la ecuación primitiva es también la solución de la ecuación 
obtenida por derivación. 
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iantes de integración de las ecuaciones resultantes y se sustituyen sus 
valores en 

y = n + v, 

lo que da la solución general de (/) * 

Este método se ilustrará ahora por medio de un ejemplo. 

NOTA La resolución de la ecuación auxiliar de la nueva ecuación diferen¬ 
cial deducida se facilita observando que el primer miembro de esa ecuación es 
divisible por el primer miembro de la ecuación auxiliar que se ha empleado en 
hallar la fundón complementaría* 

EJEMPLO. Resolver la ecuación 

(5) y" - 3 y'+ 2 y - ***. 

Solución. En primer lugar, determinaremos la fundón complementaria u, 
resolviendo la ecuación 

(ó) y" - 3 y ' + 2 y = 0. 

El resultado es 

(7) y = u = cie £i + rae*. 

Primer pcrso* Derivando (í) , obtenemos 

(S) y m - 3 y” +2 y* = xe* + e 1 * 

Restando (5) de (8) * resulta 

(0) y m - 4 tf + 5 y' - 2 y - P, 

Derivando (9) , obtenemos 

(10) y ,v - 4 y"* + 5 y" - 2 y* - a*. 

Restando (9) de (10)* resulta 

(11) y lv _ 5 y rtf ± y tf — 7 y f 2 y — 0, 

que es una ecuación del dpo (/} , 

Segunda puso* Resolvamos la ecuación (II). La ecuación auxiliar es 

(12) r* - 5 r 3 + 9 r 2 - 7 r + 2 = 0. 

El primer miembro debe de ser divisible por r 2 — 3 r ^2, puesto que la 
ecuación auxiliar de (6) es r 2 - 3 r + 2 - 0. Efectivamente, encontramos que 

(12) puede escribirse 

(13) (r 2 - 3 r + 2) (r - l} 2 = Ü, 

Las raíces son r = 1, L L 2* Luego la solución general de (11) es 

(14) y = Cvt 2c + e* (cjj + c$x -f c*x 2 ) . 
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Tercer paso* Comparando (7) y (14) , vemos que 

(15) y = o = e*(c 3 x + c,a s ) 

será una solución particular de (5) con valores apropiados de las constantes ca y c [. 
Derivando (15), obtenemos 

(Ib) y f — (?*(£-$ + (es + 2 cj) x + ciar 3 ) , 

y ff = e x (l(c* + c*) + (ra + 4 a) x + c** 3 ) . 

Sustituyendo en (5) (15) y (16) , dividiendo ambos miembros por e r y 

reduciendo, el resultado es 

(17) 2 C 4 — — 2 c*x =» jc. 

Igualando los coeficientes de lis mismas potencias de x , obtenemos 
— 2 C 4 = L 2 Va — es 3 0, de donde hallamos C 3 = — 1 , r \ = — 1 2 , Sustitu¬ 
yendo estos valores en (15), Ja solución partic ular es 

( 18 ) y ~ ü = e z (— x — Vi x a ) , 
y la solución general es 

y = a + o — + Các' M — e x (x -j- l i x' ¿ ) . 


PROBLEMAS 


Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones diferen 


cíales, 



1. 

lli/ 4 - 4 ^ = 0 . 5 o/. 

dar 

y — Ci + ca eos 2 A" ■+■ c 3 sen 2 jr. 

2, 

rf< !/ +4 rf2 f/ _ 0 

dx* dx* 

y — ci 4- C2% -h ca eos 2 a- 4~ c* sen 2 x* 

3 . 

tí 5 !/_rfy _ 0 

d** "rf* 

y — n 4" c 3 c f + rae 1 ~F c 1 eos a + c 5 sen ,v 

4 . 

Í!£ + 3 ^!£- 4 s = Ü. 
df l df- 

5 = rle 1 - -|- c ¿a -* 4 ” l 3 eos 2 t 4" c 1 sen 2 t. 

5 * 

d A y _ 1 q ¿V _ qdy = 

dar* dx 3 dx‘“ dx 

: 0„ 


Sol . 

U = ci + t2V r + r 3 eos 5 x + 11 sen 3 x , 

6. 

+ K^íí + t6s = tí. 

./i 1 di 1 

s = (ci -f- tíf 1 eos 2 [ 4" Ua 4-/Ltí 1 sen 2 í 


7. ÍÍÍ£ + 6ÍÍÍ£.+= 0 . 5 o/. .V - r«(f, -hctfi + r»t s ). 

di 3 rfr ? di 

8. íí!f-s =. (* + 3 l. 

t/í 4 

Sol * 5 = CitH 4r ra? 1 F r 3 c ; f n sén í - i J - 3 l 
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9. ^ = 2 x 2 . Sol. y = c¡ + cze 1 ^ + c 3 e-^~ Ü x 3 — 14 x. 

dx 3 dx 

10. = 4 x. y = c¡ + fax + cíe* + c**-* — % x 3 . 

dx* dx 3 


11 . 


Í*JL- 3 *L + 2 y = * e s*. 
dx 2 dx 


y ■= eje* + ese 2 * — ¡4 e :ír + Vi -fe 3 ®. 


12. í!í-9^i + 20s = t*eS(. 

dt ¿ di 


5 — CiH* + C2^ f + 


e*t{7 + b t + 2 f 2 ) 
4 


13. íl! + 4 s - í sen 2 f, 
dr 3 

r í 0,1 -j 1 f í eos 2 f r 2 sen 2 t 

Sol, s - n eos 2 ( sen! í t-r--- 75 — *- rz — 

8 32 16 


d*y_ 

— 9 ^lí = 0. 

18. 


+ 13 f*!í + 36s 

= 18 t - 36, 

dx 1 

dx 3 


d7* 

df 2 


d* x 

+ 8 x = 0. 

19. 

d*x 

, ^ d 2 X , 

■ + ¿ 77 + * 

- f + 2. 

di* 


dt* 

df 2 


d*y 

- n í!a + 36 v = o. 

20, 

dh 

— 2 ^ — 

e* * 

dx* 

dx 2 


ífr 3 

df 3 dt 


d*y 

+ Í^J/ - 36 y = 0. 





dx* 

dx 3 y 






MISCELANEAS DE PROBLEMAS 

Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones diferen^ 


cíales: 



17 

8(^í) 3 =27y. Sol. 

y - (t + c) % . 

2. 

(fty\ S -27 y 2 = 0. 

\dx ) 

y - (x -J- c) 3 , 

3, 


y = x^ + r. 



y x -h c 

4, 

(1 + x 2 ) dy = V 1 - y* dx- 

V 1 - y' 2 1 “ 

5. 

(-f + y) dx ~ (x — y) dy. 

In (x 2 + y 2 ) — 2 are tg 

6. 

^ + y 
dx 

y — (x + c) e ~ x . 

7. 

ÍU&. 

*«■1 

1 

4*- 

3-lfr 

+ 

w 

11 

O 

s ” cíe* *4* C 2 e 3 *, 

8, 

¿!f_ 4 l s +4s =0. 

dt 1 dt 

s — c ie^ * cafe 2 *. 
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9 * 

Í!^-4^+8í = 0. Sol. 

dt 2 di 

s = e*? (ci eos 2 t + c¿ sen 2 í) . 

10, 

¿lí, - 2 íy — 3 o = e 2i. 

dt 2 dt 

y — cifSí + C2C“^ “■ % e 2f . 

11. 

+ k 2 x = at b. 

dt s 

x — c i eos Af + es sen kt + 

A 2 

12. 

^ + k 2 x — ae ht * 
d r ¿ 

x — a eos kt + es sen ftr + — a ? hf ■ -, 

¿> 2 + A 2 

13. 

— k 2 x = a eos kt . 
dt z 

x — ae ki + ^ eos kt. 

2 k 2 

14* 

d ll+h* x = a Knkt. 

x — cl eos kt + es sen ft/ — —- f eos kt, 

2 k 

15. 

16» 

(x 2 — 2 y 2 ) dx + 2 xy dy = 0. 
dt/ . 4 j <y _ 1 

y 2 + x 2 In ex - 0. 

y (x 2 + 1) 2 = are tg x + c* 

dx 1 x 2 + l (x* + l) a ‘ 

17. 

—-5 —+ 4 s = 0. 

dt 4 ' dt 2 

$ — ci<H + Cae - ^ + + c\e~^K 

18* 

+ 5 + 4 s = 0. 

d/ 1 



(SoL s — ci 

eos t + C 2 sen r + e 3 eos 2 t + a sen 2 f. 

19. 

xy 2 di/ — (x 3 + r/ 3 ) dx. 

23. ^í + 4/ = H. 

20* 

dy + xy (1 — x 2 y 2 ) dx = 0* 

21. 

ífíí- 8 ¿£ + 2í x = 0. 

dt 2 dt 

24 , + 4 x = 6 eos 3 t« 

di 2 

22. 

^ + 4^8í + 2. 
a x £ 

25. + 4 x = 2 eos 2 r* 

dt 2 

Resolver cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales, haciendo las 

transí o 

rm aciones indicadas* 


26, 

sí - s 3 = 0. Sea s 
ríí 

.2 *4 *a 

— — + rr = c. 

i; 2 s 2 3 


27* (f 2 + /) ds — (f 2 + 2$í + s)ífr* Sea s = vt . $ — cí(l + i) — í- 

28* (3+2 sí) s dt — (3 — 2 sf) í ¿fs, Sea sf — V- 

29* (x + y) 2 ¿H — 2x + 2y + í* Sea x + y = v. 
d x 

PROBLEMAS ADICIONALES 


1* Cierta curva pasa por el punto (O, k) y el área limitada por la curva, el 
eje de las x y dos ordenadas cualesquiera es k veces la longitud del arco inter¬ 
ceptado entre las ordenadas. Demostrar que la curva tiene que ser una catenaria* 
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2. La aceleración de un hombre que desciende en un paracaídas desde un 
globo estacionado es 9,8 — J- v 2 tu por segundo por segundo, siendo v la velo¬ 
cidad en metros por segundo. Sí llega al suelo en un minuto, demostrar que la 
altura del globo es un poco más de 290 m. 

3, Un punto que se mueve sobre el eje de las jc está sujeto a una aceleración 
dirigida hacia el origen y proporcional a su distancia del origen, y a una fuerza 
retardatríz proporcional a su velocidad. Si la ecuación diferencial que defíne a: 
es de la forma 

d 2 x t dx , 

77 + m — 4“ nx = u t 
dt 2 dt 

siendo m y n positivas, y las condiciones iniciales son x — 10, ~ — 0. cuando 

dt 

r = 0 r hallar x y — en cada uno de los casos siguientes y discutir el moví- 
d i 

miento, 

a) m — 4, n — 5; 

b) m = 4, n = 4; 

c) m = 4, n — 3. 
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CAPITULO XXII 

FUNCIONES HIPERBOLICAS 


210 , Seno y coseno hiperbólicos. Ciertas expresiones sencillas en 
las que entran funciones exponenciales (Art, 62) se presentan frecuen¬ 
temente en las matemáticas aplicadas. Se llaman fundones hiperbó¬ 
licas. La justificación de este nombre se pone de manifiesto en el 
Artículo 215, Dos de estas funciones, el serio hiperbólico y coseno 
hiperbólico de una variable v 3 que se escriben, respectivamente, 
sen h n y eos b se definen por las ecuaciones 


U) 


senh u = 



cosh v — 


e ,! + e' 


en donde e es, como de costumbre 3 la base de los logaritmos neperia- 
nos (Art. 61)* Pero estas funciones no son independientes ? porque 
según (A ) tenemos 

(B) coslP v — senh 2 v = 1. 


De la ecuación (A)* elevando al cuadrado, cosh- v = P , 

4 

p'Jjí ? X 

senh 3 v = -L--. Por Lauto, restando, cosh 2 v — senh 2 o = L 


De (A), despejando las funciones exponenciales , obtenemos 
(1) e 1 ' = cosh v + senh v r er v = cosh v — senh v . 


Ejemplo* Demostrar que ía solución general de la ecuación diferencial 


( 2 ) 


d 2 tj 

d.x* 


— a-y = O 


se puede escribir 


y = Á senh ax +- B cosh ax, 


siendo A y B constantes. 
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Solución* Scgün el Artículo 206, la ecuación auxiliar de (2) es r 2 —a 2 =0, 
cuyas raíces son a y — ü* Luego la solución general de (2) es 

y = ae ax + ese - * 1 *. 

Los valores de y se obtienen de (1) , tomando v ~ ax, Luego 

e 1 ^ = cosh ax + sorih ax, <?-«* ~ cosb a,v — senb ax, 

y — c i (cosh ax + senh ax) + c¿(cosh ax — senh ax) 

= {ci H- ca) cosh ax + {ci — C 2 ) senh ax - 

Haciendo c 1 — c* = A, ci + ca — B , obtenemos la forma deseada* 

El resultado debe compararse con el del ejemplo 2 en la página 478* 


211* Otras funciones hiperbólicas* 
se define por la igualdad 


(C) 


tgh v - 


senh v 
cosh v 


La tangente hiperbólica , tgh v , 


e" — g~ fJ 

e c ^ g-it" 


Las igualdades 

(1) cte! ”-t¡b' 


sech v = 


1 

cosh y 1 


csch y = 


1 

senh v 


definen, respectivamente, la cotangente hiperbólica, la secante hiperbó¬ 
lica y la cosecante hiperbólica. Las razones que se emplean en (C) y (1) 
son las mismas que se dieron en (2) del Artículo 2 para las correspon¬ 
dientes funciones trigonométricas * 

Son válidas las siguientes relaciones : 


(2) 1 — tgh 2 v — sech 2 v , ctgh 2 a — 1 = csch 2 v , 


análogas a fórmulas dadas en (2), Arfc. 2. La demostración de la 
primera fórmula se da más adelante* 

Las siguientes proposiciones son ciertas con respecto a los valores de 
las funciones hiperbólicas. Deben verificarse. 

senh v } puede tener cualquier valor; cosh y, cualquier valor posi¬ 
tivo no menor que 1 ; sech v , cualquier valor positivo no mayor que I ; 
tgh v f cualquier valor menor que 1 en valor absoluto ; ctgh v , cual¬ 
quier valor mayor que 1 en valor absoluto; csch y, cualquier valor 
con excepción de cero. Además, de las definiciones tenemos 

senh (— y) = — senh v , csch (— v) — — csch v, 

(3) cosh (— y) = cosh v , sech (— v) =¡ sech v , 

tgh (— v) = — tgh v , ctgh (— v) — — ctgh v. 
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FUNCIONES HIPERBOLICAS 


V 

Senh 

V 

Cosb 

V 

Tgh 

1/ 

V 

Senh 

V 

Cosb 

V 

Tgh 

V 

V 

Senh 

V 

Cosb 

V 

Tgb 

V 

,oo 

i ,01 
,02 

,03 

,0600 

,0100 

.0200 

,0300 

,0400 

1*000 

1,000 

1,000 

1,000 

1,001 

,0000 

,0100 

t 020Ü 

,0300 

,0400 

,50 

,51 

,52 

,53 

,54 

*5213 

,5324 

,5438 

*5552 

,5660 

1*128 

1,133 

1.138 

1,144 
1,149 

,4621 

.4700 

*4777 

,4854 

,4030 

3*0 

1,1 

3.2 

1.3 

1.4 

J,i75 

1,330 

1,509 

1,098 

1,904 

1,543 

1,609 

1*511 

1,971 
2,151 

*7616 

*8005 

,8337 

,8617 

,8854 

,05 

M 

,07 

m 

,00 

,0500 

,0500 

,0701 

r Q&01 

,0901 

3,001 
1,002 
1,002 
1,003 
1,004 

.0500 

,0599 

,0699 

,0798 

,0898 

.55 

,56 

,57 

*58 

,59 

,5782 

,5897 

,6014 

,6131 

,6248 

1,155 

1,161 

1,167 

1,173 

1,179 

*5005 

,50®0 

,5154 

,5227 

,5299 

1.5 

3,0 

1.7 

1.8 

1,9 

2,129 

2,376 

2.646 

2,942 

3,268 

2,352 

2.577 

2,828 

3,107 

3,418 

,9217 

,9354 

.9468 

,9562 

,10 
,u 
,1 2 
,13 
,14 

,1002 

,1102 

,1203 

,1304 

.1405 

1,005 

3,006 

1,007 

1,008 

1,010 

.0997 

,1096 

,1194 

,1293 

.1391 

,60 

,6! 

,62 

,63 

.64 

.6367 

,0485 

,6605 

.6725 

.6846 

1*185 

1,192 

3,108 

1,205 

1,212 

,5370 

,5441 

,551! 

,6581 

,5049 

2,0 

2,1 

2,2 

2.3 

2.4 

3*027 

4,022 

4,457 

4,937 

5,406 

3,702 
4.(44 

4,568 

5,037 

5,557 

,9640 

,9705 

,9757 

.9801 

,9837 

,15 

,10 

,17 

,1506 

,1(507 

,¡703 

1,011 
1,013 
1,014 

.1489 

.1587 

,1684 

,65 

.66 

,07 

,6967 

,7090 

.7213 

1,219 
1;220 
1*233 

,5717 

,5784 

*5S50 

2.5 

2.6 

2,7 

6,050 

6,605 

7.406 

0,332 

6,769 

7 473 

.9806 

,9890 

9Ü10 

,18 

,19 

,1810 

,1911 

1,016 

1,018 

.1781 

,1878 

,08 

,69 

,7336 

,7461 

1,240 

1,248 

,5915 

*59SO 

2,3 

2,9 

8,192 

9,060 

8Í253 

9,115 

Í9926 

*9940 

.20 

.21 

XI 

,23 

,2013 

,2115 

,2218 

,2320 

,2423 

1.020 

1.022 

1.024 

1,027 

1,029 

,1974 

,2070 

,2165 

,2260 

,2355 

,70 

*71 

.72 

.73 

.74 

,75S6 

,7712 

,7838 

.7906 

,8094 

1,255 

1,203 

3,271 

1,278 

1,287 

,6044 

,6107 

,6169 

,6231 

,0291 

3,0 

3.1 

3.2 

3.3 

3.4 

J0,02 

11,08 

12,25 

13,54 

14,97 

10,07 

11.12 

12.29 

13.57 

15,00 

,9951 
,9960 
,9967 
,9973 ¡ 
,0978 

,25 

,25 

,27 

■OO 

,2520 

,2029 

,2733 

1 t 031 

1,034 

1.037 

,2449 

,2543 

,2636 

,75 

,70 

*77 

,8223 

,8353 

,8484 

1,295 

3,303 

1,3Í1 

.6352 ; 

.6411 

.0469 

3.5 

3.6 

3.7 

16.54 

18*29 

20.21 

16,57 

¡8,31 

20,24 

,01182 

,9985 

,9088 

,29 

,2837 

,2941 

3,039 

!,E>42 

,2729 

,2821 

,78 

,79 

,8615 

,8748 

1.320 

1.320 

,0527 

,6584 

3,3 

3,9 

22.34 

24,6Ü 

22,36 

24,71 

.9990 

,9902 

.30 

,3! 

.3045 

.3150 

1,045 
] .043 

,2913 

,3004 

,80 

*81 

*8881 

,9015 

1*337 

1,340 

,6640 

,6696 

4.0 

4,1 

27,29 

30.16 

27.31 

30.18 

*9993 

,9995 

.32 

,3255 

1,052 

,3695 


,9150 

1,355 

.6751 

4,2 

33 34 

33,35 

'9996 , 

,33 

,3360 

1.056 

.3185 

*83 

*9286 

1,365 

,6805 

4,3 

30.84 

30Í>S6 

*9996 

,34 

,3406 

1,058 

.3275 

,84 

,9423 

1,374 

,6858 

4*4 

40,72 

40*73 

,0997 

*35 

,3572 

1,062 

,3304 

,85 

,9561 

1,384 ¡ 

,09 U 

4,5 

45,00 

45,01 

*9995 

,30 

,3078 

1,066 i 

,3452 

,86 

,9700 

1.303 

,6963 

4,6 

49 74 

49 J5 

,9098 

,37 

,3785 , 

1,069 

.3540 

*87 

.9840 

J .403 

,7014 

4,7 

54*97 

54/jg , 


M 

,3892 

J .073 

*3627 

,88 

.9981 

1.413 

,7004 

4.S 

00,75 

60 76 

9999 

1 ,39 

*4000 

1,077 

,3714 

*89 

1,012 

1,423 

,7114 

4,9 

G7.14 

07*1-5 

’9ÜÍJ9 

,40 

.4105 

1,081 

.3800 

,90 

1,027 

1,433 

,7163 

5,0 

74 20 

74 21 

.9090 

,4 \ ( 

.4210 | 

1,085 

,3885 


1,041 

1.443 

*72! 1 

5,1 

82JÍ1 

ga'oi 

Í9099 

.42 

.4325 

1.690 

*3069 

,92 

1 .(¡55 

1.454 

*7259 

5,2 , 

90 03 

90*64 

.9009 

.43 

,4434 

1.094 

,4053 

*93 

1,070 

1,465 

,7300 

5,3 

100,17 

1(K)J7 

1,9000 

.44 

,4543 

1,098 

,4136 

,Ü4 

1,085 

1,475 

,7352 

5.4 

MOJO 

¡10,71 

1 ,0000 

,45 

.4653 

1,103 

.4219 

,95 

1,099 

1,486 

.7398 

5,5 

122,34 

122.35 

i .orxio 

,45 

,4764 

1,108 

,4301 

,90 

1,114 

1.407 

,7443 

5.6 

135,21 

135 22 

1 ,oooo 

.47 

,4S75 

1.112 

,4382 

.97 

3,129 

1,509 

,7487 

AJ 

149,43 

I -40*44 

1 ¡OOOO 

AH 

,1986 

1,117 

,4462 

,98 , 

1,145 

1,520 

.7531 

5,8 

105,15 

1G5,15 

J 38100 

,49 

,5098 

1.122 

.4542 

,99 

1.100 

1,531 

,7574 

5.9 

182,52 

182,52 

} loooo 
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EJEMPLO, Dada igb x *= %, hallar los valores de hs otras fuaciones 
hiperbólicas. 

Solución. Dividamos cada término de (B) por cosh 2 x- Tendremos: 

| — sentí* x _ 1 

cosh* x cosh 2 x 

Luego 1 — tgh 2 x - sech 2 x. Según (C) y (1) 

Puesto que tgh x = íi* esta ecuación da secb x — )i, siendo inadmisible el 
valor negativo. Entonces 

cosh x = —\— = 4-- según (1) 

seco x 3 

senh x = cosh x tgh x = % t Según (C) 

ctgh x = %, y csch x = según (1) 

212. Tabla de valores de senos, cosenos y tangentes hiperbólicos. 
Gráficas, La tabla de la página 509 da con cuatro cifras exactas los 
valores de senh v , cosh v f tgh v para valores de v de 0 a 5,9 ♦ 
Para valores negativos de v } hay que emplear las relaciones de (3) del 
Artículo 211. 

Cuando v —> + co , senh v y cosh v se hacen infinitos y tgh v 
tiende a la unidad, 

Las gráficas de senil x , cosh x y tgh x (figuras 182, 183 y 1S4) 
se trazan fácilmente sirviéndose de la tabla. 
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213. Funciones hiperbólicas de v y w. Las fórmulas para fun¬ 
ciones hiperbólicas, correspondientes a dos de las (4) del Artícu¬ 
lo 2, son 

(2)) senh [v + u¡) = senh v cosh w + cosh v senh w, 

{E) cosh {»+«>) = cosh v cosh w + senh v senh w. 


Demostración de (2>). De la definición {A ), reemplazando » por 
n + u), tenemos 


O) 


senh (u + «>) = 


2 




( 2 ) 


cosh (y + iü) = 


”2 “ 


El segundo miembro de (1) se transforma como sigue, empleando 
(l) del Articulo 210. 

_ er u-v> e » e w — e -v e -v> 

2 “ 2 

_ (cosh y-t-senh v) (cosh j^+senh w) — (cosh y—senh y) (cosh w —senh uQ 

2 

Efectuando las multiplicaciones y reduciendo, obtenemos ( D ) T La 
fórmula (E) se demuestra de la misma manera, 

Si m {D) y (E) hacemos w = v t tenemos 

(3) senh 2 v = 2 senh v cosh v , 

(4) cosh 2 v = cosh 5 v + senh 2 v t 

Estas fórmulas son análogas a las (5), Art. 2, que clan sen 2 x 
y eos 2 z. De (£) y (4) obtenemos resultados que corresponden a 
las fórmulas (5), Art, 2, para sen 2 x y eos 2 x. Estos son 

(5) senh 2 v — }4 cosh 2 v — Yi , cosh 2 y = ¡4 cosh 2 v + x /i . 


Otras relaciones para funciones hiperbólicas $ que pueden compa¬ 
rarse con las del Artículo 2 para las funciones trigonométricas , se dan 
en los problemas. 


Ejemplo- Deducir U fórmula 


tgb V = 


senh 2 v 
cosh 2 u -J- I 


( 6 ) 
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Solución. De (5) , por división, obtenemos 


{ 7 ) 


tgh 2 v = 


cosh 2 v — 1 
cosb 2 u "F 1 


Ahora bien. CQsh 2 v ~ 1 cosh 2 o + I = cosh 2 2 rí - I 
cosb 2 + í cosh 2 tí "F l (cosh 2 v -F I) 2 

Según (B) . cosh 2 2 tí — l = senh 2 2 tí. Luego (7) se convierte en 

senh 2 2 tí 


(3J 

y ♦ por tanto 


tgh 2 lí — 
tgh o — =t 


(cosh 2 t? -F 1) 3 
senh 2 v 


cosh 2 p + i 

Ahora debe examinarse el signo del segundo miembro. De (3) tenemos 
L 2 senh o 

senh ¿tí-O — 2 tgh o cosh 2 l’. 

Por umo, senh 2 p y tgh tí tendrán siempre el mismo signo* Además, como 
cosh 2 v + 1 es siempre positivo, debe escogerse el signo positivo, y obtene¬ 
mos (ó) * 

Si v se reemplaza por ¥¿ u t (h) se convierte en 


w 


tghy = 


senh v 
cosh v + J* 


PROBLEMAS 


1* Sí da el valor de una función hiperbólica. Hallar los valores de las 
otras, y verificar ios resaludas, hasta donde sea posible* por la tabla de la 
página 509. 

o) cosh x — 1,25, c) senh x ~ 10. 

f>) eseb jc = — 0,75, d ) ctgh jc = —2,5, 


Demostrar cada úna de las fórmulas de los problemas 2 a 7 y comparar cada 
una con la fórmula correspondiente (si la hayj de (2) P (i), (,5) y (Ó) del 

Articulo 2. 


2, 1 — ctgh 2 tí — — csch 2 o. 

3* senh (u — tp) — senh u cosh iv — cosh o senh lp, 
cosh (p — uí) = cosh u cosh lo — senh lí senh lo, 

4. 

! tgh o tgh u} 


5* senh — = ^ 


J cosh^ - 1 _ cosb 0_ _ + ^/tósh v_±¿ 
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6. senh v + senh u> = 2 senh J4 (w + tt>) cosh 54 (o — vj) , 
cosh o + cosh w = 2 cosh }4(o + w) cosh J4 {o — w) . 


7. tgb 54 (o - w) = sen ^ ?- senh -^. 

cosh L? + cosh UT 

8. Demostrar que la ecuación de la catenaria (fíg. 262) puede escribirse 
y = a cosh 

o 

9. Resolver la ecuación diferencial — y = O en términos de funciones 

djc* y 

hiperbólicas, en el caso en que y = 3 cuando x — 0 y y = O cuando tgh x = %. 

Sol. y = 3 cosh je — 3<75 senh a:. 

10, Demostrar que sech {— x) = sech je. Trazar la gráfica y comprobar 
que lím sech a — 0. 

X - 

11, Demostrar que ctgh { — *) = — ctgh x. Trazar la gráfica y comprobar 
que lim ctgh x *= 1 ♦ 

12, Demostrar que csch (— x) — — csch x. Trazar la gráfica y comprobar 
que lim csch x = 0. 

■I" —^ co 


13, Demostrar que 

a) senh 3 u = 3 senh lí T 4 senh 3 u ; 

b ) cosh 3 u — 4 cosh 3 u — 3 cosh u. 


14. Demostrar que {senh j: cosh jc) 1 ' = senh nx + cosh njc. {n un nú¬ 

mero entero positivo cualquiera.) 

15, Demostrar que senh 2 x — senh 2 y = senh (jc T y) senh (jc — y)„ 


16. 


Simplificar 


cosh 2 u + cosh 4 u 
senh 2 u T senh 4 u 


So L ctgh {u + 2 v) . 


17, Las ecuaciones para métricas de ta tractriz pueden escribirse en la forma 


x = t — a tgh —, y = a sech ~ 

u a 

El parámetro es f r y a es una constante. Dibujar la curva cuando q — 4. 
{La tractriz es la curva en la que la longitud de U tangente (Art. 43} es cons¬ 
tante e igual a a. Véase la figura en el Capítulo XXVí.) 

1S, Resolver —^ — m- (y — nwt a )> 
dx £ 

Sol. y = A cosh nx +■ B senh nx + mx 2 4- — 

n 2 
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214. Derivadas. Las fórmulas de derivación (siendo v una fun¬ 
ción de x) son las siguientes : 


XXVII 

XXVIII 

XXIX 

XXX 

XXXI 

XXXII 


d dv 

K“ nh *' = COShPjj. 

d dv 

cosh v = senh v ^. 


d_ 

dx 

jl 

dx 

jl 

dx 


¿jtgh 

ctgh v — — csch 2 v ^ * 


, , «_ dv 

sech v = — sech v tgh i? ^ * 

- dv 

^ csch v = — csch v ctgh v ^ * 


dx 


Demostración de ]a fórmula XXVII. Según (A), 

senh v — ———-. 


Entonces, 


” senh v 
dx 


e v 



lf dv_ 

dx 


2 


e v + dv_ 

2 dx 


i dv 

= coshv Tx’ 

empleando (A). 

La fórmula XXVIII se demuestra de manera semejante. La de¬ 
mostración de XXIX es análoga a la que se dió en el Artículo 72 para 
la derivada de tg v. Para demostrar XXX, XXXI y XXXII, basta 
derivar las formas que se dieron en (1) del Artículo 211. Los detalles 
se dejan como ejercicios. 

215, Relaciones con la hipérbola equilátera. La curva cuyas 
ecuaciones paramétricas son 


(1) 


x = a cosh v , y = a senh v 
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es la hipérbola equilátera x 2 — y 2 — a*. En efecto, si eliminamos 
el parámetro v elevando al cuadrado y restando, tenemos 

x 2 — y- s= a 2 (cosh 2 v — senil® v) = a 2 . Según (B) 

La figura 1S6 muestra un sector hiperbólico limitado por el 
arco Api de (1) , el semieje transverso O A y el radio vector OPi * 
En Pi t v = vi < 

Teorema. El área del sector hiperbólico OAPi es Jo a a vi + 


y, 




Fig. 1S5 


Fíg. 1S6 


Demostración. Sean {q , fl) las coordenadas polares de un punto 
cualquiera del arco d/V Entonces el elemento de área (Av! _ 159j es 
dA = ] /i q 2 d0. 

Pero y® = z 2 + y 2 — á 2 (cosh 2 v + senh 2 v) , Empleando (1) 

Además, según (5) dd Artículo 3 f 


0 = are tg ~ = are tg (tgh y). 


Según (1) 


Luego 


dO 


sech 3 í' 


dv 1 -f tgh 2 v ' 

Según XXII, Art. 60, y XXIX 

Empleando (C) y (!) del Artículo 211, obtenemos 

de dv 

costo* v + senh 2 v 1 

rfd = M a 3 d*. 


y , por tanto , 
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Integrando, y teniendo en cuenta que v = 0 en A , se obtiene la 
fórmula que demuestra el teorema. 

Las ecuaciones paramétricas del círculo (fig. 1S5) son 

x = r eos l, y = r sen t . Art. 81 

En P i el parámetro t es igual a ti , y /i es la medida en radianes del 
ángulo central AOPi . Luego el área del sector circular AOPi es }4 r*ti . 

Sea r = a = 1. Entonces, en la figura 185 , para P (x, y ), ten¬ 
dremos 

x = eos t , y = sen t , f = área AOP. 

En la figura 186 , para P{x , t/), 

x = cosh v , 2/ = senh i;, 3^ v = área AOP. 

Según estas igualdades las funciones hiperbólicas tienen las mismas 
relaciones con la hipérbola equilátera que las funciones trigonométricas 
tienen con el círeulo. 


PROBLEMAS 

1. Demostrar que el elemento de longitud de arco de la catenaria 

y = o cosh — es ds - cosh — dx, 
a a 

2. En la catenaria del problema 1, demostrar que el radio de curvatura es 
igual a 

a 

Verificar los siguientes desarrollos de funciones por la serie de Maclaurin. y 
determinar para qué valores de la variable son convergentes. 

3 . senh * = x + TT + TT + • • • + TT 7 + • • • - 

12 II l Zn - 1 

Sol. Todos los valores. 

y2 y4 y 2/í- 

+ ... . 

Sol. Todos los valores. 


i. cosh * = 1+-^+-^ + ...+ — 


Verificar los siguientes desarrollos, empleando las series de los problemas 
3 y 4 y los métodos que se explicaron en el Artículo 195. 

5. sech x = 1 — Vi x 2 + x* - o x 6 + ... . 

6. tgh x - x — Yx x 3 -f ¡Ks x 5 - x 7 -h 


7. Estudiar la función 5 cosh .v + 4 senh x con respecto a valores máximos 
o mínimos. Sol. Valor mínimo. 3. 
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8* Estudiar la función A senh x + 5 co sh x con respecto a valores máxi¬ 
mos y mínimos. 

Sol. SÍ B 5 > A 1 *. unvalor máximo — \f B 2 — A' ¿ si B < 0. 

un valor mínimo + “n/ B a — A 2 si B > 0. 


9. Deducir las series de los problemas 3 y 4 de las series para e x y e~ z por 
adición y sustracción. (Emplear (A) y el Artículo 195.) 

10. Sea da = longitud del elemento de arco; sea Q = y/ x 2 + y 2 = radío 
vector de P( x t y) en el circulo O en la hipérbola equilátera (Art. 215), y 
tómense límites de integración para el arco APi en las figuras 185 y 186. Demos¬ 
trar que 

a) f — — fi para el círculo; 

J Q 

' da 


b) f — = vi para la hipérbola. 
J o 


11. Demostrar que lím (cosh x — senh x) = 0, 

12. Determinar el valor de cada una de las siguientes formas indetermi¬ 
nadas. 


^ . senh x 

a) Itm ——-— 

x —>0 x 


tgh x 


b) lím 

% —^0 x 


c) lím 


1 — cosh x 


13. Si tg <p = senh x* demostrar que — = sech x. 

dx 

14. Deducir el desarrollo 
are tg (senh x) = x — ™ x s + ^ x 5 


61 

5 Ü40 


x 7 -h ... . 


por integración, tal como en el Artículo 1%, em¬ 
pleando el resultado del problema 5. 

15. Demostrar los siguientes teoremas para 
la tractriz de la figura lS7 t cuyas ecuaciones son 

x — t — a tgh y — a sech L. 

a L a 

n) El parámetro t es igual al segmento que 
la tangente determina en el eje de las x. 

b) La constante a es igual a la longitud de 
la tangente (Art. 43) . 


SoL - 



Ftg. 187 


c) La e v o 1 u t a es la catenaria [i — a cosh—. 


d) El radío de curvatura PC es a senh —. 
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216, Funciones hiperbólicas inversas. La relación 

(1) y = senh v 
se escribe también 

(2) v = senh -1 y 

y se lee ( * íj es igual al seno hiperbólico inverso de y ’ \ * Luego 
senh v y senh -1 y son funciones inversas (Arfc. 39). La misma nota¬ 
ción y nomenclatura se emplean para las otras funciones hiperbólicas 
inversas : cosh -1 i) ( 1 coseno hiperbólico inverso de v 1} ) , etc. 

Las gráficas de las curvas 

(3 ) y = senh x, y — cosh x , y - tgh x 

se repiten por comodidad en las figuras 188, 189 y 190. Supóngase 
ahora que se da y. 

En la figura 188, vemos que y puede tener un valor cualquiera 
positivo o negativo, y que cada uno de ellos determina un solo 
valor de x. 



Y 


n 



PÍE. 189 


Fig. 190 


En la figura 139 , se ve que y puede tener cualquier valor positivo 
no menor que 1. A cada valor de y > 1, corresponden dos valores 
de x numéricamente iguales y de signos opuestos. 


* Algunos escriben = arg senh y** y leen "v es igual al argumento 

cuyo seno hiperbólico es y '"■ 
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En ta figura 190, vemos que y puede tener cualquier valor que sea 
menor que 1 en valor absoluto, y entonces queda determinado un 
valor de x. 

En resumen ; 

La función senh -1 v está determinada únicamente para cualquier 
valor de t>. Además, senil -1 (—£>) = — senh -1 v. 

La función cosh’ 1 v t cuando v > 1, tiene dos valores que difieren 
sólo en el signo. Además , cosh -1 1=0. 

La función tgh -1 u está determinada únicamente cuando ir < 1. 
Además, tgh' 1 (— v) = — tgh^ 1 y. 

En eí Artículo 210 se definieron las funciones hiperbólicas en tér¬ 
minos de funciones exponenciales. Las funciones hiperbólicas inversas 
pueden expresarse en términos de funciones logarítmicas. Las rela¬ 
ciones son: 

(F) senh- 1 * = ln U + vV + l). 

(Para cualquier valor de x) 

( G ) cosh” 1 x = ln (jr =t V x- - l). (rg l) 

(H) tgh - 1 x = Y¿ ln {x- < l) 

Demostración de (F)* Sea v = senh^ 1 z. Entonces 

(4) x = senh v = ——^—. Según [A] 

A fin de despejar i> de (4} f la escribiremos como sigue ; 

e v — -i- — 2 x = O, o é 2ü — 2 xe 11 — 1 = O 
e v ' 

Esta ecuación es de segundo grado en e u . Resolviendo, resulta 
e v == x ± V x 3 + 1 _ 

Puesto que e v es siempre positivo , hay que rechazar el signo nega¬ 
tivo delante del radical. En consecuencia, tomando logaritmos nepe- 
ríanos, tenemos (F ). 

Demostración de (G), Sea v — cosli’ 1 x. Entonces 

{5} x — cosh v — e , Según (A) 

Multiplicando por 2 e p y reduciendo, tenemos 
e 7t} — 2 xe v 4-1 = 0, 
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Resolviendo, 

e" = * ± \/ 1 1 - 1. 

Ambos valores deben retenerse. Tomando logaritmos, resulta (G). 

Demostración de (ff). Sea » — tgh -1 x. Entonces 

(6) x = tgb i> = ~ _ - . Según (C) 

Quitando el denominador y simplificando, el resultado es 

(x — 1) e" + (x -f-1) e= O. Luego «*’’ = 1 — - . 

1 — 3G 

Tomando logaritmos, tenemos (F). 

Ejemplo. Transformar 

(7) 5 cosh X + 4 senh x 

en la forma (C) cosh (jc 4- 0 ) , en donde C y a son constantes, y determi¬ 
nar C y (i. 

Solución. Según (£) de i A rt ¡culo 213 cenemos 

(8) C eosh (jc 4K a) = C cosh x cosh o 4~ C senh x senh 

Luego (7) cendra b forma deseada si C y a satisfacen las ecuaciones 

(9) C cosh a — 5, C seuh a = 4. 

Elevando a] cuadrado, restando y empleando (B) del Artículo 210, obtene¬ 
mos C 2 = 9. Entonces C — 4- 3. puesto que cosh a debe ser positivo. 

Además, par división, tgh a — %, Luego 

a = tgb^ 1 0,8 = ln 9. Según {//) 

Luego u = 1,099, y 

(10) 5 cosh jc4'^senhjc = 3 cosh (x 4- 1,099) . 

La gráfica de la función í cosh x -\- 4 senb x puede obtenerse en La gráfica 
de 3 cosh x trasladando el eje de las y al nuevo origen (LÜ99, 0) . (Compárese 
con el ejemplo!, pág, 478.) 

Cuando se da x f los valores de seuh “ 1 x, cosh “ 1 x o tgh “ 1 a; 
se pueden determinar por la tabla de la página 509 con no más de 
tres cifras exactas. Por ejemplo tomaremos , senil _ 1 0 ,25 = 0,247 , 
cosh -1 3 = ± 1,70. Para mayor exactitud ( F ) ? (G) o (F) 
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pueden emplearse si se tienen a la mano tablas de logaritmos nepe- 
ríanos. * 

217. Derivadas (continuación). Las fórmulas de derivación , sien¬ 
do v una función de x , son : 

dv 


XXXIII 


XXXIV 


XXXV 


u 1 tfX 

~r- senh “ 1 v = — --- 

dx V i^+l 


cosh “ 1 v = - -. 

dx V V- — 1 

dv 
dx 


(Para cualquier valor de y) 

dv 
dx 


tgh ~ y v = 


(ü> 1) 


(i> : < 1) 


Demostración de XXXIII. (Compárese con el Arfc. 75.) Sea 


entonces 


y = senh 1 v ; 
v = senh y. 


Derivando con respecto a y, según XXVII, 


luego 


dv . 
Ty =coshy, 


1 


dy ^_ 

dv cosh y ’ 


Según (C), Art. 39 


Puesto que v es una función de x , este valor puede sustituir en (A), 
Art. 38 , lo que da 

dy _ 1 dv _ 1 dr 

dx ~~ cosh 7/ dx V o 2 *f 1 dx ' 

[ cosh y ~ V senh 2 y 4-1 = \/ c' 2 -h 1 , según (B) . ] 

Las demostraciones de XXXIV y XXXV son semejantes. 


* Las Smithsonian Mathematical Tables, ''Hyperbolic Functions*' (1000), 
dan los valores de senh u, cosh u, tgh u y ctgh u con cinco cifras exactas. 
De estas tablas se pueden hallar los valores de las funciones inversas correspon¬ 
dientes con cinco cifras exactas. Las Mathemalical Tables and Formulas, de 
Carmichael y Smith (Ginn and Company. Boston, 1031) dan las funciones hiper¬ 
bólicas con cinco cifras exactas para argumentos de 0.00 hasta 3.00 y de ellas se 
pueden hallar con cuatro cifras exactas las funciones inversas menores que 3, 
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Otras fórmulas son las siguientes : 


(/) 

ctgh ~ 1 x — 

1 , X + l 

T ln x- i- 

(X 5 > l) 

ÍJ) 

sech ~ 1 * = 

"(rife- 1 )' 

(0 < I í 1) 

(K) 

csch ~ 1 * = 

'”(* W?+0- 

(x* > 0) 

XXXVI 

d , , 

di ctgh ’' 

dv 
~ dx 

v - , . . 

v z — l 

(v 1 > 1) 

XXXVII 

Tx sech “’ 

dv 
~ dx 

v - -—-- . 

v V 1 - v* 

(0 < v < 1) 

XXXVIII 

csch' 1 

ÜX 

dv 

dx 

v — , 

i 

[v* > o) 




Las demostraciones se piden m los problemas 5 a 8 que siguen. 


PROBLEMAS 

1* Demostrar que los dos valores de cosb -1 x en (G) difieren sólo en el 
signo. 

2. Trazar la gráfica de y - x /¿ senta" 1 x. Obtener de la figura los valores 
de y y y* para jv ~ 2. Sol. y - 0,72, y f - 0,2236. 

3* Demostrar XXXIII directamente, derivando (F) . 

i, Trazar la gráfica de cada una de las siguientes funciones, y obtener de la 
figura los valores de y y y f para el valor dado de x. 

a ) y = tosh _ 1 x: x — 2. 

b) y - tgli -1 x: x = — 0,75. 

5. Demostrar XXXIV y XXXV t 

0. Deducir (/) y XXXVI, 

7. Deducir (J) y XXXVII. 

Deducir (K ) y XXXVJÍL 


8 * 
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9» Deducir el desarrollo 

tgh-i x = +y+— 

por medie del Artículo 195* 

10* Dado que senh x — tg 0, Demostrar que 

ü) x — ln (sec $ + tg $) i b ) —= set 

dtp 

11* Demostrar que csch -1 v = senh -1 —. Deducir XXXVIII de XXXIJT 

O 

empleando esta relación* 

12. Calcular lim x cLgb -1 x. Sal « L 

SE =■ * 

13* Calcular lim x csch 1 x- 

x = * 

14* Deducir el desarrollo 

senil -1 .v = x - 1 x 3 + — — - ... . 

6 2 - 4 > 

15, Calcular lím (senh J x — la jt) . 5oA Ín2. 

x —^ « 

16* Demostrar que ctgh -1 v — tgh -1 -L„ sech - 1 l t = cosh 1 — , y veri- 

ú ü 

íicar XXXVI y XXXVII de estas relaciones. 


17, 


Demos trac 


que 



tgb a tg x __ _ sen il a _ 

stch n -J* scc jc I + cosh a eos x 


18* Trazar las gráficas de: j) y = ctgh -1 x ; b) y = sech- 1 xj 

r) y = csch -1 Xt empleando el teorema del problema 28 de la página 51 * 


218* Línea telegráfica. Supongamos que eu una línea telegráfica 
se ha establecido un c i régimen estacionario 1 r ele flujo de electricidad 
desde A , la extremidad transmisora , a B , la extremidad receptora , 
con aislamiento perfecto y fuga lineal uniforme. P es un punto inter¬ 
medio cualquiera. Es necesario considerar : 


J J ->* .I.-' j - ^ _P 

—4*—-- y -- 

Fíe. 191 

la fuerza electromotriz } f, e- m* (voltios), E Á en A, Eb en B , E en P; 
la intensidad de la corriente (amperios), I¿ en A } Ib en B, I en P; 
las constantes características a y n , cuyos valores dependen de la 
resistencia y la fuga lineales. Son números positivos 
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Sea i = AP. Entonces se demuestra en libros de electrotecnia que 
E e I son funciones de x tales que 


( 1 ) 


él! 

dx- 


- a'E = O , 


( 2 ) 


re al = 


dE 

dx 


Deseamos hallar la f . e. m. y la intensidad de la corriente en P. 
Son éstas 

(3) E — Ea cosh ai — rol a senh ai, 

E 

(4) I — Ia cosh otx — -r^ senh ax. 

ro 

Demostración, La solución general de (l) es (ver el ejemplo del 
Artículo 210. 


(5) E = A cosh ax + B senil ax. 

Sustituyendo en (2), se obtiene 

(0) t 0 I — — A senh ax — B cosh ax. 

Pero cuando x = 0 f E — E A , I = Ia . Luego 
A = Ea , B — —n I A , 

y (5) y (6) se con vierten en (3) y (4) respectivamente* 

Para ia solución en función de la f. e. m. y de la intensidad de la 
corriente en la extremidad receptora, véase el problema 2 de los que 
se dan a continuación. 


PROBLEMAS 

Todos los problemas se refieren a una linea telegráfica en un 'regimen esta¬ 
cionario*' T y L — AB. 

1* Si Ea = 200 voltios, L — 500 kilómetros, ro = 4000 ohmios, a — 0,0025 
c Ii f — Ü> hallar Ia y Eb- 

SoL Ia ~ 0,05 tgh 1 ,25 = 0,04238 amperios; 

E/¡ = 200 secb L25 - 105,3 voltios = 0,53 Ea . 

2. Si y — PB — distancia de P a la extremidad receptora, demostrar que 

E R 

E = Eb coüh ay 4- ro hí senh cty, ¡ — Ib cosh ay senh a y. 

ru 
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3, Si Ea = 200 voltios. 1a = 0,04 amperios, ro = 4000 ohmios y ct = 0,0025, 
demostrar que 

£ — 120 cosh (1,099 - 0-002? x) , /= 0.03 senh (1 ,099 - 0,0025 x) . 

(Véase el ejemplo del Artículo 216* Asi, £ tiende hada un valor mínimo de 
120 voltios, e 1 hacia cero, cuando x se aproxima a 439.0*) 

4* Supuesto £,4=160 voltios, Í4=0*05 amperios, r<i = 4QGÜ ohmios y 
(i = 0,0025, demostrar que 

£ = 120 senh {1,099 - 0,0025 x) . / = 0,03 cosh (1,099 - 0*0025 x ) - 

(Véase el ejemplo del Artículo 216. Así, £ tiende hada cero, e / disminuye a 
un valor mínimo de 0,03 amperios, cuando x se aproxima a 439*6+) 

j ¡3 / 

5* Demostrar que ■—- — a 3 / = 0* (Siendo así, £ e / son soluciones de la 
dx* 

misma ecuación diferencial lineal* que tiene la forma y tf — et 2 i/ = 0*) 

6* Si £ J i = roí*4* demostrara 

a) E - EAe~ a * t / = /je"’ 11 , siendo e la base de los logaritmos 

nepemnos: 

b) E — roí; 

c) E 0 cuando x se hace infinito. 

(Por ejemplo, sí ro = 4000, y si f. e* m. que se aplica en h extremidad 
transmisora de la línea es 4000 veces la intensidad de la corriente, entonces en 
cada punió de la línea la f. e, m. es 4 000 veces la intensidad de la corriente, y 
disminuye hacia cero cuando la longitud de la línea aumenta indefinidamente.) 

7. En el problema 6, demostrar que la fuerza electromotriz a la unidad de 
distancia de P a lo largo de la línea es igual a fe-' 1 , 

8* Demostrar: 

a) que si Ib- 0, entonces Ea=tq!a crgh uL. 

b) quesi££=0, entonces £.4= tqIa tgh a£, 


PROBLEMAS ADICIONALES 

Deducir las siguientes relaciones, 

1* Si Ea>t^1a 7 r = tgh- 1 ÍÍlLL, entonces 

Ea 

E - Ea sech r cosh (t — cuc), / -= 1a eseb r senh (r — u^) , 

2. Si EA<r Q lA y t = tgh “ 1 -^L, entonces 

ral A 

E = Ea csch r senh (t — ax) , I ~ Ia sech r cosh (r — ux) , 
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219. Integrales. A continuación se da una lista de integrales 
elementales que implican funciones hiperbólicas, suplementaria a la 
del Artículo 12S. 


(24) 

j senh v dv = cosh v + C. 

(25) 

J cosh v dv = senh v + C> 

(26) 

^ tgh v dv — ln cosh v + C, 

(27) 

ctgh v dv = in senh v + C. 

(28) 

^ sech s v dv — tgh v + C . 

(29) 

csch 2 v dv = — ctgh ii+C. 

(30) 

^sech v tgh v dv = — sech v 

(31) 

i csch v ctgh v dv = — csch i 


Las demostraciones se deducen inmediatamente de las fórmulas 
XXVIII a XXXII (Art. 214), con excepción de las relativas a las 
fórmulas (26) y (27). Para demostrar (26), tenemos 


^tgh v dv = ^ 

’S 


senh v 
cosh v 

d (cosh v) 


cosh v 

La demostración de (27) es semejante. 

EJEMPLO. Deducir las fórmulas 

(1) j sedi o dv = are ig (senb v) 4- C 

fcsch v dü = ln tgh ^ + C- 


dv según (C) 

ln cosh u + C . 


( 2 ) 
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Solución. Puesto que 
sech v — 


1 


eosh v 


co$h o 


cosh lí cosh 2 v l 4 senh 2 v 


según (5) 


tenemos j secb v dü = f ^ ^ — f- 

J J j scn h 2 o J 1 J-seah^ v 

— J'í/tarc tg (sénh tí) ] = are tg (senh u) 4 C. 

Para deducir (2) , tenemos (compárese con lo dado en el Artículo !3I) 

csch « = «Ch tí £££|Li±5í!>L£ 
eseb t>4ctgh lí 

_ tsth* ü + eseb v ctgb ü 
ctgh v Hr csch lí 

f«ch f- «=«h» a - «ch V ctgh v dü 

J J ctgb lí eseb ií 

= _ r d (ctgh y + csch o) 

* ctgh v + csch l; 

= — In (ctgh lí -j- csch lí) + C 


d (senh u) 


= — In ( cos j 1 L -1-+ C según (I) . Art, 211 

\senb o senh v/ 

= - In (cosb u + I) + In senh l> + C - ln s * nl) ü + C 

cosh lí 4 I 

- In tgh —. + C. Según <9J, Art. 2)3 


PROBLEMAS 

Verificar las siguientes integraciones: 

1 ♦ j senb 3 i; dv — \4 senh 2 v — ü v 4 C, 

2. | cosh 2 v dv = ¡4 senh 2 v + % o 4 C. 

3, j tgh 2 tí dü = lí — tgh o 4 C. 

■1. J ctgh 2 lí dv = o — ctgh v 4 C. 

5, f senh 9 v dv = cosh 3 v — cosb y f C, 

j cosh 3 lí dií — Y* senh 3 l? 4 senh i ! 4C. 


6 . 
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7* J tgh 3 v dv — In cosh u — Yt tgh 2 v + C. 

S» I" tgh 4 v dv ~ v — tgh v — % tgh 3 v + C, 

9* j csch 3 u dv — — Vi cseh v ctgh v — Vi ln tgh y + C, 

10. J" a' senh x dx = x cosía x — senh x + C. 

11. j' eos x senh x dx = H (eos x cosh x -r sen x senh x) + C. 

12. f senh (rax) senh (nx) — — — !- [m senh (nx) cosh (mx) 

d — n ¿ 

— n cosh (nx) senh (rox) ] + C. 


Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales. 


13. 

J* senh 4 x dx. 

17. 

j x 2 cosh x dx. 

14. 

J* sech 1 2 x dx. 

18. 

^ e* senh x dx. 

15. 

j sen x cosh x dx. 

19, 

j e a£ cosh x dx 

16. 

( x cosh x dx. 




Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales empleando la 
sustitución hiperbólica indicada. (Compárese con lo dicho en el Articulo 135.) 


20 . 


21 . 


22 . 


jv..- 

r du 

J (a 2 - u 2 ) 3/Í ’ 


4 dx; x — 2 cosh u, 

Sol. VíxV~^~ 
u — tí tgh z. 


4 “ 2 cosh -1 Yi x + C, 


(x + 2 ) dx 


x ~2 senh z — L 


+ 2 x + 5 

23. El arco de la catenaria y — a cosh 


desde (0, a) hasta (x, y) gira 


alrededor del eje de las y. Empleando funciones hiperbólicas, hallar el área de 
la superficie curva que se engendra. 

24, Hallar el centro de gravedad del sector hiperbólico OAPi de la fíg. 186. 

(Compárese con el problema 12 de la página 411.) 

n . — 2 senh vt - _ 2 cosh vi — 1 

o oí * x i= a --, y — -x* a -—- 

3 Vi 3 Ox 
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220 * Integrales (continuación). De las fórmulas XXXIII a 
XXXVIII (Art. 217) podemos deducir integrales. Algunas de éstas 
ya las hemos encontrado en el Artículo 128. Ahora podernos expresar 
sus valores en términos de funciones hiperbólicas inversas. 


(32) 

r' dv 

_ 

senh 

-> JL 

+ c. 


cualquier 

valor) 

/ V v 2 + a~ 




a 






(33} 

f * 


cosh 

-i JL 

+ C. 




(* = *) 

) V y- — Q- 




a 




(34) 

r-A-.. ■ 

1 

teh “ 

1 — + c. 



(^ ; 

* < a 2 ) 


) a- — v~ 

a 







(35) 

r dv 

) v' 1 — a 2 

— - 

1 

a 

ctgh - 1 ■ 

i+c. 

a 



(* 

> a 1 ) 

(36) 

r dv 

) v V a’— tí 


— 

1 

a 

sech 

- 1 —+ c. 

a 



(0 < 

v < a) 

(37) 

r dv 

= 


J_ 

csch 

- 1 — + c. 

(® 

cualquier 

valor) 

fe. 

/ v V v 2 + a 2 



a 


a 





(38) ^ 

V v ¿ + a- 

dv 


V 

2 

V 7 V a 

+ CÍ + T 

senh _ 1 

y 

£2 

+ c. 


(39) ^ 

\/ v ¿ — a- 

dv 


JL 

2 

V v" 

1 

& 

iJ 

i 

cosh _ 1 

u 

a 

+ c. 



En (33) y (39) debe emplearse el valor positivo del coseno hiper¬ 
bólico inverso , y en (36) el valor positivo de la secante hiperbólica 
inversa. 

Demostraciones de (32) y (33). En (F) (Art. 216) hagamos 

x =• —. Entonces 
a 

senil “ 1 — = In (- + \/-^r + 1 J = In (u + V v* + d ¿ ) - !n a , 
Luego 

(1) In U + V ü* I- d l ) = senh ~ í ~ + In a , 

a 

I)p la misma manera, de ( G ) obtenemos 

(2) In + V ü 7 — a 2 ) = cosh _ 1 -y + (n a . 
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Sustituyendo estos resultados en el segundo miembro de ( 21 ) del 
Artículo 12S j obtenemos (32) y (33), 


Demostraciones de (34) y (35), En {H) hagamos x 


tonces 

(3) 



a + i 1 
a — v 


- tgh“ 


t JL 

a 



Por consiguiente } (34) se deduce de (3) y (19 o) del Artículo 128. 
De la misma manera r de (/) del Artículo 217 y (19) del Artícu¬ 
lo 128 j obtenemos (35). 


[En (IR), = 

L v a 


In íL±*.l 

V — a J 


Demostración de (36). Puesto que 

/ , v -4~) 

/ JL „ ech - i JL\ _ g W _ do _ _ 

( o a) v j 

según XXXVII 

tenemos C - -7 - L — — ~ sech 1 — si se elige el signo positivo 
J v V a 2 - d a a 

delante del radical. 

La demostración de (37) es semejante. Las fórmulas (38) y (39) 
se deducen de (23), del Artículo 128, empleando (1) y (2). 


Observación. Puesto que 

ctgh ’ 1 — = tgh~ ] JL ( sech^ 1 — — cosh^ 1 csch -1 — = $enb’ 1 , 

a v a v a o 

las i alégrales (35) a (37) pueden igualmente expresarse en términos de las / un¬ 
ciones que más convengan para el empleo de la Labia dd Articulo 212. 


EjEMPLÜ. Deducirla fórmula (37) por medio de la sustitución v=a esch 2 . 
(Compárese con lo dicho en el Articulo 135.) 

Solución. Tenemos 


Además t 


■y/ v z + a 2 = y/ a z tích 2 ¿ + íí ¿ — a ctgh z~ Según (2) , Art. 211 
dv = - a eseb z ctgh i dz> Según XXXII 


T dv ~ u esch z ctgh z dz _ I • _l r* 

Luego 1 - —; a — |-“——'——r- 

Jl’V + J a 1 


e se b 2 ■ a ctgh z 


Y puesto que z — eseb -1 L., tenemos (37). 

a 
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PROBLEMAS 


53 1 


1* En la figura 192. la curva es la hipérbola equilátera x- — y 3 — a 
Empleando lo dicho en el Artículo 142, demos¬ 
trar que si x = a cosh v es 

a) área AMP 

= triángulo OMP — ^ a~ cosh ~ 1 — : 

2 a 

b) sector GAP 

= — c a cosh -1 — = — a*r?. 

2 ü 2 

(Asi tenemos otra demostración del teorema del 
Articulo 215.) 

2. Deducir, por integración, cada una de las 
siguientes series de potencias ( ArL. 196) . 



Fig, 192 


a) tgh ^ 1 * - * + -L -b -L a -g -h ■ * * + — ” - + ■ ■ ■ 

3 7 2 n “ 1 

,, _ u-i i x 3 , 1 ■ 3 1 . 3 , 5 jc 7 _l 

b) se n h 1 „r — a- — — “ + -— — -—-—— — ~p ... 

2 3 2-4 5 Z » 4 > o / 

Verificar las siguientes integraciones: 

J'senb -1 x dx = x senb _1 x — 1 + x* + C. 

4. f tgh^ 1 x dx. 5. fx cosh -1 x dx* 


(**< 1 ) 
(x* < i) 


Calcular, empleando fundones hiperbólicas las siguientes integrales: 
dx 


. J 


%/ ló * 2 + 9 


f * f 25 —4 je 3 ' 8 ‘ X ^ *' ifjí ' 


9. En la parábola x 2 - 4 y, hallar la longitud del arco desde (0. 0) a 
(4. 4) , empleando funciones hiperbólicas. 

Sol. Vüi + senil-' 2 = 5,92. 

10. Hallar el área de la superficie limitada par la catenaria y = a cosh i- y la 

a 

recta y — 2 a* 


11* La aceleración hacia abajo a de un cuerpo que cae viene dada por la 
fórmula a - v 2 , y ¡/ = 0. s = 0. cuando r = 0. Hallar v y s. 

Sol* v — y/ I9 f 6 tgh V^4,9f* s — 2 ln cosh -\/ 4*9 f, 
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221. El gudermaniano. La función are tg (senil v) , que se pré¬ 
senla frecuentemente en matemáticas (verbigracia en ( 1 ) del ejemplo 
del Artículo 219), se llama el gudermaniano * de v. El símbolo es gd v , 
que se lee ' ‘ el gudermaniano de v ” . Así, 

( 1 ) gd v = are tg (senh v ), 

La derivada es 

d dv 

XXXIX gd V - sech 

suponiendo que v sea una función de x. 

Demostración. Derivando (1), obtenemos 


y 


Pero 


Entonces 


A i _ cosh v 
dv V ^ 1 + senlr v 

I + senh 2 v = eosh 2 v , 

1 


cosh V 


- sech v , 


d . , dv 

^6,1». sed,,,-. 


Según XXII y XXVII 
según (I?) 
Según ( 1 ) r Art. 211 

Según (A), Art, 38 


De la definición (1) y del Artículo 77 > tenemos 

( 2 ) gd ( 0 ) = O; gd (- v) - -gda; 

gd (+ 00 ) - l /i K ; gd (— c*3) = — J4 JT ■ 

Cuando v aumenta, gd v aumenta (puesto que sech v > U ) , Su 
valor queda comprendido entre — 1 /2 jt y +JÍ k. 

Algunos valores se dan en la tabla adjunta. 

Según ( 1 ) del Artículo 210, 


( 40 ) 


sech v dv — gd v + C, 


A fin de hallar la función inversa (Art. 30), 
hagamos 

(3) = are tg (senh u) , (—54 Jt < h) 
y despejemos a v , Ei resultado es 

(4) v = senil ~ 1 (tg <M. 


ií 

gd o 

0,5 

0,480 

1,0 

CU64 

M 

1.112 

2,0 

1.302 

2,5 

1,407 

3.0 

1,471 

3,5 

j, 510 

4,0 

1,514 

4.5 

1,540 

5,0 

1,557 


Ahi llamada dct nombre del matemático Gudetmarm. Sus trabajos se 
publicaran en 1&30. 
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Según (3) tenemos tg <£ = sentí ü, Y puesto que, según (B ), 
cosb 2 v = 1 + sentí 2 v , resulta que las fun¬ 
ciones trigonométricas de <t> f cuando v > O , 
se deducen del triángulo rectángulo de la 
figura 193. Así, sen es igual a tgh v , 
y eos 4> es igual a sech v t etc. 

La función inversa * (4) puede escri¬ 
birse 

(5) v = In (sec 4> + tg 4>). 

Demostración. Basta sustituir en (E) del Artículo 216, el valor 
de x por tg <t> , y observar que 1 + tg- es igual a sec 2 9 , según (2) 
del Artículo 2. 

Recíprocamente, dada (5) , entonces 9 = gd v. 

Demostración. Escribiendo (5) cu términos de exponenciales, se 
obtiene ; 

sec 4> + tg 4 = e" , o sea, tg 4 — e v = — sec 4> . 

Elevando al cuadrado ambos miembros ? sustituyendo sec 2 4> por 
su igual 1 + tg 2 4» y reduciendo } resulta 

— 2 tg e* + e 2v = 1 . 

Despejando tg <f >, obtenemos 

_ g-W 

tg — senh y. Según (A) 

Luego, 4> = are tg (senil v) = gd v, 

como se quería demostrar, 

EJEMPLO, En la tractriz 
(figura 104) sean 

a = longitud de la tangente PT 
(constante por definición) ; 

t = abscisa en el origen de la 
tangente; 

<p = ángulo que forman la tan¬ 
gente, orientada hacia arriba, y el 
eje de las y ; 

0 = 0 cuando t — O, 

Entonces B (G, a) está sobre 
la curva. 

Demostrar 

(O) <t> = gd (-^-)- 




Algunos autores emplean el símbolo gd J 1 <p {v *= gd _ 1 <p) . 
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Demostración. Cuando se da t, el valor de 0 queda determinado. Luego 0 
es una función de í. Sean t -(- Ar (- 0T f ) y 0 + A<p, respectivamente, los 
valores de t y 0 para la tangente en un punto £?, próximo a P. Trácese TU 
perpendicular a QTL Sea S el pumo de intersección de las tangentes en P y Q. 
Entonces, en los triángulos rectángulos UTT* y STU, tenemos 

TU = TT ' coa UTT f y TU = TS sen TSU* 

Luego 

TT f eos I/TT' - TS sen TSLL 

Pero ángulo UTT f = 0 + A$* ángulo T5Í/ - Atf, TT f = Aí. Luego, 
At eos (0 + A<p) = TS sen A^>. 

Hágase mover Q a lo largo de la curva hacia P> entonces A0 —> Ü. En tal 
caso Ar y \0 son infinitésimos. Además, S se aproxima a P. y TS —'? a. 
Luego, según el teorema del Artículo9S y {) del Artículo 6S ( tenemos 

dr eos 0 — a d$. o sea, d ~ - sec 0 d0. 

a 

Integrando, y recordando que 0 *= 0 cuando t ~ 0. obtenemos 

— = ln (sec 0 4- tg 0 ) . 
a 

Luego* según (5), 0 — gd [ — 

V a 

como se quería demostrar. 


PROBLEMAS 


1, La figura 19Í muestra el cítenlo jc a -j- y 2 = I y la hipérbola equilátera 
X 2 — y 3 — 1 en el primer cuadrante. Desde M, pie de la ordenada MP de un 
punto cualquiera P de la hipérbola, se traza MT tangente al círculo. Sea 
Jí c 1 = área del sector hiperbólico OAP (Art. 215), y 0 — ángulo AQT* 
Demostrar que 0 = gd o. 




2* Demostrar: a) gd v *= 2 are fcg eü — $4 ji; 

ó) ^senh t> tgh o dv — senh v — gd o + C. 

3* Tra/ar la gráfica de y — gd x, Calcular y y y* cuando x — L Véase la 
figura 196* 5oL y = G,8ó T y f — 0,65. 
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4, En la figura 194. si P es el punto (x, y) , demostrar que 

x = t - a sen y = a eos 

De éstas y (ó) deducir las ecuaciones para métricas 

x = t — a ígb —* y = a scch -L 
a ú 

de la tractriz. Hallar también la ecuación rectangular. 

5. Deducir f secb 3 v do — J4 secb u tgb v + }A gd o + C. 


6. Si la longitud de la tangente de una curva (Art* 43) es constante í = a) ! 

d u y 

á) Demostrar que -r- = — ' 

d * V u* ~ y* 

b) Integrar por medio de U sustitución hiperbólica y = a secb l — y con la 

a 

condición de que x = O cuando í = 0 T y de este modo deducir las ecuaciones de 
la tractriz que se dieron en el problema 4 

7. Determinar por derivación él valor de cada uno de los limites siguientes: 

a) lint « d * ~ 5 ; b ) lím « d * 

x* t —>0 x & 

So/, a) - ]4< A) Vio* 


8, Empleando d desarrollo del problema 14 dil Articulo 2 ] J, tenemos 


gd x — v — — x 3 -4- — x® ~ 4 i. 

6 b ' 24 Í040 + 


Calcular el valor de gd O t 5 con cuatro decimales. So/. 0,4804. 

9. La fórmula (?) del Artículo 221 L, puede escribirse 
t>=lntg^i;r + i-0^ 

Demostrar esta igualdad sirviéndole de (2). (4) y (5) del Articulo 2. 


222. Carta de Mercator. La figura 197 muestra una porción 
(un octavo) de una esfera que representa la Tierra Están indi¬ 
cados el Pulo Norte, N f el Ecuador, EF t y la longitud, y 
latitud, <£i , del punto P\, El punto Q , de longitud &i H- A0 y lati¬ 
tud + A<£ , es un segundo punto cercano a Pi, en la curva PiQV. 
Los meridianos y paralelos correspondientes a P\ y Q forman el 
cuadrilátero Pi SQR . Vamos ahora a calcular los arcos circulares 
RQ y PiR. 
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Puesto que O es el centro de los arcos iguales RQ y PiS, cada 
uno con ángulo central A</>, tenemos 

(1) arco RQ = arco Pi S = a . 

Puesto que C es el centro del arco PiR, cuyo ángulo central 


es \& y tenemos arco Pi R — CPi - A0 



. Pero en el triángulo rectángulo 
OP\C {ángulo recto en C), 
CPi = a eos . Por tanto , 

arco PiR = a eos A<9. 

La recta PiR* es tangente 
en Pi al paralelo Pi R . La rec¬ 
ta P\T es tangente * en Pi a la 
curva PiQV. El ángulo en Pi 
que forman la curva y el paralelo 
es el ángulo R’PiT. Entonces, 

(2) |gSW=íee*i^j 

determinándose el valor de la 
derivada de la ecuación 

( 3 ) • =/(+) 


que deben satisfacer la latitud y la longitud de cada punto de la 
curva PiQVL 


Demostración de 
Artículo 9S, que 

(4) 


(2). Se puede demostrar * 
arco RQ 


tg R Pi T = lím 


i\ ^o arco í i R 


por 


el teorema del 


Sustituyendo los valores de (1), obtenemos (2) . 

En la carta de Mercator *** el punto de latitud <l> y longitud O se 
representa por el punto (#, y) tal que 

(5) x = 6 7 y = lo (sec 4> + tg <f>), 


* Definida, como en el Artículo 28, como la posición límite de la secante 
P\Q cuando Q se aproxima a P j a lü largo di! la curva P; QV. 

Los detalles se indican en el problema adicional 1 del final del capítulo* 
Observes* que el arco RQ y el arco Pi R son, respectivamente, el opuesto y 
el adyacente al ángulo Pi del triangulo curvilíneo P f RQ< 

*** El famoso cartógrafo Gcrhard Kremer (IÍ12-1594), más conocido por 
Gerardos Mercator, publicó su carta del Mundo en el año J5G9* 
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o sea t inversamente , 

(6) O = x t = gd y t según el Artículo 221 

Bu (5) y (6) O y $ se expresan en radianes. Los meridianos 
(& = constante) se representan en la carta por rectas paralelas al ojo 
de las y , los paralelos (</> = constante) por rectas paralelas al eje de 
las £. La curva (3) viene dada por las ecuaciones paramétricas 

(7) x = /(£), y = In (sec + tg <#>). 

Teorema* El ángulo gue forman en ¡a esfera una curva y un paralelo 
se conserva en los mapas Mercaíor *. 


Demostración. Sea (xt , yt) el punto de (7) en donde — 4i . 
En el mapa el paralelo viene a ser la recta y = yt * Por consiguiente, 
tenemos que demostrar que la curva (7) es tal que 


(S) 



De (7) y (3) obtenemos 


dy 

d4> 


sec</> > 


Empleando (2) 


Entonces, según {A) del Artículo SI y (C) del Artículo 39 se 
deduce (S), como ee quería demostrar . 

Corolarios importantes ; 

Cor . I. El ángulo formado por dos curvas PtQR y PiQ f R f en 
un punto P» de la esfera, es igual al ángulo formado por las curvas 
correspondientes en la carta en el punto (n, y \). Por tanto, en la 
carta Mércate, los ángulos quedan inalterados. 

CV // Una recta con pendiente tg a en la carta corresponde a 
vina curva en la esfera que corta todos los parálelos bajo el mismo 
ángulo a. Esta curva se llama, una línea de rumbo o línea loxodrómica . 

A lo largo de una loxodrómica se tiene : 

(9) = gd (O tg a + 6). 

Esto se sigue de (6) y y = x t.g a + h. Un buque que sigue siempre 
la misma dirección navega a lo largo de una loxodrómica. En las 
ecuaciones (5), O y, por consiguiente, x tienen valores desde — 
hasta + jí inclusive. Por otra parte, y puede tener cualquier valor 
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(Art. 221). Por tanto , toda la superficie terrestre se representa en la 
zona del plano xy determinada por las rectas = — jt y x = 4- n 
Pero la carta no comprende a los polos, puesto que esto necesitaría una 
dimensión infinita. 

Por medio Je la tabla del Articulo 221 podemos bailar la latitud, en grados, 
de los paralelos que se representan en la carta por las rectas y = constante. 

y 0 0,5 LO US 2 3 4 5 

lat. O 47 27° 31' 49 q 3ó> 64° SV 74 a 35' 84° 18' 87* 54' m° 14' 

Una linea de rumbo larga se representa en la carta por una serie de segmentos 

paralelos tales como AA i* BE t , CCi, etc., 
(fig. 108), en donde Mi, Cfíi, etc,, son 
paralelas aí eje de las .r. La representación 
es ''conforme''; es decir, que se conserva la 
forma de las superficies pequeñas. Esto se 
sigue del corolario 1. Por ejemplo, una figu¬ 
ra triangular en la superficie terrestre, limi¬ 
tada por líneas de rumbo, será un triángulo 
en Ja carta, * y los ángulos correspondientes 
en las dos figuras serán iguales. Pero la 
deformación que sufre la proyección de una 
parle de la superficie terrestre en la carta 
depende de su distancia del Ecuador. EJ pro¬ 
blema 4. de la página 542. pone esto de man i' 
f¡esto. 

223. Relaciones entre las funciones trigonométricas y las hiper¬ 
bólicas, Supongamos que el exponente v de la función exponencial e v 
sea un número complejo x 4 iy (x y y mi mero reales } i = V — l) . 
Entonces asentamos como definición 

(1) — e x e iv — e* (eos y + i sen y ). 

Si x — O (Art, 206), tenemos 

(2) e ih = eos y + i sen y . 

Cambíese y en — y . Entonces (2) se convierte en 

(3) e ~ = eos y — i sen y . 


* Las rectas x — — n y x — 4 Jí representan el mismo meridiano 
(TH[T W o 180° E) . Se supone que el meridiano x = 4 n no corta el trián¬ 
gulo curvilíneo. En la figura Al y B representan el mismo punto de la 
Tierra, igualmente ¿í i y C. 
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Resolviendo (2) y (3) con respecto a son y y eos y , se obtiene : 


(4) 


sen y 


e iy 


- g~ fr 

2 i 


eos i/ = 


e iv 4- e~ iv 
2 


Así j el seno y el coseno de una variable real se expresan en térmi¬ 
nos de funciones exponenciales con exponentes imaginarios. 

I^as fórmulas (4) y (A) sugieren definiciones de las funciones que 
en ellas intervienen para el caso en que !a variable es un número 
complejo cualquiera z . Estas definiciones son : 

e* + e~ u 

(5) sen 2 =- 2 i - , eos z — 2 ~ * 


senh z = 



cosh z — 


e ¿ + e * 

2 


Las otras funciones trigonométricas e hiperbólicas de z se definen 
por las mismas razones que se emplean cuando la variable es un 
número real. 

De (5) podemos demostrar las siguientes fórmulas : 

(L) senh iz = i sen z, cosh iz = eos z» 


senb 12 — 


£lZ — \z 


= i sen z, empleando (?) f etc. 


De (L), por división , obtenemos 


(6) tgh iz = i tg z . 

La semejanza de muchas fórmulas de este capítulo con otras relati- 
vas a funciones trigonométricas se explica por las relaciones (L) y (6) 
(véase el ejemplo 2) * Los segundos miembros de (5) se pueden expre¬ 
sar como números complejos cuyas partes reales y coeficientes de i en 
las partes imaginarias contienen sólo funciones trigonométricas e hiper¬ 
bólicas do variables reales. Esto aparece en el ejemplo 1, 


Ejemplo 1. Deducir la fórmula 

(?) senh (x + ry) — senh x eos y + i cosh x sen y. 

Solución, Según (?) , si 2 = x 4* íy, cenemos 


(8) senh (x 4- iy) = 

< 9 ) 


í ? í+w — p-x-iy 


_ e x ( eos y + i sen y ) — e~ x (eos y — i sen y) 

2 


Según (l) 
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Según (I), Art. 210* si v = x, tenemos 

é* ~ cosh x + sentí x, — cosh x — senh x. 

Sustituir estos valores en (9) y reducir. El resultado es (7) ♦ 

Cambiando í en — i, (7) se convierte en 

senh (a: — iy) = senh x eos y — i cosh x sen y. 

Conviene fijarse en la forma ele! segundo miembro aquí y en (7) . 

EJEMPLO 2* Demostrar directamente por medio de (5) las relaciones 

sen- z + cos £ z ~ 1, cosh 2 z — senh 3 z = L 

Solución. Los detalles son los mismos que en la demostración de ( B ) del 
Artículo 21ÍL 

La primera relación puede deducirse de la segunda como sigue: 

Sea 2 — io. Entonces cosh 2 íl t “ senh 2 it; = L Pero, según (L) P cosh iv = eos v* 
senh w = i sen v. Luego eos 2 u +sen 2 o — L 

PROBLEMAS 


1, Empleando diferencíales, demostrar que en la carta de Mcrcator la distan¬ 
cia entre sí de las lincas paralelas al eje de las x, que representan los paralelos 

de latitudes 0¡ y 0Í + A0, varía como sec 0i* 

2* A lo largo de una loxodrómica <*> = gd (B rg a + b) ■ Demostrar por 

derivación que te a = sec 0 —♦ 

dQ 

3. En la esfera, la altura h de la zona limitada por los paralelos 

0 — 02 , 4 } = <tn (02 > 0i) es u(sen 0a — sen 0j) (véase la figura 197), Si 

los paralelos correspondientes en la carta son y = y 2 , y — y ir demostrar las 
siguientes igualdades: 

a) h — a (tgh y 2 — tgh y t ) ; 

ó) dy — — sec 2 0 1 dh. si 02 = 01 + d0- 
a 

4. Empleando (£>) del problema 3, demostrar que zonas ¡guales de pequeña 
altura cuyas bases inferiores son paralelos de latitudes 0. 3CE. 45°, 60° se con¬ 
vierten en la carta, respectivamente, en rectángulos cuyas áreas están cu la razón 
3:4:0:12* (El área de una zona es el producto de su altura por la circunfe¬ 
rencia de un círculo máximo.) 

5. Describir la dirección de una curva sobre la esfera: 

a) si ^=Q; 
dd 

ó) $i ^ se hace infinito. 
d& 
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G. Deducir cada una de las siguientes fórmulas por el método que se empleó 
en el ejemplo ilustrativo l. 

íi) cosh (x + ¡y) = cosh x eos y -j- i senh x sen y; 

h) sen {x -J- i y) = sen x cosh y + i cos x senh y; 

c) eos (x + rtf) — eos .v cosh y — i sen X senh y. 

Según éstas escribir los valores de cosh {jr — ty) , sen (x — iy } . eos (x — iy) . 

7, Demostrar que 

a) senh 4™- * “ i cosh x ; 

b) cosh ^e" -í. * je^ = ± í senh x. 

$, Determinar con dos decimales el valor de cada una de las siguientes 
expresiones: 

a) senh (1,5 + i ) l 6) cosh (l — i ) ; 

c) eos (0,8 + 0,5 i) ; d) sen (0,5 + 0,8 i) . 

Sol. a) Uf+l^SÍ: c) 0,78 — 0,37 í. 


PROBLEMAS ADICIONALES 


1* En la figura 107 se traza PiAfi perpendicular a CR P y por consi¬ 
guiente. perpendicular al plano del meridiano NQR. Entonces el triángulo 
PiQMi es un triángulo rectángulo (la cuerda PiQ no está trazada), y por 

lo tanto, tg MiPiO — ~rr- Cuando AS —^0. la recia PiMj (prolongada) 

Pi Mi 

se aproxima a la tangente PiR f r y el ángulo 
M i PiQ tiende hada el ángulo R f Pi T. Por 
tanto, 

M iG 


CIO) 


rg R'P iT — 1 ím 


Atf —Pi M ¡ 



Compárese con (4) del Articulo 222, y demos¬ 
tra t qué 

o) lím — P i 1 (véase fig. ; 

arco P i SI 

l )) lím - — = í (véase fig. 200. 

M -^0 ^rco RQ 

que muestra el plano del meridiano NQR) . En 
el triángulo MiQR, demostrar que MtR es un 
infinitésimo de orden superior a QR cuando 
Aéf y A^ son dd mismo orden (Art. c d) . En¬ 
tonces véase el problema en la página 178. 

Empleando ( a } y (h) y e! teorema del Articu¬ 
lo 93. la fórmula (Í0) se Convierte en (4) del 
Artículo 222. 


Fig. 1 ^0 
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2« Si es el elemento de la longitud de arco para una curva sobre la 
esfera representada en la figura 197, demostrar que dsi 2 = a 2 (d^-b eos 2 <P dfl 2 ) - 

(En !a figura 197 (cuerda PiQ) 2 = Pi Mi ¡ + MiQ 2 , y lím a rc0 p í q^' 2=1 M 

3, Si ds es la diferencial del arco de una curva en la carta de Mercator* 
demostrar que ds 2 = sec 2 tp (d<p 2 + eos 2 <p d¿? 2 ) , (Comparando con el proble¬ 
ma 1, tenemos ds i 2 = a 2 eos 2 <p ds *.) 

4, Hallar la longitud de una loxodrómica entre puntos cuya diferencia de 

latitud es A <p^ Sol. a esc a A0, (a = radio de la Tietra.) 

5, Demostrar que las cuarto primeras fórmulas de (4) del Artículo 2, y 
( D } y (¿O del Articulo 213, son válidas cuando x t y, v, u> se sustituyen por 
números complejos, (Emplear las definiciones (5),) 

6, Demostrar las fórmulas del problema ó f pág. 541, empleando los resul¬ 
tados del problema adicional 5 y la fórmula (L) , 

_ , senb 2 x + r sen 2 y 

7, Demostrar que rgh (* + ¡y) = cosh 2 * + eos 2 y ' 

8, Del resultado del problema anterior deducirla fórmula para tg (x + it/)- 
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DERIVADAS PARCIALES 


224 P Funciones de dos o más variables* Continuidad* Los capí¬ 
tulos anteriores se han consagrado a las aplicaciones del Cálculo dife¬ 
rencial e integral a funciones de una variable. Ahora nos ocuparemos 
de las funciones de más de una variable. Algunas fórmulas de las 
matemáticas elementales suministran ejemplos sencillos de tales fun¬ 
ciones* Así, en la fórmula para el volumen v de un cilindro circular 
recto p 

(í) v = 7z$*y t 

v es una fundón de las dos variables independientes x ( = radio) y 
y (= altura). Asimismo, en la fórmula para el área u de un trián¬ 
gulo plano oblicuángulo , 

(2) u — ¡4 xy sen a ^ 

u es una función de las tres variables independientes x , y y a , que 
representan, respectivamente, dos lados y el ángulo comprendido. 

Evidentemente, tanto en (1) como en (2) f los valores que pueden 
asignarse a las variables en el segundo miembro son enteramente 
independientes el uno del otro. 

La relación 

(3) z = f(x, y) 

puede representarse gráficamente por una superficie , el lugar geomé¬ 
trico de la ecuación (3 ), que se obtiene tomando x , y , z como coor¬ 
denadas rectangulares, como en la Geometría analítica del espacio. 
Esta superficie es la gráfica de la función de dos variables / (x , y) . 
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Una función /(¡c, y) de dos variables independientes se define 
como continua para x = a, y = b, cuando 

U) lim f{x, y) = f(a, b), 

Z ^ U 

V íi 

sin importar la manera como x y y tienden a sus límites respec- 
tivos a y b, 

A veces, esta definición se resume en la siguiente proposición : 
un cambio muy pequeño en una variable o en ambas produce un cambio 
muy pequeño en el valor de la función. * 

Podemos ilustrar esto geométricamente considerando la superficie 
representada por la ecuación 

( 3 ) z = / (*, y). 

Consideremos un punto fijo P de la superficie (fig. 201) t en 
donde x — a y y = b . 

Designemos por Ax y A y los incrementos de las variables x y y , 
y por A z el incremento correspondiente de la fun¬ 
ción z r Las coordenadas de P f serán 

(x + Ax, y + Ay, z + Az). 

En P el valor de la función es 

z — f [a t &). = MP. 

Sí la función es continua en P , entonces , como 
quiera que Ax y Ay tiendan a cero , Az tenderá 
también a cero. Es decir, que M f P* tenderá a coincidir con MP ? 
aproximándose el punto P f sobre la superficie al punto P en cualquier 
dirección. 

Una definición semejante de función continua se da para el caso de 
una función de más de dos variables. 

En lo que sigue, sólo m consideran valores de las variables para 
los que las funciones son continuas. 

225. Derivadas parciales. En la relación 

(i) 2 =/(x. y), 

podemos mantener y fija y hacer que solamente varié x Entonces 



* Esto se comprenderá mejot sí el lector repasa el Artículo 17 ríferenje a las 
funciones continuas de una sola variable. 
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z viene a ser una función de una sola variable x, y podemos derivarla 
de la manera usual. La notación es 

— derivada parcial de z con respecto a x (y permanece cons¬ 
tante) .* 

Análogamente, 

~ = derivada parcial de z con respecto a y (¿c permanece cons¬ 
tante) .* 

Se emplean símbolos correspondientes para derivadas parciales de 
funciones de tres o más variables, 

A fin de evitar confusión ? se lia adoptado generalmente el símbo¬ 
lo d ** para indicar ia derivación parcial. 


EJEMPLO 1- Hallar tas derivadas parciales de z = tix 3 -h 2- bxy + ct/L 


Solución. ~ = 2 ax + 2 by, considerando y como una constante. 

Bx 

— = 2 hx + 2 cy. considerando x como una constante. 
EJEMPLO 2. Hallar las derivadas parciales de u = sen (ax + by + tz) . 


Solución. ~ = a eos (ax + by + fz) * considerando y y z como constantes, 
úx 

= b eos ( ax -f + r/) . considerando x y z como constantes. 
B y 


_ =* c eos (ax + by + cx) , considerando y y x como constantes. 


Con respecto a (1) ? las notaciones más usadas en la derivación 
parcial son las siguientes : 

dz d f t \ d f r r \ <■ 

Oy = Ty ^‘ X ' = d¡} = J " 1 * -* 1 ^ = 

Notaciones semejantes se emplean para funcionas de cualquier 
numero de variables* 


l os valores constantes se sustituyen en 3¿ función .rutes de derivar. 

Introducido por Jjcobi f ISU4'!S5 h * 


UnnvHle. UAlculn< - “í&‘ 
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Según el Artículo 24 , tendremos 

/ (a 4- As, yo) - / (x y») 


( 2 ) 

m 


/*(g.í/o) = lím 

Zit—>0 


Sv {¡Fo , y) = lím 


Ax 

/ (gp, y + Ay) — / ( X „ , y) 
Ay 


226. Interpretación geométrica de las derivadas pardales. Sea la 
superficie (fig. 202) de ecuación 

2 = / te, y) ■ 

Por el punto P (en donde x = o y y = fe) hagamos pasar el 

plano EFGII paralelo al plano 
XOZ. Puesto que la ecuación 
de este plano es 

y = b , 

la ecuación de la curva JPK t 
intersección del plano con la 
superficie, es 





Tig. 202 


dz 


£=/(*> M , 

si consideramos EF como eje de 
las z y Eíí como eje de las x. 
dz 


En este plano, — significa lo mismo que —, y tenemos 

(I) = tg MTP — pendiente de la curva de intersección 

JK en P, 

Análogamente, si hacemos pasar por P el plano BCD paraleló 
al plano VOZ, m ecuación es 


x — a . 


dz dz 

y para DPI , la curva de intersección, significa lo mismo que ^ 


Luego 


dz 


(2) = — tg MT'P = pendiente do la curva de intersección 


DI en P. 
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EJEMPLO. Dado el elipsoide 2C -j- — = ], hallar la pendiente de la 

curva de intersección del elipsoide, a) con el plano y ~ 1, en el punto en que 
x = 4 y z es positivo; h) con el plano a = 2, en el punto en que y = 3 y z 
es positivo. 


Solución, 

Considerando y como constante, 

tenemos; 


2 jl + h £* = o. 

24 T 6 dx 

Bz 

o sea, — 
dx 

A 

4 z 

Cuando a 

es constante, 

2_y i 2_z <3z = q 
12 ^ b dy 

o sea, — 
dy 

= - y 

2 z 

a) 

Cuando y = l y a — 4, 

2 ■ a/t- 

dz 

dx 

6) 

Cuando a - 2 y y “ 3, 

! 

^ ” V 2 ‘ 

dz 

dy 



PROBLEMAS 


Hallar las derivadas parciales de las siguientes funciones, 

1. 2 = Aa s + Bxy + Cy 2 + Dx ±Ey 4 F. 

Sol. — = 2 Ax + By + D: — =Bx + 2Cy + E. 
ax dy 

2, f (a, y) = Aa 3 + 3 Bx 2 y 4 3 CAy 2 4 Dy 3 , 

5o/. M*, y) -3{Aa 2 4 2 B.*y 4 Cy 2 } ; 
fui*, y) = 3(Ba 2 + 2Cr|/ + D^). 


jV = (AD - BC) y . af = (BC — AD)x 
dx (Ca 4 Dy)* dy (Ca 4 Dyj- 

4. u = xy 4 yz 4 zjf. 5o/. u* = y 4 z; u¿/ = a 4 2; üz *= a 4 y , 

5, / (a, y) =" (a 4 y) sen (a — y) - 

Sol, /V(a. y) ~ sen (a — y) 4 (a 4 y) cOS (jc ■— t/) : 

/>(*'■ y) = sen (x — y) - (a 4 y) eos (a — y) . 

6* q ^ sen 2 $ eos 3 <p . Sol. — 2 eos 2 í? eos 3 

} sen 2 & sen 3 </*, 

7. o = eos (ff— í») . 5o f, ^5. = t -0-K'' [eos (fl — 4 >) — sen (0 — $) ] ; 

£f0 

— = [eos {6 — 0) + sen (fl — $) j - 

í)0 


3. / (a, y) - 


Ax 4 By 
Ca + Dy ' 


5o/. 
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Hallar las derivadas parciales de las siguientes funciones: 

S* f(jr* y) - 3 ->c 4 — 4 + & ***/“♦ 

9, f (*v. y) = (x + 2 y) tg (2 jc + y) , 


10. 

u = * + 2 y. 

y t l 2 

X 

12* 9 — tg 2 0 ctg 4 

11- 

2 = ev In 

13* Q — e~ 6 eos —. 


A 

e 

14. 

Si / Car. y) = 

I a 2 —3 xy + 4 y 2 t demostrar que 

fx{l, 33 - - \, M 2, 1) = 18. 

16. 

Si f U, y) — 

7 Y 

. demostrar que f* (3* 1) — — 14 . 


x - y 

1G- Si f O* y) = e~ x sen (jc + 2 y) . demostrar que 


t)-- 1 ' f)-°- 

17. Si u = Ax A + 2 Bjc 2 y 3 + demostrar que a — + y — = 4u. 

&x dy 

18. Si u = — , demostrar que x^4- y — — 3 ü. 

x ’f y rJx dy 

19. Si ti = a 3 y 4* y 2 2 + ^. demostrar que 

du , rlu , Bu . , , , 7 

*—+—+?£' = í.t + y 4- ¿) z - 

tí* dy r/r 


20* Si ti 


± H y n 
Cx* + Dy- T 


demostrar que a -ü y — — (/? — 2) 
£x j 0 y 


21* El área de un triángulo viene dada por la formula K = l4.be sen A, 
Si 1 j = 10 tm, r - 20 cm y A = bü^: 

a) Hallar el área. 

/>) Hallar la rapidez, de variación del área con respecto al lado b si c y A 
permanecen constantes. 

f j Hallar la rapidez de variación del área con respecto al ángulo A si b y c 
permanecen constantes. 

d) Empleando el resultado hallado en (c), calcular aproximadamente el 
cambio del arca si el ángulo se aumenta un grado. 

c) Hallar la rapidez, de variación de c con respecto a b si él área y el ángulo 
permanecen constan tes. 


22. l a ley del coseno para un triángulo cualquiera está expresada por la 
fórmula j 2 = b z + r 2 — 2 be eos A, Si £> = 10 cm, c = I) cm y A — 60° : 
cj ) Hallar a. 

b) Hallar U rapidez de variación de a con respecto a b si e y Á permane¬ 
cen constantes. 
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c) Empleando el resultado hallado en (5) . calcular aproximadamente el 
cambio de a sí b se disminuye 1 cm. 

d) Hallar la rapidez de variación de a con respecto a A si b y t permanecen 
constantes* 

e) Hallar la rapidez de variación de c con respecto a A sí a y b permane¬ 
cen constantes. 

227. Diferencial total. Ya hemos considerado en el Artículo 91 la 
diferencial de una función de una variable. Así, si 

»-/(*)• 

hemos definido y demostrado que 

( 1 ) dy = f>{x)bx = f x \x = d f x dv. 

Ahora vamos a considerar una Función de dos variables. Sea la 
función 

( 2 ) » = /(*■¥)• 

Sean Sx y los incrementos da x y y respectivamente, y sea 
Au el incremento correspondiente de u> Entonces 

(3) Au = f (x + Az, y+ Ay) - f (x, y) 
se llama el incremento total de u. 

Sumando y restando en el segundo miembro / (x , y + Ay), resulta 

(4) Au = f / (x + Ax , y + Ay) — / (x, y + Ay) ] 

+ [/(*» y + Ay) — / (x, y )) 

Aplicando a cada una de las dos diferencias del segundo miembro 
de {4} el teorema del valor medio, [D) t Art 116, obtenemos, para 
la primera diferencia, 

(5) / (x+ Ax, y + Ay) ~ f(x, y + Ay) = 

= h (* + Ó i A*, y + Ay) Ax. 

[ ti — x, A a — Ax. y puesto que x varia mientras que y -j- Ay per-"] 
manete constante, obtenemos la derivada parcial con respecto a x | 

Para la segunda diferencia 

(«) f (X, y+ Ay) - f(x, y) =/ # (j, y + da Ay)Ay . 

[ ti — y T Aü — Ay, y puesto que y varia mientras que x perma.-* I 
nece constante, obtenemos la derivada parcial con respecto a y | 
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Sustituyendo (5) y (6) en (4), resulta 

(7) Au = fx(x + Si Ax, y + Ay) Ax + f y (x , y + Ay) Ay, 

en donde, tii y Bs son fracciones propias positivas* 

Puesto que f x (x, y) y f u (x, y) son funciones continuas de x y y , 
los coeficientes do Ax y Ay en (7) tenderán a fx(x i y) y f if (x , y) 
respectivamente como límites cuando Ax y Ay tienden a cero como 
límite común * Por tanto , podemos escribir 

(8) ft(x + 0i bx, y + Ay) = f*(x, y) ■+■ e , 

( 9 ) U(x, y + $íhy) = f u (x, y)+e', 

en dónele e y e' son infinitésimos tales que 

iím e = O f lím — O, 

A#—^0 Ai-^0 

Ay—^ O Ay— 

y (7) se convertirá en 

(10) Au — / x (x, y) Ax + A (x, y) Ay + e Ax -f e' Ay. 

Entonces definimos la diferencial total (— du) de u como 

(11) du = f*(x, y)Ax + /„(x, y) Ay, 

El segundo miembro de (11) es la f 1 parte principal 17 del segundo 
miembro de (10) ; es decir , du es un valor muy aproximado de Au 
para valores pequeños de Ax y Ay (compárese con el Artículo 92)* 
Evidentemente, si u = x } la fórmula (11) se convierte en dx ~ Ax; 
si u = y , (11) se convierte en dy = Ay. Reemplazando pues Ax y Ay 
en (11) por las diferenciales correspondientes, obtenemos la impor¬ 
tante fórmula 

(fi) du = f x {x, y) dx + f ,{x t y) dy = + ~dy = r£dx -f ~dy, 

lo que debe compararse con (1) de este mismo artículo* 

Si u es una función de tres variables, su diferencial total es 

< c > du = Tx áx+d 4 dy + T z dz ’ 

y análogamente para un número cualquiera de variables* 

Una interpretación geométrica de la fórmula (¿?) se da en el Ar¬ 
tículo 238* 
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EJEMPLO 1. Calcular Aa y du para la fundón 

(12) u = 2 x* + 3 y*, 

cuando x - I □ . y — 8, A* - 0.2, Ay = 0,3, y comparar los resultados. 

Solución, En (12) reemplazar x. y, u, respectivamente* por x 4- Ajl*. 
í/ + Ay r a 4 Au. Y proceder como sigue (compárese con el Articulo 17) . 

a 4 Ah —2 (x 4 Ax) 2 + 3f(/ 4 Ay) 2 

= 2 jf< 4 3 y 2 4 4 x Ax 4 ó y Ay 4 2 (A*) 3 4 3 (Ay,) 4 

u = 2x*±3 y* 

(13) Au - 4 JC A*V 46 y Ay 4 2 (A*) 2 4 3 (Ay) 4 


Derivando (12). 


SusLÍLuyendo en 

(14) 


encontramos 

du | du > 

— = 4 x, — — O y. 

dx dy 

(B) . el resultado es 

da = 4 x dx 4 6 y dy. 


Recordando que Ax — dx. Ay = dy t vemos que el segundo miembro de (14) 
es la aparte principar' del segundo miembro de (13), porque los términos 
adicionales son de segundo grado en Ax o Ay. Estas igualdades son casos par¬ 
ticulares de las (10) y (11) i en las que ^ —2 Ax y e' — 3 Ay. 

Sustituyendo en (13) y (14) los valores dados, obtenemos: 


(15) Au - Ó 4 14.4 4 0*08 4 0.27 - 22.75: 

(Ib) du =84 14 . 4 - 22.4, 

Restando. Alt - du =0.35 = 1,6 % de Au* 


Ejemplo 2. Dado u s are tg — . hallar du. 

x 


Solución, 


r?u _ _ y Bu _ x 

Bx X 2 4 i/ 3 * By x~ 4 y~ 


Susuru yendo en {/D 


du - A i! - l jJ* 

x 3 + y* 


PROBLEMAS 

Hallar la diferencial total de cada una de las siguientes funciones. 

1. * « 2jr« + 

Sol. di = (6 jc 2 - 4 y 2 } tía: + (4 y* - Sjry)dy. 

2 Ax + - iAR ~ aC) tu ~ X ¿y) 

Cjí + £)y (Cjc + Dy) 2 

3. tt = xy 2 z*. du — y 3 z s rfjc + 2 jryz 3 dy + } *y 3 *“ di 
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i. u = jr = eos 2 y. 5. 0 = are tg v . 6. u = (jr — y) ln (je + y) . 

X 

7. Si x 3 y 3 z 3 = a 2 , demostrar que dz = — A L/ . 

z 

3. Hallar dz si 4 je 2 — 9 y 2 - ¡6 z 2 = 100. 

9, Calcular A u y da para la función a — jt 2 — 3 xy + 2 y 2 cuando x — 2. 
t/ — — 3, A* — ”0,3, Ay = 0,2. 5o l. Aa — — 7, 15, du — — 7,5. 

10. Calcular da para la función u = (jc + y) - s/x r “y cuando jc = ó, 

y = 2 t dx = ]4, dy = — ¡4- Sol* 1, 

11* Calcular A u y da para la función a — xy ~r 2 x ~ 4 y cuando * =2, 
y — 3, A* — 0,4, Ai/ — — 0,2. 

£ 

12* Calcular dQ para la función o — sen (0 — 0) cuando 0 = 0, ^ = 

d0 = ü t 2 t dó - - 0,2. 

228. Valor aproximado del incremento total. Errores pequeños. 
Las fórmulas (i?) y (C) se emplean para calcular un valor aproximado 
de Aw. Además, cuando los valores de x y y se han determinado 
por medición o expe rimen tal mente y, por tanto, están sujetos a 
pequeños errores Ax y Ay , por medio de (ií) puede encontrarse un 
valor muy aproximado del error de u. (Véanse los Artículos 92 y 93.) 

Ejemplo K Un bote cilindrico de material plástico de 3 mm de espesor, 
sin tapa, tiene en el interior 150 mm de ancho y 200 mm de alto. Determinar 
el volumen aproximado del material. 

Solución. El volumen o de un cilindro circular recto macizo de diámetro x 
y altura y es 

(!) y = 

4 

Evidentemente, el volumen exacto del material es la diferencia Aia entre los 
volúmenes de dos cilindros macizos para los cuales 

* = 156, y - 203, y * - 150, y = 200, 

respectivamente. Puesto que se pide sólo un valor aproximado, calcularemos du 
en vez de Aia, 

Diferenciando (i) y empleando (£) , obtenemos 

(2) do — — Jtxy dx + “ x^ dy . 

2 4 

Sustituyendo en (2) x — 150, y = 200, dx =6, dy — 3. resulta 
di; — 106875 x = 336000 mm 3 , aprox. = 336 cm^. 

El valor exacto es Aü = 345 739 mm 3 . 
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Ejemplo 2- Al medir dos lados de un triángulo plano oblicuángulo se 
obtuvo 6J m y 78 m, respectivamente, y al medir el ángulo comprendido se ob¬ 
tuvo 60°. Estas medidas estaban sujetas a errores cuyos valores máximos eran 
0,1 m en cada longitud y V 3 en d ángulo. Si con estas medidas se calcula el 
tercer lado, hallar un valor aproximado dd máximo error obtenido en el resul¬ 
tado, y c] porcentaje de error. 

Solución. Empleando la ley dd coseno ( (7) , del Art. 2) se tiene 

(3) = x 2 + y 3 — 2 xy eos a. 

siendo x, y los lados dados, a el ángulo comprendido y u el tercer lado. Las 
cantidades dadas son 

(4) JC - 63. y = 78, a = 60° = 

dx = dy - 0. L da - 0.01745 (radianes) . 

Derivando (3) , obtenemos 

i) tx _ x — y eos rt 0 u _ y — x eos ü du _ xy sen a 

&X a dy tí dd i* 

Luego, empleando (C) , 

^ _ (x — 1 / eos tí ) dx 4- (y — x eos f¿) dy 4* xy sen a da 

ü 


Sustituyendo los valores de (4) , encontramos 
= 2.4 4 4,65 + 74,23 = i. nm . 


Porcentaje de error = 100— — 1.6%. 

U 


PROBLEMAS 

1. Los catetos de un triángulo rectángulo midieron 6 m y 8 m. respectiva¬ 
mente, con errores máximos de 0,1 m en cada uno. Hallar un valor aproximado 
del máximo error y del error por ciento al calcular con estas medidas: u) el 
área; b ) la hipotenusa. SoL a ) 0,7 m a . 2,9%; b) G,14m T 1,4%, 

2. En el problema anterior hallar, con las dimensiones dadas, el ángulo 
opuesto al mayor cateto, y calcular en radianes y en grados un valor aproxi¬ 
mado del error máximo con que se obtiene ese ángulo. 

3. Los radíos de las bases de un tronco de cono circular recto miden 5 cm y 
11 cm, respectivamente, y el lado mide 12 cm; e] error máximo en cada medida 
es de 1 mm, Determinar el error aproximado y el error por ciento al calcular con 
estas medidas; a) la altura; b) el volumen (véase (12), Art. 1). 

SoL u) 0,23 cm, 2,2%; b ) 24,4 ¡t cmL 3^ %. 
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4- Un lado de un triángulo mide 2000 m, e rror máxima ^ l m: ]os ángu¬ 
los adyacentes miden 10° y 60°. siendo el error máximo en cada ángulo 30V 
Hallar el ertor máxima aproximado, y el error por ciento* al calcular con estas 
medidas: a) la altura sobre el lado dado; 5) el área del triángulo. 

5o/. a) 17*88 m; 2,1%, 

5, Al medir el diámetro y la altura de un cilindro circular recto se obtiene 

12 cm y 8 cm, respectivamente. Si en cada medida hay un error probable de 
IU tm. ¿cuál es aproximadamente el mayor error posible en e) volumen calcu¬ 
lado? 5o/. 16,8 ;t cmL 

6. Al medir las dimensiones de una caja se obtiene 6 cm, 8 cm y 12 cm. 

Sí en cada medida hay un error probable de 0,05 cm: u) ¿cuál es, aproxima- 
da mente, e] mayor error posible en el volumen calculado? b) ¿ cuál es el error 
por ciento? 5o/. a) 10,8 cm 3 : 6) 1,875%. 

7. Se da la superficie z — —-- Si en el punto donde jc — 4, y — 2 se 

x + y 

aumentan x y y cada uno 0, L ¿ cuál es un valor aproximado del cambio de z ? 

5o/. 

P 

8, El peso específico de un sólido se da por la fórmula s — £- , en donde, 

w 

P es el peso en el vacío y w es el peso de un volumen igual de agua, ¿Cómo 
afecta al peso específico calculado un error de ^ Q, I en el valor de P y d= 0.05 
en el valor de w* suponiendo P = 8 y = I en el experimento: a) si ambos 
errores son positivos; ¿j) si un error es negativo ? c) ¿Cuál es aproximada¬ 
mente el mayor error por ciento? Sol. a) 0,3; b ) 0,5; c) b\4%* 

9. Al medir el diámetro y el lado de un cono circular recto se obtiene 11) cm 
y 20 cm, respectivamente. SÍ en cada medida hay un error probable de 0,2 cm, 
¿cuáles, aproximadamente, el mayor error posible en el valor calculado de 
a) el volumen; ir) el área de la superficie curva? 

Sol. a) 37 ? V il - 25 cm": fe) 3* = 9,42 cm 2 . 

Jo 

10, Al medir dos lados y el ángulo comprendido de un triángulo se obtiene 
63 m, 78 m y 6Ü e , respectivamente* Si hay un error probable de 0*5 m en la 
medida de los lados y de 2 a en la medida dd ángulo, ¿cuál es, aproximadamen¬ 
te, el mayor error posible en el valor calculado del área ? (Vease {'71, Att. 2)* 

Sol. 73 ,t m 1 


11. Si el peso específico se determina por la fórmula s 



siendo A 


el peso cu el aíre y W el peso en el agua, ¿cuál es, aproximadamente: a) d 

mayor error en s sí Á puede medirse con un error de ± 0,01 Kg y W con un 

error de ^ 0,02 Kg, siendo los pesos hallados A= L )Kg, W = 5 Kg: b) el 

mayor error relativo ? Soí+ a) 0,0144; b ) s j^s q t>o T 


12* La resistencia de un circuito se halló empleando la fórmula C = ™, 

R 

siendo C = intensidad de la corriente y E - fuerza electromotriz. Si hay un 
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error de ^ de amperio en C y ~ de voltio en E, a) ¿cuál es un valor 

aproximado del error de R si las lecturas son C = 15 amperios y £ = 110 vol¬ 
tios? b) ¿cuál es el error por ciento? 

SoL a ) 0,0522 ohmios; b) 4 Jíb %• 


13. Si para calcular sen (x -f- y) se emplease la fórmula 

sen (x + y) = sen x eos y eos x sen y. 

¿cuál sería un valor aproximado del error que resultaría si se hiciese un error 
de 0,1 a en la medida tanto de x como de y, y si estas medidas diesen 
sen x = y y sen y = Sol. 0,0018, 

14. La aceleración de un cuerpo que se desliza hacia abajo en un plano incli¬ 
nado, prescindiendo del rozamiento, viene dada por la fórmula a — y sen í. 
Si g varia 3 cm por segundo por segundo, y si el valor de i, que mide 30’. 
puede tener I o de error, ¿cuál es el error aproximado del valor calculado de a* 
Tómese el valor normal de g como 9.80 m por segundo por segundo. 

Sol . 0, 103 m por segundo por segundo. 


15. 


El período de oscilación de un péndulo es P 



a) 


¿Cuál es 


el error mayor aproximado en el período si hay un error de ± 3 cm en la medida 
de una suspensión de 3 m, y sí g. que se toma como 9.80 m por segundo por 
segundo, puede tener un error de 15 mm por segundo por segundo? b) ¿Cual 
es el error por ciento? Sol. a) 0.02 seg: b) a ?ío %• 


16, Las dimensiones de un cono son: radio de la base = 4 m. altura = ó m. 
¿Cuál es el error aproximado del volumen y de la superficie total si la medida 
empleada se ha acortado 1 por ciento? SoL dV = 3,0159 m 3 : dS =2,813 m 2 . 


17. La longitud / y el periodo P de un péndulo simple se relacionan por la 
fórmula 4 x 2 l = P' 2 g . Si / se calcula suponiendo P = 1 seg. y g = 9.80 m por 
segundo por segundo, ¿cuáles, aproximadamente, el error de / si los valores 
exactos son P = 1,02 seg y g=9,81m por segundo por segundo?, ¿cuál es el 
error por ciento? 


18. Un sólido tiene la forma de un cilindro coronado en cada extremidad 
con un hemisferio cuyo radio es el del cilindro. Sus dimensiones medidas son 
circunferencia = 20 cm y longitud total = 25 cm. ¿Cuál es, aproximadamente, 
el error cometido en la medida del volumen y del área, si la cinta que se empleó 
en la medición se ha alargado uniformemente <A%f 


19. Suponiendo que la ecuación característica de un gas perfecto sea 
vp — nRt. en donde u — volumen, p = presión, r = temperatura absoluta. 
n = cantidad de gas expresada en moléculas gramo (moles) y R = una cons¬ 
tante, ¿cuál es la relación entre las diferenciales do, dp, dt ? 

Sol. v dp -f p do — nR dt. 

20. Aplicando a un caso experimental el resultado del problema anterior, 
supóngase que hayamos encontrado t = 300°. p = 10 000 Kg por metro cuadra¬ 
do, v = 0,417 m 3 . n = 16.39 y R = 0.8478. Hallar el cambio de p, supo¬ 
niéndolo uniforme, cuando t cambia a 301° y v a 0.420 m 3 . 

Sol. — 38.6 Kg por metro cuadrado. 
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229. Derivadas totales. Razones de variación. Ahora veamos el 
caso en que x y y no son variables independientes on la función 

(1) u = f(x, y). 

Supongamos, por ejemplo, que ambas son funciones de una tercera 
variable t , es decir, 

(2) x= <f>(t), y = i|í(0- 

Cuando estos valores se sustituyen en íl ) s u se convierte en una fun¬ 
ción de una sola variable t } y su derivada puede hallarse de la manera 
ordinaria. Ahora tenemos 

(3) *-f*. áu-pt. 

La fórmula (i?) se estableció en el supuesto de que z y y fuesen 
variables independientes. Fácilmente podemos demostrar que es válida 
igualmente en el caso presente. Con este fin, volvamos a (10) del 
Artículo 227 y dividamos ambos miembros por AL Cambiando la 
notación 7 esto puede escribirse 

/ 4 x Ay t A», , Ay\ 

' ; Al ~ dx Al dy Al r V Ai Ai ) 

Ahora bien ( cuando 0, también Ar — > O y &y -v 0. Lue¬ 

go (véase Art. 227), 

Km e = O t lím e' = O r 

—> O ¿At —£ O 


Por consiguiente, cuando A¿ —> O t (4) se convierte en 


ÍD) 


du du dx du dy 
dt ~ dx dt dy dt * 


Multiplicando ambos miembros por di y empleando (3), obtene¬ 
mos (i?). Es decir que {£) también es válida cuando x y y son fun¬ 
ciones de una tercera variable t. 

De ia misma manera } si 

« = /(*, y, *) 

y si y t z son todas ellas funciones de obtenemos 

du dy du dz 
di “ dx dt + dy dt + dz dt 3 


y así sucesivamente para cualquier número de variables. 
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En (D) podemos suponer l = x; entonces y es una función de T t 
y í¿ ee , en realidad , una función de la sola variable x, lo que da 


(F) 


du du Bu dy 

dx dx dy dx r 


De la misma manera, según {E) t cuando y y z son funciones 
de x f tenemos 

«?) 


du Bu f Bu dy du dz 
dx ~ dx J dy dx dz dx " 


El lector debe observar que ~ y ^ tienen significados muy dis¬ 
tintos, La derivada parcial — se calcula con el supuesto de que 

solamente varía la variable particular x, manteniéndose fijas todas las 
otras variables* Pero 


du u 

= Uro 

ax 


(£)■ 


siendo Au el incremento total de u que resulta de los cambios en lodos 
las variables causados por el cambio Ax en la variable independiente* 

A distinción de las derivadas parciales, ~ y — se llaman derivadas 

totales con respecto a t y x respectivamente. 

Debe observarse que ^ tiene un valor perfectamente definido 

para cualquier punto (x í y), mientras que ^ depende no sólo del 

punto (x, y) sino también de la dirección particular que se ha elegido 
para llegar a ese punto. 


Ejemplo í. 

Dados 

u = sen 

X 

y 

, x = eíí, y = 

bailar 

du 
di' 

Solución* 

¿íu _ I 

X 

eos —, 






dx y 

y 

dy 

y" y 

dt 

dt 

Susi Royendo 

en { D ) 

1! 

3| ^ 

(I ■ 

-2) ¡4cosí!. 

1 ¿ I a 




Ejemplo 2. DMos u = — z) * y ^ a sen*, z - eos ,v. hallar—. 

dx 

Solución* — * as^ly — 2}, — — é ,,3: * — - = — e újr ; 

dx dy tiz 
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Sustituyendo en (G ) , 

— = (y — z ) + coa * + £ llx sen a* — e fi¡D ( ü 2 -h J ) sen x* 
dx 

NOTA, En nsos como éstos, se podt ía hallar u explícitamente en términos 
de la variable independíente, por sustitución, y entonela derivarse directamente: 
pero, en general, este procedimiento sería más largo* y, en muchos casos* no 
se podría emplear. 

Las formulas (D) y (£) son útiles en todas las aplicaciones que 
implican razones de variación , o rapidez de cambio, con respecto al 
tiempo , de funciones de dos o más variables. El procedimiento es casi 
el mismo que el explicado en el Artículo 52 7 con la excepción de que en 
vez de derivar con respecto a t (tercer paso) hallamos las derivadas 
parciales y las sustituimos en (2?) o (£). Veamos esto por medio de 
un ejemplo. 

Ejemplo 3, La altura de un cono circular mide 100 cm y disminuye 10 em 
por segundo, y el radio de la base mide 50 cm y aumenta 5 cm por segundo. 

( Cuál es la rapidez de cambio del volumen? 


Solución, Sean x — radio de la base, y = altura; entonces 



Fig. 201 es decir, aumenta 26 ISO cm :( por segundo. 


230. Cambio de variables* Sí en 

(1) u = f(x, y) 

se hace un cambio de variables por medio do la transformación 

(2) x s), 

las derivadas parciales de u con respecto a las nuevas variables r y s 
pueden obtenerse por medio de (/?) En efecto, si mantenemos 
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s fija, entonces x y y en (2) son funciones solamente de r. Luego 
tenemos 


( 3 ) 


dit _ du dx diBy 
dr dx dr dy dr 1 


siendo ahora parciales todas las derivadas con respecto a r. 
De la misma manera f 


(4) 


du __ du dx . du dy 
ds dx da dy da ' 


Supongamos ahora la transformación particular 

(5) x = x f + h, y=y> + k t 

siendo z / y y' las nuevas variables, y h y k constantes. En este 
caso n 


dx 1 

dx f = 11 dy* ~ U ’ 


%L = n %L= t 

dx 1 ’ di/ 


Entonces obtenemos, según (3) y (4), 

( 0 ) 


du _ du^ du du 
dx dx* 9 dy dy* 


Luego la transformación (5) no altera el valor de las derivadas 
parciales. 

Si los valores de x y y de (5) se sustituyen en (1) r el resultado es 

(7) u = f (x ¡ y) = F(x*, i/), 

Los resultados (6) pueden ahora escribirse 

(8) Ate, y) = F*>& t y f )> JviZrV) = y f ). 

En el Artículo 229 se demostró que (B) es cierta cuando x y y son 
funciones de una sola variable independiente i. Ahora vamos a demos¬ 
trar que (B) es igualmente válida cuando x y y son funciones de dos 
variables independientes r t s, como en (2). En efecto, según (B), 
cuando r y s son las variables independientes tenemos 

dx = ^ dr f — ds dy = — dr +■ ~ ds. 
dr da 9 ** dr ds 


Sustituyendo estos valores en la expresión 
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y reduciendo según (3) y (4), se obtiene 

(10) “dr + |^ds. 

' dr ds 

Pero según (1) y (2) tí es una función de las variables indcpen- 
dientes r y s, Por tanto, según (i ?), (10) es igual a du . Luego (9) 
también es igual a du 

Por consiguiente, (-B) es válida cuando x y y son funciones de 
una variable independiente o de dos. De la misma manera puede 
demostrarse que (C) es válida cuando x, % son fundones de una 
variable independiente, de dos o de tres. 


231* Derivación de funciones implícitas. La ecuación 

( 1 ) / ($, y) = 0 

define a x o y, cualquiera de las dos, como una función implícita de 
la otra. Representa una ecuación en x y y ¡ en La que todos los térmi¬ 
nos se han transpuesto al primer miembro. llagamos 

( 2 ) «-/(*„¥); 

entonces r según (F ) t 

du _ df df dy 
dx dx ' % dx ’ 


y y es una i unción arbitraría de x Ahora bien, sea y U fundón 
de x que satisface (1), Entonces u — 0 y du — 0; luego 


(3) 

Despejando 


df.Bf'iU 

dx ' dy dx 
obtenemos 


(B) 


df 

du dx 

di df' 

dy 



Así tenemos una fórmula para derivar funciones implícitas. Esta 
fórmula, en la forma (3), equivale al procedimiento que se empleó en 
el Artículo 41 para derivar las funciones implícitas, y pueden resolverse 
por medio de ella todos los ejemplos de las páginas 50 y 51. 

Cuando la ecuación de una curva se da en la forma {1}, la fórmu¬ 
la (#) permite-obtener fácilmente ia pendiente. 
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Ejemplo L Dada !¿ ecuación jr-y 1 + Sin g 
Solución. Sea í { x , y) — x-y* + sen y- 


Ü, hallar 

dx 


Of _ n ,] i T -q I 

= Z jryL — = 4 x^y* + eos y, 
ójc dy 


Luego* según (H ) T 


dy _ __ 2 xy 4 

c/jc 4 x-y 5 * 4- cüs y 


EJEMPLO 2, Si x aumenta a razón de 2 cm por segundo cuando pasa por 
el valor X ~ 3 cm, ¿a qué razón debe variar y, cuando y — í cm, para que la 
función 2 xy l - 3 permanezca constante 

Solución, Sea u — 2 xy- — 3 x 3 y\ entonces, puesto que u debe permane¬ 
cer constan Le, — = Ü. Sus ti t uy e ndo este valoren el primer miembro de (D) - 
dt 

trasponiendo y despejando obtenemos 
dt 

Bu 

\ dj¿ ^ _ ¿he dx 

** } dt tfu dt ' 

dy 

Además, — = 2 y 1 — ó _vy. -¿ü — 4 jry — 3 x-, 

dx 8 y 

Ahora bien, sustituyendo en (4), 

dy_ _ _ 2 i : 2 - ^ a L, 1 d A 



dt 4 xy — 

3 JC* Jf J 

Pero 

* = 3, y « L 

rf* - 2 

di 

Luego 

££ = - 2 H»en 

por segundo 

De igual manera , 

la ecuación 


(5) 

A’Or. !/, 0 

= 0 


define ¡i z como una función implícita de las dos variables indepen¬ 
dientes x y y. Para encontrar las derivadas parciales de z con res¬ 
pecto a x y con respecto a y ? pro cédase como sigue 

Sea a = f(x t y , 2 ). 

Entonces * según (2? ) T 
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y esto vale cualesquiera que sean las variables independientes (ArL 230)* 
Ahora bien, elíjase z como aquella función de las variables indepen¬ 
dientes x y y que satisfaga (5) . Entonces u — 0, du = O } y te¬ 
ñen jos 


(0) 


dF , , dF , , dF _ n 
7— dx — Ay + ~dz = Ü. 
dx dy a dz 


Pero , según (2?), 


dz dx 
d2 = Fx dx+ Vy dy - 


Sustituyendo este valor en (6) y simplificando, encontramos 


/dF , 

\d.t cte dx 



dF 

dy 


,d£dz\ 
+ dz dy) 


dy = 0. 


Aquí dx (= A*) y dy ( = Aj/) son incrementos independientes. 
Por tanto , podemos hacer dy = O, dx?* O, dividir todos los términos 

por dx y despejar — * El resultado es 


(I) 


dF 

dz dx 
dx^~BF m 
dz 


Procediendo de igual manera f se demuestra que 


oí 


OF 

d£ _ ó# 
dy dF' 
dz 


Las fórmulas {/) y (/) han de interpretarse como sigue : En el 
primer miembro de cada una t z es la fuucióu de x y y que satis¬ 
face (5) ♦ En el segundo miembro, F es la función de tres variables 
x t y , z que se da en el primer miembro de (-5). 

La generalización de , (/}, (/) a una función implícita u de 
cualquier oómero de variables es ahora inmediata. 


EJEMPLO. La ecuación 


A. + JL + jL ~ = Q, 

24 12 ó 


define a z como una función implícita de x y y. Hallar Us derivadas partía- 
les de esta función* 
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dF _ x ¿>P _ y df _ z 
dx 12 dy fo 1 dz 3 


Sustituyendo en (i) y (J J, obtenemos 

0 ¿ _ _ -v dz _ __ y 
dx 4 z' dy Zz 

(Compárese con el ejemplo del Artículo 220.) 


561 


FBOBLEMAS 


En los problemas 1 a 5, bailar 

d t 

1, u — x 2 — 3 xy + 2 ; jc = eos t, y = sen I* 

So/. — = sen 2 í — 3 eos 2 f. 
di 

2 . u = x +4 3 (/: jc = (*. y = 7 - = 3 f* + 4 + JJ* 

3* o = e* sen 1 / + é?v sen x ; * = j i i, y — 2 r. 

5 o/ r ” eH i (¡^ sen 2 í + 2 eos 2 t) + (2 sen ¡4 í + J4 cos /) ■ 

dt 

4. tí — 2 — .vy + y 2 ', x = eos 2 í, y — sen f. 

5* ti — xy + yz 4* ía:; x = -L, y “ e *, z — 


En los problemas 6 3 10. hallar ^ aplicando la fórmula (/■/), 

dx 


6* A*= + 2 B*y + Cy* + 2 D* + 

7 . A ’ 3 4 - y a — 3 ujry = 0. 

8* c* sen y — eV eos x = 1. 


Ey -f f = 0. 

C f dy _ _ Ax + By + D 
' d* Bjc+Cy + £' 

dy __ cu — 
d* y 2 — ex 

dy _ ei/ sen a ~h t jZ sen y 
dx et¿ eos x — c* eos y 


9. x* - *V - Jtr 2 +2 - S, 

10* A** + 2 BjcV + Cy 4 = U 2 + y 2 ) 2 - 
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En los problemas II a 15, verificar que los valores ciados de x y :/ satisfacen 
la ecuación, y hallar el valor correspondiente de 

dx 


11* 

x 2 + 2 xy +2 y — 22 ; 

x ^ 2* 

y = 3, 

12 . 

x — y- 1 + 4 xy =0; ,1 

il 

bJ 

IE 

f 

M 

13. 

Ax + By + = C: 

x - 0; 

0 

II 

236 

14. 

2 x — \/ 2 xy + y = 4; 

jt - 2 , t/ = 4 . 

15, 

e J eos y -L sen \ — J ; 

x = U. y = 0 


Sol. 


dy _ _ 5 
dx T* 


dy 

íx 


dy __ A 
dx B 


En los problemas Ib a 20, hallar — y —. 

dx i. dy 


16, 

/U 3 + By 3 + Cz 2 - D. 5o/. 

dz _ _ Ax m 
Óx Cz 1 

dz _ 

ay 

17. 

/Lvy + Byz + Cz.v = D. 

dz _ _ 71 y 4- Cz, flz 

dar Ca 1 + By ’ dy 

18. 

-v + 2 y + z — 2 V Ayz — 10. 

dz 

5 °' u- 

y ¿ — \/ vyz 

rlZ 


V Ayz — .vy 

' = ^ 

19* 

jr 3 + y 3 + z 3 — 3 ovyz = 0. 



20. 

A* 2 + /V + Cz 2 + 2 Dxy + 2 E-yz + 2 fz.v 

= G. 

21, 

Un pumo se mueve sobre la 

curva de intersección 


Cz 

= _ Ax + Bz 
Cx+By 

xz — 2 V / xyz 


V 


Ayz — Ay 


la esfera 

a 3 H" ? £ ~ 49 Y e l phi no y — 7. Cuando x es 6 y aumenta 4 unidades por 

segundo, hallar: al a razón de cuántas unidades por segundo z cambia: 
6) con qué rapidez se mueve el punto, 

5oL a) 8 unidades por segundo ; h } 4\/T unidades por segundo. 


22. Un punto se mueve sobre la curva de intersección de la superficie 
x 2 +■ jcy H- y 2 — z 2 = Ü y el plano x — y 4-2 = 0, Cuando x es 1 y aumenta 
2 unidades por segundo, hallar? a) 3 qué razón y cambia: £>) a qué razón 
z cambia : t) con qué rapidez je mueve el punto. 

5 oa) 2 unidades por segundo: b) 7 j 7 unidades 
por segundo: c) 4,44 unidades por segundo. 


23. La ' ‘ceuación de estado* * de un gas perfecto es nRO = pti, siendo n la 
cantidad (moles) de gas, 0 la temperatura, p la presión, v e! volumen y R 
una constante* En cierto instante 11? moles de gas tienen un volumen de 0,5 m y 
y están bajo una presión de «SO 000 Kg por Si R = Ü,bí7fl, hallar la tempe¬ 
ratura y la rapidez de cambio de l a temperatura si el volumen aumenta a ra/ón 
de 0,001 m 3 por segundo y la presión disminuye a razón 100 Kg por m 2 por 
segundo. SúL La temperatura aumenta Ü.3 grados por segundo. 
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24. Un triángulo ABC se transforma dé manera que el ángulo A aumenta, 
a razón constante, de 0 Ú a 90° en JO segundos, mientras que el Jado AC dismi¬ 
nuye ] era por segundo y el lado AB aumenta 1 era por segundo. Si al tiempo 
de una observación A — 60°* dC - lijan y AB = JO cm, a) ¿cómo varía 
JRC? b) ¿cómo cambia el i rea de A/3CÍ 

Sol. a) Oí,*511 cm por segundos 6) $,8 + S cm 2 por segundo. 


232. Derivadas de orden superior. Si 

(1) u = f(x, y), 
entonces 

( 2 ) ») 

son también funciones dé x y y, y pueden a su vez derivarse. Así, 
tomando la primera función y derivando , tenemos 

< 3 > 


De la misma manera , de la segunda función en (2) obtenemos 

C4) wk = uíx ’ lJh f = 


AI parecer, en (3) y (4) hay cuatro derivadas de segundo ofden . 
Pero mas adelanto demostraremos (jue 


(K) 


iFu = d-u 
dy dx dx dy 1 


con tal que las derivadas sean continuas. Es decir, no importa el 
cambio de orden al derivar sucesivamente con respecto a x y y. Así, 
/ (Xj y) tiene sólo tres derivadas parciales tic segundo orden , a saber 

(5) /«(*, y), Ute, y) - /«i*. ?/), fiw(x,y). 

Esto puede fácilmente extenderse a las derivadas superiores. Por 
ejemplo, puesto que (AT) es cierto, 

d / d*u \ d B n _ d 3 / 6n\ 

dx 1 dy ~ dx \fl.r dy J ~ dxdy dx dx dy 

d z /du\ _ dhi 
dy dx ) dy dx 2 ' 

Resultados semejantes valen para funciones de tres o más variables 
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Ejemplo. Dado u = — 3 verificar que 

d?a _ J 2 lí 
dy d.x dx d y 

Solución. — = 3 - 6 jíu’, ÜÍL = 3 ** - IS jry», 

3x * Oy ó* 

Í“=**-Ó*V. = 3 _ 18 

Jv dx rly 

Luego la fórmula queda verificada. 

Demostración de {K). Consideremos la expresión 

(6) F = f(x + Ai, y + Ay) - f (x + Ax, ¡y) 

-/(*, y +Ay) +/(¡r, y). 

Introduzcamos la función 

(7) £(«) = /(«, y + Ay) - / (u, ?/), 

en donde u es una variable auxiliar. Entonces 

<t>(x + Ax) = / {* 4- Ax, y + Ay) — / (x -f Ar, y), 

(S) •f>(x) = f(x, y + Ay)— f(x, y). 

Luego (6) puedo escribirse 

(9) F = <£ (a; 4- A#) — ^ (a:).. 

Aplicando el teorema del valor medio, (i?) del Artículo 116, 
resulta 

(10) Aasjf, (0< tfi< 1} 

[f(x) = <j>(u), a = Air = Ai.) 

El valor de <//(x + Ax) se obtiene de (S) tomando la derivada 
parcial con respecto a x y reemplazando x por x + Oí Ax. Asi (10) 
se convierte en 

(11) F — A x(f x (x+ 8 i Ax, y + Ay) — f*($+ 8 i Ax, y )). 

Aplicando ahora de nuevo (i)) del Artículo 116 a f x (x + ¿h Ax, v) , 
considerando a v como la variable independiente , resulta 

(12) F = AxAyf JíX (x + 8 i Ax, y + 0 2 Ay). (0< 82 < 1) 
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Si se permutan los segundo y tercero términos del segundo miembro 
de (6), un proecd i miento semejante dará 

(13) F — A y Axf IU (x+ Ax, y + 6. j Ay). 

(O < 0, < 1, O < f?4 < 1) 

Luego, según (12) y (13), 

(14) f,, x (x + $i Ax ( y + $2 Ay) = f w (x + 6 ¿ Ax, y + di Ay) . 

Tomando el límite de ambos miembros cuando Ax y Ay tienden a 
cero, tenemos 

(15) f UI (x, y) = fzy (x, y), 
puesto que estas funciones se suponen continuas. 

PROBLEMAS 


Hallar las segundas derivadas parciales de cada una de las siguientes fun¬ 
ciones. 


1. y) - Ax 2 + 2 Bxy + CyK 

Sol. fxx(x, y) — 2 A; fxy(x» y) ^ 2 B; fyy(x, y) =■ 2 C. 


2* f(x. y) = Ax 3 + Bx 2 y -f Cxy 2 -f Dyt 

So l. fxx (x. y) = O Ax + 2 By : y) = 2 Bx + 2 Cy I 

f w {x, y) =2 Cx 5 Dy, 

3» f (x, y) — Ax -|- By + 

iSo/. /xj(x, y) — Cy 2 ^; fxy — C(l + xy) fyyix, y) = 


4. fU, y } 


Ax + By 
Cx + Dy 


5, í(x, y) “ A -2 eos y + y- sen x. 


6 * Si /(x, y) — x 3 + 3x 2 y-J-6xy 2 — y 3 , demostrar que 
fxx (2. 3) = 30, /V(2, 3) = 48, f yu {2, 3) = 6, 


7* Si f(x, y) = x 4 — 4 x 3 y + 3 xy 3 — y 4 , demostrar que 

/xx(2, -1) « %, /jy(2, -1) = -24, ^(2, -1) = - 108. 

8, Si / (x, y) = 2 x 4 — 3 x 2 y 2 -b y 1 - hallar los valores de 

—2) * -2), —2) . 
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9. Si u - Ajt* + + CA' ! y 5 + Dxy a + Ey*, verificar los siguientes 

resultados, 

- 24 Ax + b By t f> “ — b íjx -j- 4 Ct/. 

dx* * dx 2 dy 


ti 3 tí 


- 4 Cx + h Dg. 


a*u 


- ó Dx + 24 Ey. 


dx 0y* 0y 3 

10- Si u = + by 2 + cz*) 3 . démosme que 

d 3 u _ d 3 u _ fl a tt 
5a 1 dy " dx dy dx ~ dy Sx 7 ' 

11- Si u = t demostrar que x s ? - + 2 xu - ^ u - -J- y 2 = IL 

x+y dx* dxdy * dy* 


12- Si ti — tn \/ x 2 Hh y 2 , demostrar que —^ + —- — 0. 

dx 2 dy 2 


13 ■ Si tí — 


V x 3 + y 2 + 


_ a E tí , , c? 2 u 

, demostrar que ^5 + ^ + ^7 = 0. 


PROBLEMAS ADICIONALES 


1. La sección vertical central de una colina circular tiene la forma de la curva 
cuya ecuación es x 2 -J- 160 y — 1 600. — 0 f en donde la unidad es l m. La parte 
superior se quita en capas horizontales a la razón constante de 100 m s por día. 
I A qué razón aumenta el área de la sección transversal horizontal cuando la 
cumbre se ha rebajado 4 ni vertical mente ? Sol . 25 m a por dia. 


2, Si o = —-—- r demostrar que ÜH 4- — = (x + y — 1) u. 

e* 4- 0 ti dx dy 

3, Si u = — P en donde* r = x 2 + y 2 + z 2 , demostrar que 

r 

/auy /£oy = i 

' Uy/ ‘ ^z/ r* 


4. 


S¡ z = x 2 are tg 2L — t y 2 are tg 

x y 


demostrar que 


d^z 
dx dy 


x* - y 

* 3 + y 


3 

3 " 


5, Si u — z are tg — w demostrar que 

y 

3 a tí | 5 ? li | d 2 u 

~d^ 2 + a? 


6* Si u — ln (e* + ev -j~ e¿) , demostrar que 


d*u 

dx dy dz 


- 2 


ei 4 y + í — 3 ti . 
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7, Si u = f(x, y) y x — r eos 0 t y — r sen demostrar que 

&ü _ cqs ^ _ $en ® 

Bx Br r d&' 

Bu du . eos & da 

dy dr r 08 

8. Sea a = (*i 2 + * 2 2 + ••• +JCn i } í! » ¿Que valores de k satisfarán la 

ecuación ^ U — + + . * ■ + ^ ^ = O? Sol. k = I — i (n > 2) . 

dxt 2 ^ dx 2 2 dxn* 2 
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CAPITULO XXIV 

APLICACIONES DE LAS DERIVADAS PARCIALES, 

233. Envolvente de una familia de curvas. Por regla general, 
la ecuación de mía curva contiene, además de las variables x y y t 
ciertas constantes, de las cuales dependen el tamaño, la forma y la, 
posición de la curva particular. Por ejemplo, el lugar geométrico 
representado por la ecuación 

(x — a) 2 + tf = r 2 

es una circunferencia cuyo centro está en el eje de las x a la distancia 
a del origen, y cuyo tamaño depende del radio r. Si suponemos 
que a toma varios valores mientras que r se mantiene fijo, enton¬ 
ces tendremos una serie correspon¬ 
diente de círculos de igual radio 
que diferirán en sus distancias del 
origen, tal como se muestra en la 
figura 204. 

Un sistema de curvas formado 
de esta manera se llama una fami¬ 
lia de curvas f y la cantidad « , que 
es constante para cualquiera curva 
individual, pero cambia al pasar 
de una curva a otra, se llama un parámetro variable . A fin de indicar 
que a entra como parámetro variable , es usual incluirle en el símbolo 
de la función así : 

/í*, y, a) = O. 



Las curvas de una familia pueden ser tangentes a una misma curva o a 
un mismo grupo de curvas f como en la figura 204. En ese caso se da 
el nombre de envolvente de la familia a la curva o al grupo de curvas. 
Ahora vamos a explicar un método para hallar la ecuación de la énvol- 
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vente de una familia de curvas. Supongamos que la curva cuyas 
ecuaciones paramétricas son 

(1) * = <t> (a), y = («) 

sea tangente a cada curva de la familia 

(2) f(x, y, a) = O, 

siendo el parámetro a el mismo en ambos casos. Para cualquier valor 
de a las ecuaciones (1) satisfarán (2). Por tanto, según (£) del 
Artículo 229, puesto que u= f(x, y, a), du — df = O y z se 
reemplaza por a, tenemos 

(3) ft(x, y, a)4>' (u) +f„(x, y, a)ij>' («)+/«(*, y , a) = U, 


La pendiente de (1) en un punto cualquiera es 


dy = 4 >f (°0 
dx <f>'( a)’ 


y la pendiente de (2) en un punto cualquiera es 


( }y = f*(x,y,u) 

dx ~ f,i(x,y , a) ' 


(A), Art. 81 


(H) , Art. 231 


Luego , si las curvas (I) y (2) son tangentes, las pendientes en un 
punto de tangencia serán iguales, lo que dará 


= _ UOLlUj al 

<P' («) Sv (x,y,a)' 


o sea, 


(«) fAx, y, a) + f u (x, y, o)í'(a) = 0. 


Comparando (6) y (3), encontramos 

(7) /«(*, , a) = 0 . 

Luego las coordenadas del punto de tangencia satisfacen a las 
ecuaciones 

(8) /(*, y, ex) = O y /,{*, y, a) = 0; 


es decir, que las ecuaciones paramétricas de la envolvente, en el caso 
de que exista, pueden obtenerse resolviendo estas ecuaciones con 
respecto a x y y en función del parámetro « . 
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Regla general para hallar las ecuaciones paramétricas de la 

envolvente 

Primer paso. Se escribe la ecuación de la familia de curvas en la 
forma f {x , y, o) = O } y se deduce la ecuación f a (x, y, a) = 0. 

Segundo paso. Se resuelve d sistema formado por estas ecuaciones 
con respecto a x y y en función dd parámetro a. 

La ecuación cartesiana puede hallarse o bien eliminando a entre 
las ecuaciones (8) o bien de las ecuaciones paramé tricas (Árt. 81)* 

EJEMPLO L En el caso de la familia de circunferencias dada al principio 
de este articulo tenemos* 

f (xf y t «) = (x - a) 2 + y 2 - r 2 - 0. 

Por tanto, f*(x r y. a) = {x — a) - 0. 

Eliminando a, el resultado es y ¿ — r 3 = 0, o sea, y = r, y — — t, y ¿sus 
son las ecuaciones de las rectas A tí y CD de la figura 204, 

Ejemplo 2. Hallar la envolvente de la familia de lineas rectal 
x eos a + y sen a = p, 
siendo a el parámetro variable* 

Solución* 

«■> f(jr, i/p u) 

= x eos u -j“ y sen cj. — p — IL 

Primer paso. Derivando con respecto a ct¡ 
(10) f n (x, y. a) 

= — x sen dt 4* V *os a = CL 

5egujiífo peso. Multiplicando (9) por 
eos u y (10) por sen u y restando, obte¬ 
nemos 

l : ig T 205 x — p eos a. 

De igual manera, eliminando x entre (9) y (10) t 

y = p sen tí* 

Luego ¿us ectuttioneH paramétritas de la L'puotuuntv son 

(U) U^ptosa, 

¡ y — p sen a* 

siendo a el parametra. Elevando al cuadrado las ecuaciones til), y sumando, 
obtenemos 

x 2 -E y 2 = P 2 * 

que es la ecuación cartesiana de U envolvente, y representa una circunferencia 
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Ejemplo 3. Hallar la envolvente de un .segmenta de longitud constante u, 
cuyos extremos se mueven a lo largo de dos ejes rectangulares fijos* 

Solución, Sea AB (ftg. 206) el segmento dado, de longitud a , y sea 

(12) *v eos a + y sen a - p ^ 0 

su ecuación. Ahora bien, cuando AB se mueve, variarán tanto a como p 
Pero p puede hallarse en función de a. En efecto, 

A O — AB eos a — a eos ct 

y además p = A O sen a — a sen a eos a. Sustituyendo en (12) h obtenemos 

(13) A" eos ti p y sen ti — a sen u eos a = O, 



Fig, 300 

en donde, a es el parámetro variable. Esta ecuación es de la forma 

/(*. y> a) -0, 

Derivando con respecto .i a, la ecuación f*{x* y, a) =0 es 

(14) — x sen a -p y eos u + u sen - a — a eos 2 a — 0. 

Resolviendo ti sistema formado por las ecuaciones (13) y (14) con respecto 
a x y y en función de «, se obtiene; 

j | x — a sen 3 «, 

( y — a eos 3 u t 

que son las ecuaciones paramétricas de la envolvente, que es una bipocidoide. 
La ecuación cartesiana correspondiente se halla a partir de las ecuaciones (15)* 
eliminando a como sigue: 

xH = uft sen 2 a, 
yH = a ¥\ eos 2 a* 

Sumando. 4- y^ = ú%* que es la ecuación cartesiana de la hípocicloidc. 

Se presentan muchos problemas en los cuides conviene emplear dos 
parámetros relacionados por una ecuación de condición* En este caso 
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se puede eliminar un parámetro utilizando la ecuación de condición y 
la ecuación déla familia de curvas. Sin embargo, es mejor } muchas 
veces, proceder como en el ejemplo siguiente. 


Ejemplo 4. Hallar la envolvente de la familia de elipses cuyos ejes 
coinciden y cuya ¿rea es constante. 


Sorncion, 

m 





es la ecuación de la elipse, en donde a y b son los parámetros variables relacio¬ 
nados por la ecuación 

(17} nab ~ k. 



Fig. 207 


siendo nab el área de úna elipse de semiejes ay b. Detivando. considerando 
¡i i/ ¿ como variables y jc y y como constantes, tenemos, empleando diferen¬ 
ciales, 

^+^ = 0 ' según (lo). 

¿r 

y b da T a rííj — 0, según (17) . 


Trasponiendo un término de cada ecuación al segundo miembro y dividiendo, 
el resultado es 



Por consiguiente, empleando (lb) r 


1 

2 



2 


y 
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de donde 

a =« m x v/ 2 y b = ± y , 

Sustituyendo estos valores en (17), obtenemos La ecuación de la envolvente 

A-y = * JL , que representa un par de hipérbolas equiláteras conjugadas (fign- 
2 a 

ra 207)* 

234. La evoluta de uaa curva dada considerada como la envolvente 
de sus normales. Puesto que las normales de una curva son todas 
ellas tangentes a la evoluta (Art. 110), es 
evidente que la evoluta de una curva puede 
definirse como la envolvente de sus normales , 

También es interesante advertir que si 
hallamos por el método del artículo ante- 
rior las ecuaciones paramétricas de la en¬ 
volvente , obtenemos las coordenadas x y y 
del centro de curvatura ; de modo que aquí 
tenemos un segundo método para hallar tas 
coordenadas del centro de curvatura. Si eli¬ 
minamos el parámetro variable, obtenemos 
la ecuación cartesiana de la evoluta, 

EJEMPLO. Hallar ia evoluta de la parábola tj 2 — 4 px considerada como U 
envolvente de sus normales. 

Solución, La ecuación de la normal en un punto cualquiera (_v i ■ yi) f* 

y - (x — xi). 

¿ P 

j¡egún (2) , Art. 43. Puesto que consideramos las normales a lo Lugo de L.i 
curva, a'i y yt variaran. Eliminando xi por medio de yr = 4 px i, se obtica- 
para ecuación de la normal 

(1) y - y i = —&Ü t o sea, jryi + 2 py — 7 pyi — |T* = 0; 

8p* 2p 4 p 

Igualando a cero Ja derivada parcial del primer miembro con respecto al pará¬ 
metro vi* V despejando x. resulta 

(2) x - íii ±±Sl, 

*P 



Sustituyendo este valor de x en (I) y despejando y. se obtiene 
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Las ecuaciones (2) y (3) son las coordenadas del centro de curvatura de la 
parábola. Jumas, son las ecuaciones paramétricas de la evoluta en función del 
parámetro y t . Eliminando yi obtenemos 

27 py 3 - 4(x - 2 p)\ 

que es 1 a ecuación cartesiana dé la evoluta de la parábola. Este resultado es 
el mismo que obtuvimos en el ejemplo 1 del Artículo 109 por el primer método. 


PEOELEMAS 


Hallar las envolventes de los siguientes sistemas de lincas rectas, y trazar las 
gráficas correspondientes. 


1. 

y 

— mx -L m*. 


Sol. 

X 2 

+ 4 i/ = 0. 

2. 

y 

= + m 2 . 



27 

x* = 4 y 3 . 



m 





3. 

y 

= m 2 x — 2 m 3 . 



27 

n 

* 

|| 

3s 

4. 

y 

= 2 mx \- m 4 . 



16 

y 3 + 27 x 1 = 0 

5. 

y 

= ix — r 2 . 

6. y - í 2 x -h 

7. 

1/ = 

mx — 2 m 2 . 


Hallar las envolventes de los siguientes sistemas de circunferencias, y trazar 
las gráficas. 

8 { x _ f )3-|_ySs>4C' So¿. y- — 4 x + 4. 

9. jc- + (y - í}* = 2 f. 10. (jí - 0 2 + (y + i ) 2 - f 2 - 


H al lar las envolventes de los siguientes sistemas de parábolas, 

11. y’^-cU - *). SoL 2 y = *x. 

12. cy- - 1 - c 3 jc. 

13. Hallar la evoluta de la elipse b 2 x 2 + *~y 3 — ü~b-. tomando la ecuación 
de la normal en la forma bit = ax tg <p - (a* - b-) sen r/, T siendo el parámetro 
el ángulo excéntrico 4*- 

Sol. í= íÍd! C o^. y = *en*+: o 

<1 D 

(ux)^ + Oy)^ - ( a 2 — 


14. Hallar la evoluta de la hipodcloide x% + y& = ah. cuya normal tiene 
por ecuación y eos ■ — x sen r ^ a eos 2 r. siendo r el parametro. 

Sai. (x + y)>S + (x - y)% = 2 a/*> 

15. Hallar la envolvente de las circunferencias que pasan por el origen y 
tienen sus centros en la hipérbola x~ y* — c~ 

5oí . La lemniscata (x“ + y 2 )~ — 4 c 2 (x- — y 2 ) - 



http://carlos2524.jimdo.com/ 


APLICACIONES DE LAS DERIVADAS PARCIALES 


577 


16. Hallar la envolvente de tina línea tal que la suma de su abscisa al origen 
y su ordenada ai origen (intersecciones con los ejes coordenados) es igual a c* 

Sol. La parábola jc'* + y u = c-. 

17. Hallar la envolvente de la familia de elipses b 2 x 2 + a 2 y 2 = u^b 2 cuando 

la suma de sus semiejes es igual a c* Sol . La hipocidoide = dv. 

18. Se disparan proyectiles con un cañón con velocidad inicial Ot>. Supo¬ 
niendo que al cañón pueda dársele una elevación cualquiera y que se mantenga 
siempre en el mismo plano vertical, y des¬ 
preciando la resistencia del aire* ¿cuál es 
la envolvente de todas las trayectorias po¬ 
sibles? 

Sugestión. La ecuarión de cualquiera 
trayectoria es 


y = x iga 


Mi 



2 00 a eos 3 a 

siendo a el parámetro variable. 

19. Si la familia de curvas 

fVí*, f/)+ tg(*. y) + h(x, y)-O 
tiene envolvente, demostrar que 

[ g (x, y) 1 - — 4 / (x. y) b (x. y) — 0. 

>35, Ecuaciones de la tangente y del plano normal a una curva 
alabeada. El estudiante está ya acostumbrado a la representación 
paramé!rica de una curva plana (Ar¬ 
tículo 81). A fio de extender esta 
noción a las curvas alabeadas, su pt ju¬ 
gamos que las c o o r d e n a d a s de u n 
punto cualquiera P(x r y, z) de una 
curva alabeada vienen dadas como 
funciones de una tercera variable que 
designaremos por í; así, 

(1) x = <k\l), y - jf(0 , 

La eliminación del parámetro l en 
íre estas ecuaciones t tornadas dos a 
dos, nos dura las ecuaciones de las 

intersecciones de los cilindros proyectores de la curva con los planos 
de coordenadas. 
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Hagamos corresponder el punto P{x } y , 2 ) al valor í del pará¬ 
metro , y el punto P'(x + Ax, # + A|/, z + As) al valor í + A1 1 
siendo Ax, Ay , A z los incrementos de a:, 1 /, 2 originados por el in¬ 
cremento A t t encontrados según las ecuaciones (1) Según lo estu¬ 
diado en Geometría analítica del espacio sabemos que los cosenos 
directores de la secante (diagonal) PP f son proporcionales a 

Ax, A y , A z f 

o sea, dividiendo estos incrementos por Ai y denotando los ángulos 
directores de la secante por a' 3 ' y f , 

eos a' eos 3 ' eos y ' 

( 2 ) Ax ~ Ay ~ As 

Al Al At 


Ahora bien , hágase que P f se aproxime a P a lo largo de la curva. 
Entonces, Ai y, por consiguiente, también Ax, Ay ¡ A z, tenderán a 
cero, y la secante PP* tendrá como posición límite a la tangente a la 
curva en F, 

Ahora bien , lím — — ^7 = & (O * etc - 
Aí —$0 Al di 

Por tanto } para la tangente , 

eos fjc __ eos 3 _ eos y 
(A) dx dy ~ dz 

dt dt dt 


Cuando el punto de contacto es Pi(x\ f yi , Zi) , empleamos la 
notación 


(S) 


dx 

di 


dx 

— valor de cuando x = x\ t y = yi t 2 = zi , 


y notación análoga para las otras derivadas. 

Luego, según (Z) y (4) del Artículo 4, tenemos el siguiente re¬ 
sultado : 


Las ecuaciones de la tange ale a la curva cuyas ecuaciones 
(1) X = $ (fc) . y = 41 (t}, z = x (t) 

en el punto Pi(xi , yi , zi) son 


x — 3 Ci _ y—yi _ z — 7 a 


áx 


dy 


dz 

dt 

t 

dt 

1 

dt 
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El plano normal a una curva alabeada en un punto Pi (xi } yi t z i ) 
es el plano que pasa por P i y es perpendicular a la tangente en Pi . 
Los denominadores en (ií) son los parámetros directores (o números 
directores) de la tangente en P i. De aquí tenemos el siguiente 
resultado : 


La ecuación del plano ñor mal a la cu r v a ( 1 ) en el punto 

Fi (si, i zi) es 


(C) 


^7 (x - xi) + 

dt |i 


dy 

dt 


(y - yi) + 


(z — zi) = 0. 


EJEMPLO. Hallar las ecuaciones de la tangente y la ecuación del plano 
normal a la hélice circular (siendo 9 el parámetro) 

Í x = a eos 9, 
y — a sen 8, 

z = te, 

o) en un punto cualquiera (.ti, t/i, zi) : ó) 


cuando O = 2 .*t. 


Solución, — — — a sen 9 ■= — y, ^ = a eos 9 — jc, — — b. 


dQ 


d9 


Ú9 


Sustituyendo en (B) y (C) . obtenemos* 
para el punto (xi* y i, jfi K 

m * - 

— t/l X i b 

para ecuaciones de la tangente, y 

— y t í x — X}) + xi (y — y O 
+ b{z — z\) = O, 

para ecuación deI plano normal, 

Cuando 9 = 2 ¿i. las coordenadas del pun 
to de la curva son (a* O, 2 b: ft) , lo que da 



Hg. 211 


x - a 


O 



Z — 1 fr-T 

b 


o se.¡. v 


íi* hu = uz — 2 tíf>n h 


para ecuaciones de la tangente, y 

ay + 'hjs 2 b'-Si — O, 
para ecuación del plano norma]. 


OBSERVACION * Con respecto a la tangente (a) tenemos, según i E } y <4> 
del Articulo 4, 


b b 

eos 7 = — = —; ~ ' ~ — una consume. 

V XI*+ W.® + Í1= V ti J + h 2 

Es decir, que la hélice corta bajo el mismo ángulo a todas las generatrices dd 
cilindro x- + y- = a 2 , 
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236* Longitud de uu arco de curva alabeada. Según la figura 211 , 
tenemos 

/t , (Cuerda PF ') 2 /, /A|/V . M*Y a 

(1) A? = Uu + + Uu * 

Sea are PP' = As, Procediendo como en e! Artículo 95, puede 
demostrarse fácilmente que 

» (íy-(t) 1 + Ci) 1+ ( i)*- 

De esto obtenemos 

(D) s = f" (tfx* + dy' + dz')' 2 , 

Jrn 

en donde a; = <t> (<), V = v(t), 2 = x(<) > como en ( 1 ) del Artícu¬ 
lo 235 • 

Ahora se puede dar a los cosenos directores de la tangente una 
forma sencilla. En efecto, de la ecuación ( 2 ), empleando (A) del Ar¬ 
tículo 235 y las fórmulas (2) del Artículo 4 , tenemos 

/o v di o dy dz 

(3) <™a = -, cosM^, «Y-*. 

Ejemplo, Hallar la longitud del arco de la curva alabeada de tercer grado 

(4) jc-r, 

entre los puntos correspondientes a ;=0 y i — 4. 

Solución, Diferenciando (4) . obtenemos 

dx «= dt. dy = t dt< dz =* / 2 di* 

Sustituyendo en (D) * resulta 

s = í* 4 V I + i 7 + f rff = 23,92. 

J u 

aproximadamente, según la regla de Simpson, haciendo n = 


PROBLEMAS 


Hallar las ecuaciones de la tangente y la ecuación del plano normal a cada una 
de laü siguientes curvas alabeadas en el punto indicado, 

1. x — atr y ~ btz = cf 3 i 1 = 1* 

So!, x —? = - £ — L ; ax 4- 2 by + 3 tz - a 2 + 2 b- + 3 c**, 

a Ib Je 
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2* x = 2 f, y = f 3 , z — 4 í 4 ; í - L 

so;. ,+ „+»—». 

3. jt = r* — 1 P y =» r + 1, z - í*; 1 = 2 . 

Sol. 4*+ir + l2«- 111. 

4* jc = r* — 1» y ~ r 2 + r> j - 4 ¡ 3 - 3 í f U r — 1, 

Sol. y = * + s/+3£=S. 

5, je = 2 i — 3, y = í — í a , z=l; (-2. 

6. x - a eos i, y = b sen r, z = i; t = ¡>í n. 

1, x = t. y = e* t z = í ^ 0. 

8. jc = eos f, y = sen t , 2 = tg n t — O, 

EL Hallar la longitud del arco de La hélice circular 

x = a eos & f y - a sen 8, z = b$ 
entre los puntos correspondientes a 0 = O y 8 = 2 ir , 

Sol. 2 n vV + ft 2 . 

10, Hallar La longitud del arco de la curva 

x — 3 8 eos & T y - 3 & sen ÉL z = 4 8 
entre los puntos correspondientes a 0 = tí y 0 = 4, 

5o/. 26 + Ül ln í = 32.70. 

11* Hallar la longitud del arco de la curva 

x = 2 t. y = : 3 — 2, z — 1 — t* 
entre los puntos correspondientes ¿ í = 0 y t = 2. 

12. Dadas las dos curvas 

(5) x ~ tk y — 2 t 2 . z = - y? 

{6} x — 1 — 8. y — 2 eos z = sen 0 — 1. 

a) Demostrar que las dos curvas se cortan en el punto A (L 2. —1). 

£/) Hallar los cosenos directores de la tangente a la curva (5) en el punto A. 

Sol 1 _ 4 — 1 

\/"ís‘ VIS’ VT» 

c) Hallar los cosenos directores de la tangente a (0) en A ♦ 

d) Hallar el ángulo de intersección de Us curvas en A, Sol. 90L 
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13* Dadas las dos curvas 


x — 2 — t, y = f 2 — 4. z = r a — S: 
jc = sen y = 5* s = 1 — eos 0. 


а) Demostrar que las dos curvas se cortan en el origen O* 

5) Hallar los cosenos directoics de la tangente a cada curva en O. 

c) Hallar d ángulo de intersección de las curvas en O. 

14, u) Si OF. ÜE, OJV de la figura 197 se eligen como ejes de coorde¬ 
nadas O AL Oy, 0Z t respectivamente, y si Pía', y, z) es un punto de la 
esfera, demostrar que x — a eos $ sen Q, y — a eos 0 eos #, z = o sen <p t si ^ y tí 
son, respectivamente, la latitud y longitud de P. 

б) Empleando (3), y (3) del Artículo 4, hallar el ángulo a en P que 
forman el paralelo que pasa por P y una curva sobre la esleta para la que 



237, Ecuaciones de la normal y del plano tangente a una superficie* 
Se dice que una recta es tangente a una superficie en un punto P si es 
la posición ¡imite de una secante que pasa por P y un punto vecino 
P f de la superficie, cuando P f tiende a P a lo largo de una curva 
t ra za d a so b re la superficie. A lio ra vamos a es t a blecer un teo rem a de 
importancia fundamental. 

Teorema, Todas las tangentes a una superficie en uno de sus puntos 
cstdn en un plano . 

Demostración, Sea 


F (x, y, z) = O. 


(O 


la ecuación de la superficie dada, y sea P(x, y, z) un punto de ia 
superficie, Si ahora hacemos que P f tienda a P a lo largo de una 
curva C situada sobre la superficie y que pasa por P y P f 7 entonces , 
por definición , la secante se aproxima a la posición de una tangente a 
la curva C qii P ♦ Sean las ecuaciones de la curva C 


( 2 ) 


*“*(0. ^ = ^(0) e = x(f)- 


Entonces la ecuación (1) debe satisfacerse idénticamente para estos 
valores. Por tanto , si u = F(x , y } z) , entonces u = O , du = O t y 
según (£} del Artículo 229 , 
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Esta ecuación (véase (3) del Art, 4) demuestra que la tangente 
a (2) , cuyos cosenos directores son proporcionales a 

dx dy dz 
di ’ di * di 1 


es perpendicular a una recta cuyos cosenos directores sou proporcio¬ 
nales a 


(4) 


dF dF dF 
dx 1 dy'Bz 


Según (3) del Art. 4 


Sea. Pi (xi j y\ t £&} un punto de la superficie , y sean 

9F\ 

* dz 11 

los valores de las derivadas parciales (4) cuando 


(5) 


&F\ 

dx. 


i dF_ 

% 


z = xi, y = y i , 2 = ti . 

La recta que pasa por P i y tiene por números directores (5) se llama 
la línea normal a la superficie en Pi . De esta definición tenemos el 
siguiente resultado ; 

Las ecuaciones de Ja normal a la superficie 
(1) F(at # y, *) =0 

en Pi(xv 7 y¡ > z i) son 


(E) 


x — xi y — yi _ 2 — zi 


0F 


dF 


dF 

3x 

1 

ay 

1 

dz 


Este razonamiento muestra que todas las tangentes a la superficie (1) 
en Pi son perpendiculares a la normal en Pi. Luego están en un 
plano . Así queda demostrado el teorema . 

Este plano se llama el plano tangente en Pi „ 

Ahora podemos enunciar el siguiente resultado. 


La ecuación del plano tangente a la superficie (1) en el punto de con¬ 
tacto Pi (xj f yi , zi } es 


IF) 


ar 

dx 


(x — xi) + 


dF 

dy 


(y - yi) + 


3F 

dz 


(z — Zi) = O. 


Observación Sí todos los denominadores en í£) se anulan, U normal 7 
el plano tangente son indeterminados. Tales puntos se llaman punios singula¬ 
res t Y no se estudian aquL 
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Eu caso de que !a ecuación de la superficie se dé en la forma 
2 = / (e , y), sea 

(6) F(x, y, z) = f(x, y) — z = 0. 

„ . BF Bf Bz BF Bf Bg. BF 
Entonces -r - = a = 5 - > =T7i — = — 1. 

dx dx dx dy dy dy 1 

I)e esto, según (£), tenemos el siguiente resultado. 

Las ecuaciones de la normal o la superficie z = f(x, y) en 
(xi, yi, zi) son 

(G) 


X 


xl y 

- Vi z - z. 


dz 


Bz 

-1 * 


dx 

i 

By 

i 


Además, según (F) obtenemos 


(H) 


Bz 

dx 


{x — Xl) + 


Bz 


dy 


(y - yO — U - zí ) = o, 


luego ésta es la ecuación de un plano tangente en (x,, yi, zi) a una 
superficie cuya ecuación viene dada en la forma z = í (x , y). 


238. Interpretación geométrica de la diferencial total. Aliora es¬ 
tamos preparados para interpretar geométricamente la fórmula (2?) del 
Artículo 227 , de modo análogo a lo hecho en el Artículo 91. 
Consideremos la surperficie 

(1) * = /(*,!/), 


y el punto (ii, y », zi) de ella. Entonces la diferencial total de (1) 
es, cuando 

x = xi, y = yi, 


( 2 ) 


dz 


Bz 

Bx 


A* + 


Bz_ 


A y, 


empleando (B) del Artículo 227, y reemplazando dx y dy por sus 
equivalentes Ai'y Ay respectivamente. Determinemos ahora la coor¬ 
denada z del punto del plano tangente en Pi en donde 

* = *i -f A*, y = yi + Ay. 

Sustituyendo estos valores en (27) del Artículo 237, encontramos 
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Comparando (2) y (3), encontramos dz = z — zi . De aquí el 
siguiente 


Así, en la figura 212, 
PP' es el* plano tangente 
a la superficie PQ en 
P{x, y, z). 

Sea ¿4Z? — Ax 
y CD = ky ; 



Teorema, La diferencial Mal de una función f (x, y) t correspon¬ 
diente a los incrementos 
Ax y Ay , es igual al in¬ 
cremento correspondiente 
de la coordenada z del 
plano tangente a la su¬ 
perficie z - í(x t y). 


entonces 


Fig. m 


dz = r— = DP f -DE = EP f . 


Obsérvese también que A* — DQ — DE — EQ. 


Ejemplo. HaMar la ecuación del plano tangente y las ecuaciones de la 
normal a la esfera x' J + + z 2 = 14 en el punto (1 , 2, 3) , 


OF 

dx 


Luego 

Sustituyendo en (F ), se encuentra 


x, y* 

*> = 

* a + y B + 

2* - 

14r 

dF 

2 y, 


JCJ 

= L 

dy 


dz 



\m 

= 2, 

1^1 =4. 

1^1 

= 6* 

Wi 


Uyli 

Uzlt 



2(x - i)+ 4 (y -2)+ó(z- 3) - O, 
o sea, jt -f-2 y + 3 z = 14, para ecuación del plano tangente. 

Sustituyendo en {£). * ~ ] ~ ^ = - ~ 

lo que da 

z = 3 x y 2 z = 3 y, 


para ecuaciones de la normal. 
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PROBLEMAS 


Hallar la ecuación del plano tangente y las ecuaciones de la normal a cada 
una de las siguientes superficies en el punto indicado. 


1. x 5 + y 2 + 2* = 49; (b, 2. 3). 

Sol. 6 X + 2 y + 3 z =49; = Jí_ri 

b 2 

2. ¿ = x* + y 2 - I: (2, 1, 4). 

So/. 4* + 2y-z = 6: = JLT_> 

4 2 


3. jc 2 + xy* + y* + z + 1 - 0; (2, -3, 4) . 

Sol. 13 x -f U y + z + 15 = 0; 


y _±2 

15 



z — 4 


- I 



4. JcH2^ + yHz-7=0; (1,-2, 6). 

Sol. 2x+2y — r + 8 = 0; = JL+i = -LCl. 6 . 

5. * 2 y 2 + xz — 2 y 3 — 10 » 0: (2,1,4). 

So/. 4x + t/ + z — 13 = 0; i-i,J 

6. x* - v 2 - z J = I- (5- 2. 2). 

7. x a + y*-z a = 25: (5, 5. 5). 

8. 2r ! + 3i/ í + ‘lz í =6; (1.1. J-s) . 

9. x -F y — 2 a = 3 ; (3. 4. 2) . 


10. Hallar la ecuación del plano tangente al hiperboloide de dos hojas 


\ — Zz — = 1 en el punto (jri, c/ 1 , 2 1 ) • 

ü“ o- c 2 


5o/, 


X|JC 


6 2 


— z ' z = 1 


11. Hallar la ecuación del plano tangente en el punto (jei, yi. z\) a la 

superficie ax 2 + by 2 + cz 2 + d = 0. Sol. turi* + by x y cz\z -f d — 0. 

12. Demostrar que la ecuación del plano tangente a la esfera 

x 2 + y 2 + z 2 + 2Lx + 2ü/y + 2]Vz + D = 0 
en el punto (xi, y x . zi) es 

* 1 * + yiy + ziz + L {x + * 1 ) + M (y + y») + N (z + zi) 4- O = 0, 


13. Hallar la ecuación del plano tangenre en un punto cualquiera de la 
superficie 


x ' -' y^j -f z# = a}\ 


y demostrar que la suma de los cuadrados de los segmentos que determina sobre 
los ejes coordenados es constante. 
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14* Demostrar que el tciraedro formado por Jos pianos de coordenadas y un 
plano cualquiera tangente a la superficie xyz = a 3 es de volumen constante. 

f a 4 * _ i ¿a 

15, La curva x — —* y = —> z = - - —* corta a la superficie 

* 3 — 4 y 2 — 4 ar = 0 en c! punto (2, 2, —3). ¿Cual es el ángulo de ínter* 
sección ? 

19 

Sol L 90° - are eos-“ = 32° 37'. 

3 V 138 

16. La superficie * a +y z + 3 z s — 25 y h curva x = 2 i, y — — , * ■» — 2 i* 
se cortan en el punto de la curva correspondiente a í — i. ¿ Cuál es el ángulo de 

intersección ? 

SoL 90° — are eos-— = 30^ ít>L 

7 V29 

17* El elipsoide x 2 + 2 t/ 2 4- 3 z 2 = 20 y la curva alabeada 
-*r = y U 2 + 1) * y = t* + L z = í a 

se cortan en el punto (3, 2, I}* Demostrar que la curva corta a la superficie 
ortogonalmente* 


239* Otra forma de las ecuaciones de la tangente y el plano normal 
a una curva alabeada* Sí la curva en 
cuestión es la intersección AB (figu¬ 
ra 213) de lns dos superficies 

F(x,y,z)=Q y G(x,y,z) = Q, 

la tangente PT en P(xi f y\ , zi) es la 
intersección de los planos tangentes 
en ese punto CD y CE ; en efecto, la 
tangente a las dos superficies t dehe 
estar en ios dos planos tangentes y, 
por tanto , es la recta de intersección , 

Las ecuaciones de los do* planos tan¬ 
gentes en P son , según (F) f 



(1) 


dF 


dx 

dO 

dx 


(x — xi) + 


(x — #l)+ 


BF 

% 

cX? 

d !J 


(i y — yi) + 


(v — yi)+ 


df 

dz 

dtí 

dz 


(* -si) = 0 , 


(2 — 2l ) = ü , 


Estas ecuaciones, tomadas simultáneamente, son las ecuaciones de 
la tangente PT a la curva alabeada A B, 
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Si A f B j C son los parámetros o números directores de la recta 
de intersección de ios dos planos (1), entonces, según (ó) f Artícu¬ 
lo 4 , tendremos: 


( 2 ) 


B = 
C = 


<5E 


aa 

\d,j 

1 

dz 

dF 


dG\ 

dz 

1 

dx 

dF 


dG 

dx 

i 

d y 


SF' 

dz 

i 

f)G 
l % 

d£ 

dx 

i 

dG 

dz 

dF 

üy 

1 \ 

dG 

dx 


Entonces las ecuaciones de la tangente CPT son 
^ *• — y — y i _ « — zt 


x — a?i _ y — yi 

A ~ B 


La ecuación del plano normal PHI es 

( 4 ) A (se — ®i) + B(y — yi) + C(z — 21) =« O, 

EJEMPLO 1. Hallar las ecuaciones de la tangente y la ecuación dd plano 
normal en (r. r, r \/ 2) ^ Ja curva de intersección de la esfera y el cilindro 
(fig. 214} cuyas ecuaciones son, respectivamente, 

x 2 + V 4 4* = 4 r 2 t x 2 + y 2 = 2 rjc. 

Solución, Sea F = x* + y 1 -h z 2 — 4 r 2 y G — a 2 + y 3 — 2 r.v. 


lar | 

= 2 r, I 

dF 1 

= 2 f, | 

a£| 

I a* 1 

11 

dy \ 


dz \ 

|0G 1 

1 = 0, 

[dG 

I = 2 n 

IflGI 

\ dx 

li 

\dy 

n 

\dz 


^ 0. 

\dz |i 

Sustituyendo en (2) . encontramos 

A — — 4 r 3 V 2 , B = 0. C - 4 r>. 
En consecuencia, según (3) , tenemos 

x — r 1 / — r z — r \/ 2 


— V 2 

y = r, 


O 1 

* + VI z = 3 r, 


y éstas son las ecuaciones de la tangente PT en P a la curva de intersección 
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Sustítuyendo en (4) . obtenemos la ecuación del plano normal* 

— V 2 {x — r) + O (y - r) + (z c \/ 2) - O, 
o sea t *\/ 2 x — z =0* 



EJEMPLO 2. Hallar fil ángulo de intersección de las superficies del ejemplo 
anterior en el punto dado. 

Solución* El ángulo de intersección es igual al ángulo formado por los 
planos tangentes o por las normales. En el ejemplo 1 (véase (E) del Art. 237} 
hemos obtenido para números directores de las normales 

tí = 2 f 4 b = 2 ri t - 2 rV 2 ; 

fl' = &, 6 f ~ 2 r' = CL 

Luego, según (6) , Arr. 4, 

4 r 2. i 

eos O = - = —, O = 60~- 

8 r* 1 

PBOBLEMAS 

Hallar las ecuaciones de la tangente y la ecuación del plano normal a cada una 
de las siguientes curvas en el punto indicado 

1. ** + #*+«■-*-49. jr 2 + y- = !1: f 1, 2, —6)„ 

5o/. XJZI^JLZJ, z+b=Q; 2 x — > y = O, 

2. a-Jf» + i/*-l. 3r + 2 y* + 7>- 30; (2.1,4). 

Sol. iLpi-JLCli =.jLJLf; s * - ll y-2 2-H9“0. 
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3. .v* -f - 'i' - 16, ,v a + 4 y a + 4 z» « ¡34: <2,4.2). 

Sol. 2L2IÍ = Ü-I_± = Uzl ; Ib ,v ~ 5 y+ ó z = 24. 

Ib - 5 u 

i. jc= + y a -f 3 z* = 32, 2 + y* - z a = 0; (2.1,3). 

Sol. m = LZLl- 6jc~2U + 2+6 = 0. 

5 — 2 1 I 

5, x* — y a _ T a- « 1., A *a t/ 2 + 2 a = 9; 0, 2. 2) * 

6, x 2 H- 4 y* - 4*s - 0, 2 * + y + z - 24 = 0: (8,3,5). 

7, Las ecuaciones de la hclice son 

x 2 _f y 2 = r 3, 

y = x tg —. 

c 

De mostear que en. el punto (xi, t/i. íi) las ecuaciones de la tangente son 
c(x — x %) + y i (z — zl) - 0 P 
c(y — yi) — Xi (z — Zl) = 0, 
y la ecuación del ptano normal es 

y ix — x i y — c (z — z i) “ 0- 

8, Las superficies x-y- +2 .r -f 2^ = Iri y 3 x* + y 2 — 2 z — 0 se corran 

en tina curva que pasa por el punto ('2, U 2). ¿Cuáles son las ecuaciones de 

los respectivos planos Tangentes a las dos superficies en este punto? 

Sol. 3 x + 4 tí + b z — 2%; b x + |f — z — l L 

5), Demostrar que el elipsoide x 2 + 3 y“ -j- 2 = l ) y la esfera 

x a + + z» - * * - 8 y - 6 z +24-0 

son mutuamente tangentes en el punto (2* L I) . 

10* Demostrar que el paraboloide 3 x 2 + 2 y 2 — 2 z = 1 y la esfera 
+ - 4 y~2 z + 2 - 0 

se cortan ortogonal mente en el punto (l. 1,2), 

240, Teorema del valor medio. Las aplicaciones de las derivadas 
parciales que se darán a continuación se basan en el teorema del valor 
medio para funciones de varias variables. El resultado que se ha de 
deducir se funda en ío estudiado en e! Artículo 116. Vamos a estable¬ 
cer la fórmula 

(1) / (xu + h , y^ + fe) = /(aro f yo) + hf x (x o + 0/í, ?/u + i9fe) 

+ fe/.^Jo + tfA, y o + flfe) . 

(0 < $ < 1) 
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Con es Le fin sea 

(2) F (í) = / (m + kt , i/o -f- U). 

Apliqúese ( 2 ?), Art. 116, a F(t), con a — Ü, y da = 1 „ En¬ 
tonces tenemos 

(3) F{1) = F(0) +F'(8), (0<Í<1) 

De ( 2 ), según (D), Art. 229 , por ser x = x« + ht, y = y 0 + kt , 

(4) F'(t) = hfx(xo + ht, yo + kt) + kf u (x o + ht, y¡¡ + kt). 

Entonces obtenemos de ( 2 ) 

(5) F(l)-/(* + *, w + k) f F(0) =f(x u y«), 

y de (4) 

( 6 ) F*{&) = hfx (xq + , yo H- Oh) 4 kf v {xu 4 Oh f yo 4 Ok) . 

Cuando estos resultados se sustituyen en (3), obtenemos (l). 

Si deseamos una fórmula análoga a (F), Art. 124, tenemos que 
formar F /f (t) , Aplicando otra vez (D), Art. 229 t obtenemos 

[/rizo + ht, i/o + kt) = hj„(x o + ht, yo + kt) 

4- hfuxixa 4 ht , yo + kt) ; 

ílt f ÍJn ^ ~ 4 ht t yo 4 kt) 

4 kftatixn + ht 1 y<\ 4 kt) 

De (4) , derivando con respecto a t f tenemos 

( 7 ) F tf {t) = h%ÁXo + ht } yu 4 kt) + 2 hkf x ,{x* 4 ht, y, + kt) 

+ k-fnttixt i 4 hí , ?/íi 4 ht) . 

De (jF”) , Art. 124, haciendo h — 1 , a — O, xz = O t resulta 

( 8 ) F{l)-jrp) + #''(0)+4f’''(ff). 

\é. 

Ahora podemos fácilmente demostrar el teorema generalizado dei 
valor medio para una función de dos variables, sustituyendo en ( 8 ) los 
valores dados por (5), (4) y (7). Así Obtenemos 

(9) /(xo + h , yo 4 k) — / (^o t yo) + hf x (xo , y o) 4 , yo) 

4 y^ - l 4 Oh , 3/0 4 fc) + 2 ///i/ífXxn 44/? , yod- Ok) 

+ , yo + flk) ]. (tí < O < 1) 

No es difícil establecer las fórmulas correspondientes para las 
funciones de más de dos variables, ni generalizar los teoremas de 
una manera análoga a la dél final del Artículo 124. 
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241* Máximus y mínimos de fundones de varias variables* En 
los Artículos 46 y 125, se dedujeron condiciones necesarias y suficien¬ 
tes que deben cumplir los máximos y mínimos de una función de una 
variable* Ahora emprenderemos la resolución de este problema para 
el caso en que la función dependa de varias variables independientes* 

Se dice que la función f y ) es máxima en x = a t y = b cuan- 
do f (a j b) es mayor que fix* y) para todos valores de x y y en la 
vecindad de ay 5. Análogamente, se dice que f (x } y ) es Mínima 
en x — a } y — b cuando / (a , b) es menor que / (x, y) para todos 
los valores de x y y en la vecindad de a y b. 

Estas definiciones pueden enunciarse en forma analítica como sigue : 

Si para todos los valores de h y k menores en valor absoluto que 
alguna cantidad positiva pequeña, es 

(1) f(a + h r b + k) — f(a , b} = un número negativo, 
entonces fia , b) es un valor máximo d e f (x 9 y). Si 

(2) f(a + h t b + k) — fia , b) =» un número positivo, 
entonces / (a , b) es un valor mínimo de / (x t y) * 



Estas proposiciones pueden interpretarse geométricamente como 
sigtie. ITn punf o /* de 1 a su pc rfi ci o 

£ = /( x y y) 

se dice que es un máximo cuando es 1 1 más alto ' 7 que todos los otros 
puntos de la superficie en. su vecindad , suponiéndose horizontal el 
plano de coordenadas XOY, Análogamente, P ' es un mínimo cuando 
es * 1 más bajo 1T que todos los otros puntos de la superficie en su 
vecindad. 
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Por tanto, si 

« f(n , fe) 

es máxima o mínima , el plano tangente en (a, b f zi) debe ser hori¬ 
zontal; es decir , paralelo a XQY. Pero el plano tangente (#) (Ar¬ 
tículo 237) es paralelo a XOY cuando los coeficientes de x y y son 
cero. Luego tenemos el siguiente resultado : 

Una condición necesaria para que f{a, b) sea un valor máximo o 
mínimo de f (x t y) es que las ecuaciones 


(3) 




se satisfagan para x = a , y = b. 


Las condiciones (3) pueden obtenerse sin recurrir al plano tangente. 
En efecto f cuando y = b t la función f(x s fe) no puede ni aumentar 
ni disminuir cuando x pasa por ce (véase el Art, 45). De esto se sigue 
la primera de las ecuaciones (3). La misma proposición se aplica a la 
función f(a j y ). Así tenemos la segunda ecuación de (3). 

El método que acaba de exponerse se aplica a una función de Ires 
variables f(x f y f £). Es decir, una condición necesaria para que 
fia , b , c) sea un valor máximo o mínimo es que las ecuaciones 


(4) 





tengan la solución común £ = a, y = b } z — c + 

El problema de encontrar condiciones generales necesarias y sufi¬ 
cientes es mucho más difícil (véase más adelante) . Pero en muchas 
aplicaciones la existencia de un valor máximo o mínimo se sabe de 
antemano ( y no es necesario ningún criterio. 


EJEMPLO 1. Una pieza de hojalata de 24 cm de jocho ha de convertirse en 
artesa doblando bacía arriba los dos lados. Hallar 
el ancho y la inclinación de cada lado si la capa¬ 
cidad es máxima. 

Solución, E! a re a de la sección transversa, 
que se muestra en la figura 2|ó debe ser máxima. 

La sección transversa es un trapecio cuya base «- 24-2* - 

superior es 24 — 2 x + 2 x eos u, su base infe- 

rior es 24 — 2 x y su altura x sen a. El área A es Fig. 216 

(5) A — 24 x sen H - 2 é sen a -j- x- sen tt eos a. 
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Derivando, tenemos 

24 seo a — 4 x sen a 2 ,v sen a eos u, 

24 x eos a — 2 a 3 eos a + x 3 feos 3 a — sen 3 a) . 

Igualando a cero las derivadas parciales, tenemos las dos ecuaciones 
2 sen a (12 — 2* + * eos a) = 0 F 
x [ 24 eos a — 2 x eos a -f- jc fcos ¿ a — seo- a) ] = O, 

Una solución de este sistema ts a = O, x = O, lo que darU la capacidad mí¬ 
nima, a saber, cero. Suponiendo que « y x no sean igual a cero, y resolviendo 

el sistema, obtenemos eos a = Y% t x = 8, 

La naturaleza del problema muestra que debe existir un valor máximo dd 
área. Luego, este valor máximo se encuentra cuando a “ bQ* y r - 8 cm. 

Ahora establezcamos una condición suficiente. Suponiendo que las 
ecuaciones (3) sean ciertas, de (9) del Art. 240, sustituyendo 
xa = a , y ü = b y transponiendo, resulta 

(6) / (<I + h, b + k) — /(a , 6) = -j~[ K l fzi{x, y)+ 2 hkf x ,,{x, y) 

+ y) ]> 

pii ilcmle hemos hecho i = a -{- 0/i, y = b + 6h. Según (l) y (2) , 
/(o, i») será máxima (o mínima) sí el segundo miembro es negativo 
(o positivo) para todos los valores de íi y k suficientemente pequeños 
en valor numérico (exceptuando el valor cero). Hagamos 

(7) A = fxx(x, y), B = / JH ( x, y), C = f w (z, y), 
y consideremos la identidad 

(8) Ah* + 2 Bhk + Ck* = -2- [ {Ah + Bk ) a + (AC - B*) jfc* ], 

La expresión dentro de los corchetes en el segundo miembro de (&) 
es siempre positiva si 

(9) AC-B 2 > O , 

y, por tanto, el primer miembro tiene el mismo signo que A (o O, 
puesto que según ( 9 ) A y C tienen que ser del mismo signo ). En con- 
secuencia, lo que debemos hacer ahora es aplicar el criterio (9) al 
segundo miembro de (fi), en el cual, corno ya se ha dicho, h y k son 
numéricamente pequeños. Supongamos que (9) es cierta cuando 
í = a, y = b f Entonces, siendo continuas las derivadas en (7), 


BA = 
Bx 

da 
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también será cierta para valores de x y y próximos a a y f>. Ade¬ 
más, el signo de A (o C) será el mismo que el de 

UJa , &) (o fw(a 3 h)). 


Así hemos establecido la siguiente regla para hallar valores máximos 
y mínimos de una función f[x, y): 


Primer paso. Se resuelve el sistema formado por las ecuaciones 


§1 

dx 


O, 



Segundo paso. Se calcula para los valores de x y y encontrados 
el valor de 

d 2 f 3H _ / dH y 
A dx 2 dy 2 \dxdy) * 

Tercer paso. La función tendrá: 


un valor máximo si A > O 

un valor mínimo $i A > O 



< 0 ; 
> 0. 


Si A es negativo , no es difícil ver que / (x } y) no tendrá ni máximo 
ni mínimo. 

El lector debo observar que esta regla no da necesariamente todos 
los valores máximos y mínimos. En efecto , un par de valores de 
x y y determinados por el primer paso pueden anular a A, y pueden 
conducir a un máximo o a un mínimo o bien ni a máximo ni a mínimo. 
Por tanto, para tales valores se necesita un análisis adicional. Sin 
embargo } la regla basta para la resolución de muchos problemas 
importantes. 

La cuestión de los máximos y mínimos de funciones de tres o más 
variables Independientes se deja para los tratados más adelantados, 

EJEMPLO 2. Calcular los máximos y mínimos de la función 

3 fljri/ — jc 3 — y 3 . 

Soluclón, f (x. y) = J axy — x 3 ~ y 3 * 

PrtmtT paso* — = 1 ay — 3 x- =0, — — 3 ax — 3 y 1 = 0, 

dx dy 
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Resolviendo el sistema formado por estas dos ecuaciones, obtenemos 
x = O, x => a t 

y — O, y " a. 


Segundo puso- 


0 2 f 

3x 2 


- — b x. 


d 2 f 
dx dy 


= 3 a, 


d 2 f 
dy 2 


“ “ 6 y: 


d^ 2 dy 2 \ dx / 


Tener puso. Cuando r = O y y - 0. es A = - 9 ü 2 , y por lo tanto, 
para (O, 0) no hay ni máximo ni mínimo. 

Cuando x = a y y = a. es A = + 27 a 3 ; y puesto que —- = — ba, teñe- 

dx 2 

mos realiza Jas en (a, a ) las condiciones para un valor máximo de la función. 
Sustituyendo x = a, y — a en la función dada, obtenemos su valor máximo 
igual a a 3 * 

EJEMPLO 3, Dividir a en tres partes tales que su producto sea máximo. 
Solución, Sea x = primera parte, y = segunda parte: entonces 
a — (jc -4* y) = <a ™ * — y = tercera parte; 
y la fundón por examinar es 

f (x* y) = xy (a — x — y) . 


Primer puso- — - ay — 2 xy — y 2 = 0, = ax — 2 xy — x 2 = 0, 

dx dy 

Resolviendo este sistema, obtenemos como una pareja de valores 


df 


a a 

X ~T *'“T 


Segundo puso, = - 2 y, 

rtjr- 1 <« oy 


, , ñif _ , 

= n — 2jr — 2y. 


A = 4 xy — (u - 2 x — 2 y) 3 . 

Tercer puso. Cuando jf = 1 y y = es A - y puesto que 

3 3 3 


W ( 

dx 2 


2 A 

3 ' 


se ve que el producto es máximo cuando x — y — *y* Luego, la tercera 

parte es también — , y el valor máximo del producto es —. 

3 27 
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PROBLEMAS 

Calcular los máximos y mínimos de las siguientes Junciones: 

1* x 2 + xif 4- ir í* x 4* ?■ ó'of. x — 4. y = — 2 da mínimo. 


x = ’Jí, i/ = Jí da máximo. 
x = — L y = K da mínimo, 
x — y = ü da mínimo, 
x = t/ = -í* da máximo* 

x = y = da mínimo* 

3 


2* 4* +2 y - x 2 + xy - y 3 . 

3, 2 x 2 — 2 xy + y 2 + í x - 3 y* 

4t x 3 — 3 uxy *f y 3 * 

5, sen x + sen y + sen {x + y) * 

6, — xy + y 2 4- ax +- ¿y -f c. 

7, xy + *-+ b -- 

x y 

8, Demostrar que el valor máximo de i a función 

(<u + bu + c) l 

jc* + y ! + 1 

es £3 2 + b 2 + c 2 * 

9, Hallar d paralelepípedo rectángulo de volumen máximo que tiene tres 

caras en los planos coordenados y un vértice en el plano — -J- ^ -p — = 1 - 

a h c 

Sol * Vol umen ~ 


10, Hallar d volumen máximo del paralelepípedo rectángulo que puede ins¬ 
cribirse en el elipsoide ~ L So?* ^ . 

o 3 h 2 e 2 3 V 3 


11* Un pentágono está formado (fig, 217) por un rectángulo coronado de 
un triángulo isósceles. Si el perímetro del pentágono tiene un valor dado P, 
hallar los valores de x, y y a para que el área sea máxima. 


Sol. a = 30 a , 2 x = 


+ 2 scc a. — tg a 


P 

y = y” JcO + sec a) . 


12* Hallar la distancia más cotta entre las rectas 

z. 


X = y = -|- y x = íj - 3 



Fig, 217 

13* Un fabricante produce dos clases de dulces de 
costos medios constantes de 100 centavos y 120 centavos por kilogramo* 
Si el precio de venta de la primera es x centavos por kilogramo y el de la 
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segundé y centavos, el número de kilogramos que pueden venderse cada semanj 
$e da, por las fórmulas 

N i = 125 (y - x) , N s = lfcOOO -f 125 (x — 2 y) , 

Demostrar que para máxima ganancia los precios de venta deben ser 178 centavos 
y 188 centavos por kilogramo. 

14, Un fabricante de máquinas y hojas de afeitar produce a un costo medio 
consLajitc de 40 centavos de dolar por máquina y 20 centavos por docena de 
hojas. Si las máquinas se venden a x centavos cada una y las hojas a y centavos 

la docena. La demanda del mercado en cada semana es ^^0 máquinas y 

xy 

8 000 000 ^ ocenas <J e hojas. Determinar los precios de venta para la máxima 
xy 

ganancia. 


242. Teorema de Taylor para funciones de dos o más variables. 
El desarrollo de f(x t y) se encuentra empleando los métodos y resul¬ 
tados de los Artículos 194 y 240. Consideremos 

(1) F(t) =f(x + ht, y + kt ), 

y desarrollemos F(t) como en (5) del Artículo 194. El resultado es 


(2) F(f) = F(0) + f'(0)-4-+F"(0) w + 


+ ^(«-“(O) ~ \ + R. 


n — 1 


Los valores de F(0), F f ( 0), F"(0) los obtenemos sustituyen¬ 
do t— 0 en (2) T (4) f (7) del Artículo 240. Derivando (7) y ha¬ 
ciendo t = 0, resultarán las expresiones para F'"(0), etc. Estas se 
omiten aquí. Sin embargo t obsérvese que F A "(0) es homogénea y de 
tercer grado en h y k. Lo mismo es cierto para las derivadas su¬ 
periores. Si se sustituyen estos valores en (2) y hacemos í = 1 , el 
resultado es 


(3) /(x + A, 2/ + fr)=/Í£, y) + hf¿x, y) + kh(x, y) 

+ -|“ [ k 2 f* x (x, y) + 2 7i/c/ jy (x, y) 

4“ k~f¡fj/(x j y) ] H" .., “b Jí. 

La expresión para R es complicada, y se omitirá de aquí en 
adelante, 
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En (3) hagamos z = a, y = b , y entonces reemplácese h por 
(z — a') y k por (y — b). El resultado es el teorema de Taylor para 
una función de dos variables , 

(/) f(x, y) = f(a, b) + f x [a, b) (x — a) + f, (o, b ) (y — b) 

+ -jj-1 fxx (a, b) (x — a ) 5 

+ 2 f, u (a, b) (x — a) {y — b) 

+ fm [a, b) (y — b ) 2 ] +- 

Finalmente, haciendo a = b = O, obtenemos el siguiente des¬ 
arrollo que corresponde a la serie de Maclaurin, (A) del Artícu¬ 
lo 194, 

(/) /(-*■, y) = /(o, 0) + fx (o, 0) x + /„ (0, 0) y 

+ J 2 - [fxx (o, 0) x 2 + 2 fx, (0, 0) xy 

+ /w( 0 , 0 )j/ 2 ] + ... . 

El segundo miembro de (/) puede escribirse como la serie infinita 



en donde 

z/o = / (O, 0), 

ux = f x (0, 0) x H- /// (0, 0 ) y , 

u 2 = fsz (0 . 0) z 2 + 2 f IV (0 , 0) xy + U (0 , 0)y*, 

etc. 

Los términos de (4) son polinomios homogéneos en (i, y). El 
grado de cada uno es igual al subíndice. Es decir, mediante la 

fórmula (/) la función queda desarrollada en una suma de polinomios 

homogéneos en (z, y) y de grado ascendente. Análogamente , en (/) 
los términos del desarrollo son polinomios homogéneos en 

(z — a, y — b). 

La fórmula (7) se llama desarrollo de f (\ , y) en el punto (a, b) 

Debe recurrirse a tratados más adelantados para la resolución del 
problema de determinar los valores de (z, y) para los que los des¬ 
arrollos (7) y (/) son aplicables. 
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Limitando la serie (4) en cualquier término, se obtiene una 
fórmula aproximada para f(x, y) con respecto a valores próximos 
a (a, b) o (0,0). Compárese con lo dicho en el Artículo 200. 

Ejemplo. Desarrollar la función 

xg 2 + sen xy 

en el punto (i. Vi n) basta términos de tercer grado. 

Solución, Aquí 

a = 1 - b — 14 ! ** 

f (xr y) — xg 2 + sen xy, 
íx O, g) = y 2 H- y eos xy, 
f¡t(x, y) * 2 xy + x eos xy. 
fxAx, y) - — y 2 sen xy t 
fu,(x, y) = 2 y + eos xy — xy sen xy, 
fvv(x* y) = l x — x 2 sen xy, 

Sustituyendo x = h y = A n* los resultados son 

f{ 1. Vi*) - K* 2 + h 

fx (i. l A «) - A 

%n) = *. 

K*)- - Jí **■ 

U (K VÉ«) = K 

/^CL Jí*)- 1- 


Sustituyendo en (/) , obtenemos 

jet / 2 + sen .vy = l + % n 2 + % ít 2 (x — 1) + n ( y — % Jt) 



Fácilmente se pueden deducir fórmulas para desarrollar una función de tres 
variables f {x t y. z) . Estas se dejan como problemas. 


PROBLEMAS 


1. De (1) de! Artículo242, demostrar que 


F m (0) 




| m \ 

\dx 2 dy\o 


+ 3 hk 2 


\ d*f 

\dxdy 2 


Ah 2 

o 


1 ^ 
ay 3 ]o 
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2. Verificar el siguiente desarrollo 

*3+^1 X 4 + 6*V + t/< 

eos jí eos (/ = l — ' +-|Y- - 

+ \Sx*t,* -f 1? JfV + 

tí 


+ . - 


3. Desarrollar sen x seo y en pote netas de x y y. 

4* Verificar el siguiente desarrollo: 

a 1 log (1 -E y) = y + M (2 xy log a — y 2 -f x 2 y log 2 a 

— xy 2 log a) + }z í/ 3 + 


5. Desarrollar + xy 2 en el punto {t, 2) , 

6* Verificar el siguiente desarrollo: 


sen (x + y) - x + y — 


+ 3 x * y +3 xy* + y* 


+ . 


Verificar las siguientes fórmulas aproximadas para valores pequeños de x y y 
7* e T sen y = y -J- xy> 

8* e* ln (1 + y) = y+xy* 


\l f±f-' + xu-»>. 
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243* Integración parcial y sucesiva* Correspondiente al capítulo 
de diferenciación parcial del Cálculo diferencial, tenemos el procedi¬ 
miento inverso de integración parcial en el Cálculo integral. Como se 
puede colegir de la conexión, ' i integración parcial f * quiere decir que , 
teniendo una expresión diferencial que contiene dos o más variables 
independientes, la integramos considerando en primer lugar que una 
sola de ellas varía, y que todas las otras son constantes. Entonces 
integramos el resultado dejando variar alguna otra de las variables y 
manteniendo las otras como constantes, y así sucesivamente. Tales 
integrales se llaman dobhs } triples } etc. según el número de variables, 
y , eo general, integrales múltiples . 

En la resolución de este problema no hay nada nuevo excep¬ 
to que la constante de integración tiene una forma nueva. Ilus¬ 
traremos esto por medio de ejemplos. Supongamos que deseamos 
hallar u dado 


f|-8* + » + 3. 


Integrando con respecto a x , considerando y como constante, 
cenemos 

u = x“ + xy + 3 x + $ , 

en donde 0 representa la constante de integración. Pero, puesto 
que durante esta integración y se consideró como constante, $ 
puede contener y. Indicaremos que $ depende de reemplazan¬ 
do <f> por el símbolo $(y). En consecuencia, la forma más general 
de u es 


u — x % + xy + Sx + 4>{y ). 
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Otro problema : hallar 


u = 



(x 2 + y 2 )dy dx . 


601 


Esto quiere decir que deseamos hallar u , dado 


Sji_ 

dx dtj 


= x* + lj" 


Integrando en primer lugar con respecto a y T considerando x como 
constante, obtenemos 


du 

dx 



en donde es una función arbitraria de 

Integrando ahora este resultado con respecto a x } considerando y 
como constante, tenemos 

w = ^+^+ l í í í*) + 4>(j/) J 


en donde <!>(?/) es una función arbitraria de y } y 





244, Integral doble definida. Interpretación geométrica. Sea 
f(x } y) una función continua y uniforme de x y y. Geométrica* 
mente, 

0) z = /(*,&) 

es la ecuación de una superficie } tal como KL (ñg. 21S). Conside¬ 
remos un recinto S en el plano XOY t y construyamos sobre S 
como base el cilindro recto cuyas generatrices son paralelas a QZ~ 
Este cilindro determina sobre KL el recinto 8?. Tratemos ahora de 
hallar el volumen V del sólido limitado por S y S* y la superficie 
cilindrica. Para ello procederemos como sigue : 

A distancias iguales (- Ax) en el recinto S tracemos una serie 
de rectas paralelas a OF, y después una segunda serie de rectas 
paralelas a OX a distancias iguales (— Ay). Por estas rectas ha* 
gamos pasar píanos paralelos a YOZ y XOZ , respectivamente. 
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Entonces tenemos dentro de los recintos S y S f una red de líneas, 
tai como se indica en la figura; la i-ed de S se compone de rectán¬ 
gulos , cada uno de área Ax Ay. Esta construcción divide el cilindro 
en varias columnas verticales, como MNPQ , cuyas bases superiores e 
inferiores son porciones correspondientes de las redes en S f y S t 
respectivamente. Puesto que las bases superiores de estas columnas 
son curvas, por supuesto que no podemos calcular directamente el 
volumen de las columnas. Reemplacemos estas columnas por prismas 
cuyas bases se hallan así: cada columna se corta por un plano 
paralelo a XOY que pasa por aquel vértice de la base superior de la 
columna para el que los valores numéricos de x y y son mínimos. 



Fig. 218 


Así la columna MNPQ se reemplaza por el prisma recto MNPR, 
cuya base superior está en un plano paralelo al plano XOP, tra¬ 
zado por P, 

Si las coordenadas en P son x f y t z, entonces MP — z — f(x, y ), 
y, en consecuencia : 

(2) Volumen de MNPR = f(x f y)Ay Ax. 

Si calculamos el volumen de cada uno de los otros prismas que se 
han formado de la misma manera , reemplazando x y y en (2) por los 
valores correspondientes, obtenemos un volumen V* aproximadamente 
igual a V ; es decir, 


( 3 ) 
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en donde el doble signo de suma ^ 2* í^ca ^ ue ea k cantidad que 

debe sumarse , hay que tener en cuenta valores de dos variables x , y. 

Si ahora aumentamos indefinidamente el número de divisiones 
de la red en S , haciendo disminuir indefinidamente Ax y A y , y sí en 
cada caso calculamos la suma doble (3), entonces , evidentemente , 
V f tenderá hacia V como límite , De aquí el resultado fundamental 


(4) 


V = lím 2 2 A® I y) A y Ax ■ 

Ai-^0 — 

Aíí—£0 


Ahora demostraremos que este límite puede hallarse por integración 
sucesiva* 

El volumen pedido puede hallarse como sigue : 

Considérese cualquiera de las rebanadas en las que el sólido queda 
dividido por dos planos sucesivos paralelos a YOZ ; por ejemplo, 
aquella cuyas caras son FIHG y JTL* K f . El espesor de esta reba¬ 
nada es A¡r. Ahora bien, los valores de z a lo largo de k curva III 
se encuentran haciendo x = OD en la ecuación s™/(x, y) r Esto 
equivale a decir que a lo largo de /// es 

va 


J ^llG 

f{OD } y) dy . 
pp 


El volumen de la rebanada que consideramos es * aproximadamen¬ 
te, igual al de un prisma de base FIGII y altura Ax, es decir, 
igual a 

im 

/(Oí), y)dy, 

OF 

Evidentemente, el volumen pedido de todo el sólido es el límite de 
la suma de todos los prismas construidos de igual manera, variando 
x (— Oi>) de O A a OB ; es decir, 

/'^íí /* itft 

(5) V = t dx f /(*, y)dy. 

J OÁ J DF 

De la misma manera puede demostrarse que 

Oí' /* EV 

(6) V = í dy í f(x, y)dx. 

J OC J &W 
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Los integrales (5) y (6) se escriben igualmente en la forma más 
abreviada 



/ (*) y) dy dx 


y 



f (x t y) dx dy . 


En (5) los límites DF y DG son funciones de x t puesto que se 
hallan resolviendo con respecto a y la ecuación de ia curva que limita 
la base del solido, De la misma manera , en (6) los límites EW y EU 
son funciones de y . 

Ahora bien , la comparación de (4) , (5) y (0) da el resultado 

f{x, y) Ay ■ Ax = f “ ‘ í “ 'f {x, y) dy dx 
Ja* 

- C bi f W, /(*,¡ i)dxdy, 

J 6 2 JV'¿ 


(A) 


V = lím 

A r —^ 
Ay—>t> 


,22 


en donde f en general, ta y v% son funciones de y , y y u% funcio¬ 
nes de x. En cada caso el segundo signo integral se aplica a la primcm 
diferencial. 

La ecuación (ji) es una extensión del teorema fundamental del Ar¬ 
ticulo 156 relativo a las sumas dobles. 

Nuestro resultado puede enunciarse en la siguiente forma : 


La integral doble definida 



f (x , y) dy dx 


puede interpretarse como porción del volumen de un cilindro redo lime 
lado por el plano XOY y la superficie 

z = t(x, y), 

siendo la base del cilindro el recinto en el plano XOY limitado por las 
curvas 

y = ut , y = u*, x = ai, x = a*. 

II n a p rop o si c ion sem e j a n te es cierta p a ra la sog u nd a i n t eg ra!. 

Es instructivo considerar de la siguiente manera el procedimiento 
anterior de hallar el volumen del sólido. Considérese como un ele¬ 
mento de volumen una columna de base rectangular dy dx y de 
altura Al sumar todos los elementos de esta dase desde y — DF 
hasta y = ZX?, siendo x entretanto constante (digamos — OD ), se 
encuentra el volumen de una delgada rebanada que tiene FGHI como 
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una cara. Entonces el volumen de todo el sólido se halla sumando 
todas estas rebanadas desde x = OA hasta x = OB . 

En una integración sucesiva que implica dos variables, el orden de 
integración representa que los extremos que se escriben en el signo 
integral de la derecha corresponden a la variable cuya diferencial se 
escribe primero , escribiéndose en orden inverso las diferenciales de las 
variables y sus límites correspondientes. 

Antes que el estudiante intente aplicar la integración sucesiva a los 
problemas prácticos, es mejor que adquiera por medio de ejercicios 
alguna facilidad en determinar los valores de integrales múltiples 
definidas. 


EJEMPLO 1. Hallar el valor de la integral doble definida 


Solución. 


i. sr ** (* + y)¿y dx - 

S 0 / 0 V °" (x + y)dydx 


'-CLC"’ ”<*+*)<»]'■■ 


d t 


= la* 

3 * 

Interpretando geométricamente este re¬ 
sultado. hemos determinado el volumen 
del sólido de forma cilindrica (fig. 219) 
cuya base es OAB y limitado en su parte 
superior por el plano z ■* x -f y- 

La base del sólido está en el plano 
XOY. y está limitada por los extre¬ 
mos de y: 

y - 0 (recta OB) 

y = V ti 2 — a 2 (cuadrante del circulo AB) 



x = 0 (recta OA) { 

x = ü (recta BE ) f segun los extremos de *• 

Ejemplo 2. Verificar f 26 f “ (a - y)x'-cU/dx = l- a ' b \ 

J b J u b 

Solución. ( * í (a - y ) x 2 dy dx — f ‘ \ay — ” x 2 dx 

J h J Q J h L 2 J o 

= f 2 " a -lx* dx = Le!L 3 . 


6 
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En una integración sucesiva que implica tres variables, el orden de 
integración se representa de la misma manera que para dos variables ; 
es decir t el orden de los extremos que se escriben en los signos inte¬ 
grales, leyendo de derecha a izquierda, es el mismo que el orden de 
las variables correspondientes cuyas diferenciales se leen de izquierda a 
derecha. 

EJEMPLO 4, Verificar j* 3 ^ 1 J 5 xy* dz dg dx = y. 

Solución, dg dx 








En los problemas 1 a 10 de la siguiente lista , debe describirse el 
sólido cuyo volumen es igual al valor de la integral. 


PROBLEMAS 


Calcular el valor de las siguientes integrales definidas. 



y_ 
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S. j ‘ C x * y dy dx = 8, f 1 J'* 3 (je + y)dy dx = i. 

J rt J ñ 7 —\ J ü 5 


0^0 
jV 

v 


C. f* f y ‘ (x+ly)dxdy=!2L. 9. j f * {*» + y’) dy dx = ií. 
J \ J v j (| • í o* / n > 


T. / ' f xy dx dy = !Í. 
J 0 ^ Í/ M 24 


J * i , 1 

('' e* dy dx ~ 

Ü ^ 0 2 


11. í | t? 3 sen O dB dií = 4- (° 3 — í* 3 ) (eos fí — eos a) . 

* h * B. J 


1* * í 

/ 7T J* d |<4í 0 \ 

i g sen O dQ t ¡ti — 4- o 3 . 

0^0 3 

, „ /*uU+co*flj 4 

13* J j sen B cfíl d& ** — 0 ^< 

(j ^ ü 3 


i4. r r * do de=u - 

j O J a eos 0 V 1Í/ 10 

15- í f í dz dy dx = -]-0 2 ó 3 (V* - . 

^ & ** O J l! í> 

10* f í í L a* 3 í/ 3 z rtz di/ dx — i 

^ u ^ u o 90 


17. I 1 J * j 1 x d * dV ~ A- 

* y ** y* •* u 


i r i í ri-i ¡ , ,, , n 

z dz t/f/ dx = —.* 
u *' ü ^ u uU 


■»•/„// ■/„ 

”• L A” 1 ” (?ri?)" * ■ !*■ 

j 1 ( X i T/ dy dx — -í- e* — i e- + c* — 4-^ 

J u '* y J o 8 4 8 


20 * 


245. Valor de una integral doble definida extendida a una región S. 
En el artículo anterior la integral doble definida apareció como un 
volumen. Esto no significa necesariamente que toda integral doble 
sea un volumen ; en efecto t la interpretación física del resultado 
depende de la naturaleza de las magnitudes representadas por x, y, z. 
Si x t y , z son las coordenadas de un punto en el espacio, entonces 
el resultado es efectivamente un Volumen. A fin de dar a la integral 
doble definida en cuestión una interpretación que no implique necesa¬ 
ria meo te el concepto geométrico de volumen , observemos que la varia¬ 
ble z no aparece explícitamente en la integral, y que, por tanto, 
podemos limitarnos al plano XOY . De hecho í consideremos solamente 
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una región S (fig. 220) en el plano XOY y una función dada /(r, y). 
Dentro de esa región eonstrúyaose elementos de área rectangulares, 

trazando una red de paralelas como 
indicamos en el Artículo 244. Elíjase 
un punto (x, y) del elemento de área 
rectangular Áx Ay, dentro del rectángulo 
o sobre su, perímetro. Fórmese el pro¬ 
ducto 

/(x, y) Ax Ay, 

y productos semejantes para todos los 
otros elementos rectangulares. Súmense 
estos productos. El resultado es 

zz /(*, y) Ax Ay. 

Finalmente, hagamos que Ax->0 y Ay-M). 

Escribimos el resultado en la forma 



(1) Jim , y) kxhy = i f/(x, y) dx dy t 

y lo llamamos fa integral doble de la función í (x t y) extendida a la 
región S. 

Según (A) el valor del primer miembro de (1) se encontró por 
integración sucesiva cuando / (x f y) no tenía valores negativos para la 
región S , Sin embargo, el razonamiento del Artículo 244 será válido 
si la porción S f de la superficie z — /{x, y) está debajo del pla¬ 
no XOY . Entonces el límite de la suma doble será el volumen con 
signo negativo. Las integrales en {A} darán el mismo número nega¬ 
tivo. Finalmente, si / (x, y) es positiva para algunos puntos de jS y 
negativa para otros, podemos dividir S en subregiones en las que 
/ (x, y) sea o siempre positiva o siempre negativa. El razonamiento 
será válido para cada subregión, y en consecuencia para la región 
total S. De aquí la siguiente conclusión: en todos los casos el valor 
de la integral doble en (1) puede determinarse por integración sucesiva. 

Queda por explicar el método de determinar los extremos de la 
integración. Esto se hace en el siguiente artículo. 


246, Area de una superficie plana como integral doble definida: 
coordenadas rectangulares. El problema de las áreas de superficies 
planas se ha resuelto por integración simple en el Artículo 145. 
El estudio relativo al cálculo de áreas mediante las integrales dobles 
es útil principalmente porque aclara la manera cómo se determinan 
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los extremos o límites de las integrales en el problema general del 
Artículo 245, Para olio procedamos como sigue : 

Tracemos una red de rectángulos como antes. Entonces, en la 
figura t tenemos : 

(1) Elemento de área = Ax Ay. 


Evidentemente, si A es el área entera de la región S ¡ según (1) 
del Artículo 245 , es 


(£) 


A ‘^ a 'Z'Z íx ^ = SS di 

&V ? O C- 


dy. 


Aplicando el resultado enunciado en el Artículo 245, podemos 
decir : 


El área de una región cualquiera es el valor de la integral doble de 
la fundón f (x , y) = 1 extendida a es a región , 

O también: El área es igual f en valor absoluto , al volumen de un 
dlindro recto de aliara igual a la unidad levantada sobre la base S, 
(Artículo 244.) 

Los ejemplos siguientes muestran cómo se hallan los extremos de la 
integración. 


EJEMPLO L Calcular el área de la porción de superficie situada arriba 
de OX y limitada por la parábola semícúbica y a = x 3 y la recta y = x* 


Solución, El orden de integración se Índica 
en la figura 22L Hay que integrar, en primer 
lugar, con respecto a x. Es decir, hay que sumar 
los elementos dx dy en una tira horizontal. 
Entonces cenemos 

J * AC r* AC 

dx dy - dy l dx 
AB AU 

= área de una tira horizontal de 
altura dy. 

Después* b ay que integrar este resultado con 
respecto a y , Esto corresponde a sumar todas 
las tiras horizontales. De esta manera obtenemos 



Fig, 221 


J * Q[y p AC 

I dxdy. 
O J AB 


Los extremos AB y AC se encuentran despejando x de cada una de las ecua¬ 
ciones de las curvas que limitan la superficie. Asi. de la ecuación de la recta 
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se deduce x = AH = y: y de la ecuación de la curva se obtiene x — AC = yX* 
A fin de determinar ÜD, sé resuelve el sistema formado por las dos ecuaciones 
para obtener el punto de intersección E * Esto da el punto (1, 1); luego 
OD = I, Por tanto, 


a - 



— y) ¿y - 




o 


3 i _ 1 

5 2 10 


Podemos también empezar por sumar los elementos dx dy en una tira verti¬ 
cal , y después sumar estas tiras* Entonces tendremos: 

J * i f* * n 1 12 1 

l dy dx = l (x - xtt ) d * - y ~ T “ l0‘ 

U J J Q 

En este ejemplo se puede elegir uno u otro orden de integración* Esto no es 
siempre cierto, como lo muestra el siguiente ejemplo: 

EJEMPLO 2, Hallar el área de la superficie situada en el primer cuadrante y 
limitada por el eje de las x y las curvas je 2 + y 3 — ÍÜ, y 2 * 9 x* 



Eig* 222 


Solución* Aquí 
lugar con respecto a 
horizontal; es decir, 
el círculo* Entonces 
área. 


integraremos en primer 
X para cubrir una tira 
desde la parábola hasta 
tenemos, pata toda el 


n HJ 

dx dy, 
1G 


puesto que el punto de intersección S es 
(1, 3) . A fin de bailar HG. despejaremos x 
de t/ 2 = ^x* Entonces 

* - H G - 2 y». 


A fin de hallar ///, resolveremos x* + y 2 = 10 con respecto a x* En¬ 
contramos 


Luego 


x -/// = + V ÍO - y 3 * 


= (* 3 f V,U ' " ‘dx dy = [ T V 10 — y H 4-5 ate sen -$=. - ^ y 3 1 =6.75. 

Jo J)i » 2 L Z VlO u Jo 
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Si i n Legramos en primer lugar con respecto a y, empleando tiras verticales, 
se necesitan dos integrales. Entonces 



El orden de integración debe ser tal que el área 
se da por una sola integral, si esto es posible. 

Los ejemplos anteriores muestran que 
hacemos 



Fíg. 223 


= ^ dx dy o A = ^ Ay 


dx 


según la naturaleza de las curvas que limitan la superficie. Las 
figuras 224 y 225 ilustran de una manera general la diferencia de 
procedimientos de suma que las dos integrales indican. 




PROBLEMAS 


1* Hallar, por integración doble, el arca de la superficie limitada por las 
dos parábolas 3 y 2 — 25 x y 5 x 2 = 9 y. a) Integrando en primer lugar con 
respecto a y; 6) integrando en primer lugar con respecto a x. 


Sol . a) 


V¥ 

dy dx 
9 



5 : b } 



5, 


Calcular por integración doble d arca finita de la superficie limitada por cada 
uno de los siguientes pares de curvas: 


2. y ~ 4 x — x 2 , y — x. 


3- tf ® 4 x, l x - y = 4. 


Sol. 4 ¡4 ■ 
9. 
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4. y = x 3 * 2j¡r — y + 3 ” 0, 


Sol. *%. 

5. y 2 — 2 jc, x 2 — 6 y. 


4. 

6. y 2 -4 x. * = 12 + 2 y - y*. 



7. y 2 = 2 x, x 2 + y s = 4 x* 


& — %• 

8. y 2 = 9 + y 2 = 9 - 3 


48. 

9. (x 2 + 4a 2 )y -8 a*. 2 y - 

X *= 

0. a 2 (ji — 1) . 

10. xtí + == a% f x + y = o. 


ií aK 

11- x% + y^ = x + y = a. 


#*(16- 3 Ji) a 2 . 

12. y - - 2 y X - x z * 


16. 

13. x — 6 y — y 2 * y = x* 

16. 

je 2 + y 2 =• 25, 27 y 2 = 16 x 3 . 

14. 4 y 2 = jc 3 , y - x. 

17. 

(2 a - x) y 2 = jc 3 , y 2 = ax. 

15. y 2 - x + 4, y 2 - 4 — 2 jc. 

13, 

x 2 - y 2 =■ 14, jc 2 + y 2 - 36. 


247, Volumen bajo una superficie. En el Artículo 244 hemos 
estudiado el volumen de un sólido limitado por una superficie 


(i) ^ = / O, y ), 

el plano XOY y un cilindro. Las generatrices del cilindro eran parale¬ 
las a OZ , y su base era una región S en ei plano XOY . El volumen 
de este sólido es, según (A), 


( 2 ) 



5 S 


f (Xj y) dx dy . 


El orden de integración y los extremos de las integrales son los 
mismos que para el área de la región S. E1 volumen de un sólido de 
este tipo es el 11 volumen bajo la superficie (1) 7 7 . El problema aná¬ 
logo para el plano , 1 * área bajo una curva 11 , se ha tratado en el 
Capítulo XIV. Como caso especial, el volumen puede estar limitado 
enteramente por la superficie y el plano XOY. 

Obsérvese que el elemento de volumen en (2) es un prisma recto de 
base dx dy y altura z . 


EJEMPLO 1. Hallar el volumen limitado por el paraboloide elíptico 
(3) 4 z - 16 - 4 x * - y* 


y el plano XOV. 
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Solución. Despejando z de (3) , obtenemos 
(4) 2 = 4 - **-1 jji. 

4 

Haciendo z = Ó. resulta 

(í) 4 + y 2 - 16, 


que es la ecuación de la curva de la base del sólido en el plano XQV. Luego* 
según <2J * empleando el valor z en (4), 




Jo X) 2 4 1 (4-x*-jy s )dydx= lt>x. 


V = 4 



Los extremos de las integrales se to¬ 
man para el área OAB de la elipse (í) 
que está en el primer cuadrante* 



EJEMPLO 2- Hallar el volumen del sólido limitado por el paraboloide de 
revolución 

(?) T y 2 ~ az. 

el plano XOY y el cilindro 

(8) -ht 2 + y 2 = 2 ux* 

Solución* Despejando z de (7) , y determinando los extremos para el área 
de la base del cilindro (8) en el plano XGY, obtenemos, empleando (2) , 


V = 



^ 2 íir. — x 1 v 2 _l ,,e 

— ^ y dy dx 



Para el área ONA (fig. 227) , MN = \/ 2 a>: — x 2 [obtenida despejando 
y de (8) j ; y OA — 2 ü* Estos son las extremos* 
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PROBLEMAS 


1. Hallar el volumen baja la superficie z = 4 — jr 2 , arriba del plano 
z = O y limitado por la curva y 3 = 4 x. 

So!. V = 2 J 1 (4 — x í )dy dx = 17,24. 

Jo Jo 


2* Halla r el volumen del espació com p ren di do debajo del plano _r d- z ~ 2 t 
arriba de z = O y adeniro de jc a + y 5 = 4. 


X 2 

J (2 —• jt) dy dx =*= S *c * 


3. Ha!Ut el volumen limitado por el plano — /L — \ y los planos 

abe 

coordenados. Sol. abe, 

4, Hallar el volumen limitado arriba por jc + z — 4, abajo por z = O y 

lateralmente por y 2 — 4 x. SoL 51 5ís* 

5* Hallar el volumen del sólido limitado arriba por y a “ a 2 — az y abajo 
por z — O* y dentro de x 2 + y 3 =* a 2 . 5of. }{ ftu 3 . 

6* Hallar el volumen comprendido debajo del paraboloide elíptico 



y arriba de z = 0. Sol. 3 jt, 

7* Hallar el volumen del espacio comprendido debajo del plano 

x + y + z = 8, 

arriba de z = O y entre los planos x + 2 y = 8, x — 2 y — 8. So/. 170 Ji. 

8* Hallar el volumen limitado por la superficie cilindrica x 2 + az = a 2 y 
los planos x + y = a. y — ü, z - 0, Soí. % aK 

9, Un sólido está limitada por las superficies y 2 4* z 2 = 4 ax, x = 3 a. 
y situado en el interior de y 2 — ux. Hallar el volumen. 

Sol. (6n + >l\/))í». 

10. Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de la superficie 

cilindrica y 2 = a 2 — az. arriba de z = 0 y dentro de la superficie cilindrica 
x 2 -b y 2 — ax. SoL *^4 m? 3 . 

11. Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de z ^ 2 x+a, 

arriba de z — 0 y dentro de x 2 + y' ¿ — 2 qx* So! . 3 na 3 . 

12* Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de y 2 + z = 4, 
arriba de z — 0 y dentro de las superficies cilindricas y 2 — 2 x — 0 h y 2 = 8 — 2 x. 

SoL «Ms* 
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13, Un sólido má limitado por el paraboloide x 7 4- y 2 = oz* la superficie 
cilindrica t/ 3 — a 2 — ojc y los planos _* = (X z = O, Hallar el volumen, 

5o/. % a 3 - 

14, Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de 

4 z — 16 — 4 jc 2 — y*, 

arriba de z = O y dentro de jc a + — 2 x , 5oL 4 Hb n, 

15, Los ejes de dos superficies cilindricas de revolución se cortan en ángulo 
recto. Sus radíos son iguales (=r). Hallar el volumen común. SoL J % r 3 . 

16, Hallar el volumen de la superficie cerrada 4- z 5 í = aK, (Su 

intersección con cada plano coordenado es la astroide. Cap. XXVI.) 

Soí. %ñ 

17, Hallar el volumen común a y 7 + z- = 4 ax y x 7 -f y 2 — 2 ax. 

Sol. (2 n + 

248. Instrucciones para establecer, en la práctica, una integral 
doble. Ahora enunciaremos una regla para llegar a establecer la inte¬ 
gral doble que dará una magnitud buscada . Veremos algunas apli- 
cioues en los artículos siguientes. La regla correspondiente para la 
integración simple se ha dado en el Artículo 156. 

Primer paso + Se trozan las curvas que limitan la región m cuestión , 

Segundo paso . En un punto cualquiera P(x, y) dentro del recinto 
se construye el elemento de área rectangular Ax Ay. 

Tercer paso. Se determina la función f (x, y) por la cual Ax Ay 
dehe multiplicarse para dar la magnitud buscada asociada al elemento de 
área rectangular. 

Cuarto paso. La integral que se dusca es 
JJf(x, y)dx dy 

extendida a la región dada. El orden de integración y los extrernos de las 
integrales se determinan como para calcular el área misma . 

249. Momento de una superficie y centros de gravedad. Este pro¬ 
blema se ha tratado en e! Artículo 177 por integración simple. Muchas 
veces conviene más la integración doble * 

Seguiremos la regla del Artículo 248. Los momentos de una super¬ 
ficie para el elemento rectangular del área son respectivamente 

x Ax Ay j con respecto a OY , 
y Ax Ay, con respecto a ÜX. 
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Luego para la superficie entera s empleando la notación del Artícu¬ 
lo 177 j tenemos 


(C) 




-ss y dx dy, M„ = 55 x dx dy. 


El centro de gravedad de la superficie se da por 

M x 


W 


x My 
área 


y — 


area 


En (C) las integrales dan los valores de las integrales dobles de las 
funciones 

f(x,y) = y y f(x,y) = x, 

respectivamente , extendidas al área dada. (Art * 245,) 

Para una superficie limitada por una curva, el eje de las x y dos 
ordenadas (el * f área bajo la curva * ’), deducimos de (C) 


(O 


b r* v z 1 & 

Mi - í l y dy dx= }4 l y* dx, 

a O a 

J ' fr f V /* & 

I x dy dx = 1 xy dx. 

íí o v a 


Estas ecuaciones están de acuerdo con (2) del Artículo 177. Obsér¬ 
vese que y en (i) es la ordenada de un punto de la curva f y su valor 
en función de x debe hallarse de la ecuación de la curva y sustituirse 
en el integrando antes de integrar. 




EJEMPLO. Hallar el centro de gravedad de la superficie situada en el primer 
cuadrante y limitada por la parábola se mí cúbica y 2 = x 3 y la recta y = x* 

Solución. El orden y los extremos de la integración se han hallado en el 
ejemplo 1 del Artículo 246. 
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Luego, empleando (C) . 


6 1 9 


Mi 

M u 

Puesto que 


=X ’j; «i 4* í*=j* o 1 - y*) ¿y =¿. 

i r 


(y ís - y*)dy = yp 


A = ár« =_. 


uñemos* según (D) * x = = 0,48, g - ^¡ = 0,42. 


250* Teorema de Pappus* Una relación útil entre el centro de 
gravedad y el volumen de uo sólido de revolución se expresa en el 
siguiente teorema: 


Si un recinto plano gira alrededor de un eje situado en su plano y no 
lo corta t el volumen del sólido de revolución así engendrado es igual al 
produdo del área del recinto por la longitud de la circunferencia que des¬ 
cribe su centro de gravedad . 


Demostración. Hagamos girar alrededor del eje de las x el recin¬ 
to S (fig, 228) * El elemento de área rectangular dentro de la región S 
en P(x, y) engendrará un cilindro circular hueco cuyo volumen AV es 


AV ~ ¡ri(?/ + Ai/) 2 Ax — ny 2 Ax, 
Descomponiendo en factores y simplificando , obtenemos 


A 7 — 2 re (y + Y A y) Ax A y . 


Ahora bien f en (1), Art. 245, (x f y) eu f {x, y) es un punto 
"interior al rectángulo PQ o sobre su contorno 1 f . Pero (x , y -f Y Ay) 
es un punto del contorno de PQ. Por tanto > sea /(x, y) —2 ity. 
Entonces A y tiene la forma f {x, y) Ax Ay, y según (1), Artícu¬ 
lo 245, y (C) 


( 1 ) 


Vm - 2 tí^ y Ax Ay = 2 jc M *, 


5 


Por último, empleando {i)), obtenemos 


( 2 ) 


V x = 2 ny - A , 


en donde A es ei área del recinto S> El segundo miembro es el 
producto del área por la circunferencia que describe su centro de 
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gravedad. Por tanto, el teorema queda demostrado, y podemos 
escribir : 

(3) V = 2 ny- A. 

Si se conocen dos de las cantidades V f y, A r la otra puede 
hallarse por medio de la fórmela (3). 


EJEMPLO. Hallar, por el teorema de Pappus. el centro de gravedad del 
trapecio OMPB de la figura 230, 

Solución* El área OMPB = Í4 (3 + 5) B = 32. Haciendo girar la figura 
alrededor de OX, el sólido que se forma es un 
tronco de cono de revolución. Luego según (12), 
Artículo L puesto que a — 8, R = 5, r — 3* 
resulta ^ 

y* = §JT (25 + 9 + 15) 

Luego, según (3) * 

5- Ji.22?-2.04. 

Fig . 230 2 kA 192 

Haciendo girar la figura alrededor de OY, el volumen que se engendra es la 
diferencia entre los volúmenes del cilindro engendrado por OCPM y del cono 
engendrado por el triángulo BCP- Por tanto, 



i/ «n „ 128« 332 

V u = 320 Jt — 


Luego, según el teorema. 


- = _Vv_ = 4 1 

2 rA 192 3 ‘ 


El centro de gravedad es (4 Y% t 2,04), 


PROBLEMAS 


Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por cada una de las 


siguientes curvase 

I, y = x* t y — 4i, (Area en el primer cuadrante,) SoL 

( i Kí. •jíi) 

2. 

y = t x — x 2 , y = X. 

(«. 5). 

3. 

y = 4 jc * x * 5 * 7 * y = 2 x — 3. 

(1. JO- 

4. 

jc 2 “ 4 y, x — 2 y -f 4 - 0, 

(1. %). 

5. 

y = x 2 , 2 x — y Hb 3 — 0* 

O. '%)• 

6- 

y = x a — 2 x — 3* y *2r-3. 

(2. ~%) ■ 
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7* 

y 3 = x, 

x + y 

-2, y -0 

(P 

rimer 

cuadrante.) 5o t. 

(*JÍ*. M,)- 

8. 

y* = jc. 

*+ ! 

/ - 2* x - 

= 0. 



(Jís. ’Mo) • 

9, 

y 3 - jc 3 . 

2 y * 

- x. 




( l %. *%i). 

10 1 

4». 

II 

H 

to 

y 2 = 9x. 




(>íe. %)- 

11, 

y 2 - 2 x 

■ y = 

X - X 2 . 




('Vis. - *Ms) ■ 

12. 

y 2 = 8 x, 

p x + 

y = o. 




( 3i Á . -4). 

13. 

y 2 — 4 jir, 

í/ 2 - 

* 5 - x. 




('%. 0). 

14. 

y — 6 x 

- X 2 , 

x + y ^ 6, 




(K. 5). 

15. 

x - A y 

-y s . 

y — x. 




('%, jí). 

16. 

y - 4 x - 

- x 2 , 

y - 5 - 2 

X. 



(í. %)■ 

17. 

y 2 = 4 x 

r 2 X 

- y - 4. 




{%. 1). 

18, 

y = x E - 

- 2 x ■* 

3, y = ó 

x - 

x 2 - 

3 h 

(2. O- 

1G. 

x 2 T y 2 3 

= h x + y = L 




(0.585. 0,585). 

20. 

x 2 + y 2 = 

= 32a 

y 2 = 4 x. 





21. 


2 x ■ 

+ y - 4, 





22. 

* 2 + y— 

- 10 x 

^ 0, x 2 ^ 





23, 

x 2 — y r 

2 y - 

6 x — x 2 . 





24. 

+ y% 

” a^s, 

(Area en 

el primer 

cuadrante. ) | 

("25 fea 2 í6 0 , 







UlSir' 315*1 

25. 

x& + y'á 

- úí4, 

x “ 0, 

y = 

0. 


f“. ¿y 








u s ; 

26. 

Hallar el 

centro 

de gravedad 

E de 

la superficie bajo una arcada de la cícloi- 


de x - ú (B - sen 6) , y - a (\ — eos 9) . 

Sol . (íTfl, ) . 

6 

27* Empleando el teorema de Pappus, bailar el centro de gravedad de un 
semicírculo. 

Sol . Distancia del diámetro = Í_T, 

3 ji 

28. Empleando el teorema de Pappus, hallar el centro de gravedad de la parte 

de superficie de la elipse Z- + = I que está en el p,imer cuadrante. 

a b £ 

4jr 4 b \ 

3 k 3 tí) 


SoL 
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2£h Empleando d teorema de Pappus, hallar el volumen del toro que se 
engendra haciendo girar el círculo (jc — h) 2 -f y s = a 3 (b > a) alrededor del 
eje de las y* SoL InVL 

3G, Un rectángulo gira alrededor de un eje que está en su plano y que es 
perpendicular a una diagonal en uno de sus extremos. Hallar el volumen del 
sólido engendrado. 


25 L Centro de presión de líquidos. El problema de calcular la 
presión de un líquido sobre una pared vertical se estudió m el Ar¬ 
tículo 179. 

Las presiones sobre los elementos rectangulares de la figura 231 
constituyen un sistema de fuerzas paralelas, puesto que son perpen¬ 
diculares al plano XOY del recinto. 
La resultante de este sistema de fuer¬ 
zas es la presión total P del líquido , 
dada por (Z>), Art , 179, 

(1) w J\xdx. 

El punto de aplicación de P se 
llama centro de presión del líquido + De¬ 
seamos hallar la coordenada x{= xn) 
de este punto. 

Con este fin emplearemos el prin- 
cipio de momentos de fuerza , que se 
puede enunciar así: 

La suma de los momentos de un sistema de fuerzas paralelas con 
respecto h un eje es igual al momento de su resultante con respecto a 
este eje. 

Ahora bien , la presión dP del líquido sobre el elemento rectangu¬ 
lar EP es, según el Artículo 179, 

(2) dP = Wxy As. 

El momento de esta fuerza con respecto al eje OY es el producto 
de dP por su brazo de palanca, GE ( — x) , o sea, empleando (2), 

(3) Momento de dP — x dP — Wx^y As. 



Fig. 231 


De esto tenemos, para el momento total de la presión distribuida 
del liquido, 


Momento total 


=f 


Wz*y dx . 


(4) 
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Pero el momento de la presión resultante P del líquido es x<¡P 
Luego 


(5) 


STflP 



b 

x 2 y dx 


Despejando y empleando (1), obtenemos para la profundidad 
del centro de presión, k siguiente fórmula : 


(6) 


tfu = 


, X> 


dA 


X 


x dA 


m donde dA = elemento de área = y dx. 

En (6) el denominador es eí momento de la superficie plana ABCD 
con respecto a OY (véase el Art. 177} . Ei numerador es una integral 
que no hemos encontrado hasta ahora. Se llama el momento de inercia 
de la superficie ABCD con respecto a O Y, 

Ordinariamente se emplea la letra I para el momento de inercia con 
respecto a un eje, y se añade un subíndice para señalar el eje Así (fi) 
se convierte en 

Ll 

M u - 


(7) 


Xü — 


La notación ordinaria para el momento de inercia con respecto aun 
eje l es 

(8) fi-JVdá, 

en donde 

(9) r — distancia del elemento dA aleje L 

El problema de este artículo es uno de los muchos que conducen a 
momentos de inercia. En el Artículo 252 se explica el cálculo de mo¬ 
mentos de inercia por integración doble y simple; también se dan 
aplicaciones. 

252, Momento de inercia de una superficie. En mecánica el mo¬ 
mento de inercia de una superficie con respecto a un eje es un concepto 
importante. Ahora vamos a explicar el cálculo de ios momentos de 
inercia. Seguiremos la regla del Artículo 248, 
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Para el rectángulo elemental PQ en P{x, y) el momento de iner¬ 
cia con respecto a OX se define como 

(1) y* Az A y , 

y con respecto al eje de las y es 

(2) i*AiAi/. 


Entonces, si U e /„ son los momentos de inercia correspondientes 

a la superficie entera, tenemos (compá¬ 
rese con (8) del Artículo 251) 



(£) Ix 


dx dy, 


-ss - 

'•SS***- 


Los radios de giro r s y r v vienen 
dados por la fórmula 

Ix 


(F) r, a = -v 


are a 


V = -A 


atea 


En (F) las funciones cuyas integrales se extienden a la superficie 
son / (i, y) = y 2 y f (x, y) = x*, respectivamente. 

Las fórmulas (F) se simplifican para una superficie, f * bajo una 
curva ’ 1 ; es decir, una superficie limitada por una curva, el eje do 
Es x y desordenadas. Así obtenemos 


(3) 


Ix - 


/*« 


J * ft U 

I y- dy dx = 

a %s q 

n v 

x 2 dy dx = 

i 



h 

V * 



fi 

dx. 


En estas ecuaciones y es la ordenada de un punto de la curva, y 
su valor, en función de x, se obtiene de la ecuación de la curva y se 
sust i tu ye en el i n t eg ra n d o. 

Las fórmulas para los momentos de inercia / se escriben en la 
forma 

(G) I = Ar\ 

cu donde A = área y r — radio de giro. Esta forma se obtiene des¬ 
pejando de (F) los valores de Ix e I v , 

Dimensiones. Si la unidad lineal es 1 cm, el momento de inercia 
tiene las dimensiones env 1 * Según (F), r* y r t , son longitudes en 
centímetros. 
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Ejemplo l. Hallar í Xl f t/ y los radios de giro correspondientes para U 
superficie del ejemplo 1 del Artículo 246, 

Solución, Empleando el mismo orden de integración y los mismos ex t re * 
mos t tenemos, según (E) , 

/* - r 1 r r \* <t* dy=c l (»r* - dy =¿. 

Jo Ju Jo 

h -S 9 l S*** X **'"*$* ty* — i/*) rfy = ¿ 

Puesto que A — área — X. encontramos, según (F\ , 
r* - 0,48, r v - 0,53. 




Fig. 234 


Ejemplo 2. Hallar h e i# para el segmento parabólico BOC en ja figu¬ 
ra 234. 

Solución. La ecuación de la parábola referida a los ejes coordenados que se 
indican es 


Í4) 


y 2 = 2 px , 


Puesto que B{a, b) es un punto de la curva, obtenernos, sustituyendo x = a. 
y — t en (4) , 

b 2 = 2 pa. 

Despejando Z p de esta ecuación, y sustituyendo su valor en (4) , obtenemos 

a b r jc CD ^ bx^ 

(5) y 2 = -o m, y = 
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Los momentos de inercia de la superficie bajo el arco OPB en el primer 
cuadrante serán las mitades de los momentos buscados. Por tanto, empleando 
(3) y sustituyendo el valor de y según (5) , obtenemos 



Para el área del segmento, encontramos 

= ydx ^So ik xHdx ~y ab - a = j° b - 

Luego, según ( F ) , 

e Ii=jAb*. 

rv 3 = \ “y«*. « h = jAa'. 

Los resultados están en la forma (G) - 


En la figura 165 el eje OY está en la superficie del líquido. Si en 
cualquier figura llamamos s a este eje, entonces la profundidad del 
centro de presión es 7 según (7) T Art. 251 7 


m 



V 


} 


si r s — radio de giro alrededor del eje s 

y h$— profundidad del centro de gravedad debajo del eje 



Ejemplo 3, Hallar la pro¬ 
fundidad del centro de la presión 
sobre !a compuerta trapecial de la 
figura 235. Compárese con el 
ejemplo 2, Art. 179. 

Solución, Elíjanse los ejes 
OX y O Y como se muestra, y 
trácese una tira elemental hori¬ 
zontal, Sea r la distancia de esta 
tira al eje s en el nivel de agua. 
Entonces 


Fig. 235 


t - 8 — y, dA = 2 x dy> 
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Luego, según (S) * Art. 251, y según la definición del momento de superficie 
(Art. 177) , tenemos 


(7) 

!„ = j r J dA = 

(8) 

M s =J r dA - 


La ecuación de AB es y = 2 * — 8. Despejando x, sustituyendo en (7) 
y (8) e integrando con extremos y — O, y — 4, obtenemos 


/•“ | (8 - c/) £ (8 + y)dy = 1 429H- 


M 


-J. 

S. 


(64 - y3)dy - 234%. 
De aquí, según (7) , Art. 25í, * 6,09. 


253. Momento polar de inercia, 
tan guio elemental P Q con respecto al 
origen O es el producto del área por 
—— "2 

OP j es decir, 

(1) (x 2 + y 2 ) Ax Ay > 

Luego, según el Artículo 248, para 
el área entera 

(2) /<?“ C í" (re 2 +j/ 2 )dx d#. 


El momento de inercia del rec- 



Fíg> 236 

No obstante, podemos escribir el ses¬ 
gando miembro como la suma de dos integrales. En efecto, es evi¬ 
dente que (2) es lo mismo que 


(3) 


lo = J' J' X 2 dx dy + ^ § y 1 d x — I* + h - 


De aquí tenemos el siguiente teorema : 

El momento de inercia de una área con respecto al origen es igual a la 
suma de los momentos de inercia con respecto al eje de las x y al eje de 
las y. 
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PROBLEMAS 


Hallar Ix* h* lo para cada una de las figuras que se describen a conti¬ 
nuación: 

1. El semicírculo que está a la derecha del eje de las y y limitado por 
x 2 + y 2 - r 2 . 

Soi. di!. 

2. El triángulo isósceles de altura h y base a cuyos vértices son 


(0.0). (*. |). (*. -4). 


SoL 

, a fl 2 

, Ah 2 

(0, 0) 

. (6. a), (¿>. 0). 

Soí. 

, Aa 2 

/x “—’ 

SI 

1 M 

SoL 

, A6 2 

ix '’ 

íh 

II 

íi 

1 


4. La elipse — + ¿L = 1. 

a 2 b* 

5. La superficie del primer cuadrante limitada por ^ = 4^, x - 4, t/ = 0. 

Sol. /,-i^d. /,-íiá. 

2 2 

6. La superficie incluida entre la elipse ^-+ ^- = I y la circunferencia 

9 4 

+ y 2 = 2 y. 

c , i 19 A , _ 53 A 

Sol. i x = —. /* - - 55 - - 

7. La superficie incluida entre las elipses + 2L-= 1 yjc 2 lj = l. 

Soí. ¡z = ~:, /y = l^p.. 

¿ 4 

3, La superficie incluida enLre la circunferencia jc 3 F - 36 y la circun¬ 
ferencia Jt 2 -F(y + 2) 2 = 1. 

„ . , 239 A , _ 17 A 

So! . = —gg— /*- — • 


9. La superficie incluida entre la circunferencia x 2 + y 2 - 36 y la circun¬ 
ferencia x 2 + (y + 3) 2 = 4. 

71 A 


SoL ix = 


8 


h = 10 A. 


10. La superficie limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = 4 y la elipse 


rl< 

í_ + iL= i. 
36 ^ 16 


s.i. i.-2Lá. i,-2* 


11, La superficie limitada por x¥& + y% - tiH. 


Sol. ix — iy — 


7 Aa* 


64 
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12- Hallar la prof□ ndídad del centro de presión sobre una compuerta trian- 
gutar cuya base es horizontal y al nivel de la superficie del agua, 

13, Hallaría profundidad del centro de presión sobre una compuerta rectan¬ 
gular de 2 m de ancho y J ni de hondo, cuando el nivel del agua está L2? m 
arriba de U parte superior de la compuerta. 

Sol. 1,8 m debajo de la superficie del agua, 

14. Hallar la profundidad del centro de presión sobre el extremo de un tan¬ 
que cilindrico horizontal de petróleo de 2 m de diámetro cuando la profundidad 
deI petróleo es: a) I m; b) Lóm: c) 2,4 m. 

Sol* a) ^-2- = Oí59 mí b) 0,%m aprox. ; r) = ] T j8m. 

10 140 

254. Coordenadas polares. Area plana- Cuando las ecuaciones de 
las curvas que limitan una superficie plana se dan en coordenadas 
polares, es necesario hacer algunas modificaciones a los procedimientos 
anteriores, 

Ahora se divide la figura en porciones elementales como sigue ; 

Se trazan arcos circulares con el centro común O , siendo la diferen¬ 
cia de los radios sucesivos A o, Así, en la figura 237 , 

OP = Q , OS — Q + &Q. 

Después se trazan desde O rectas tales que el ángulo formado por dos 
rectas consecutivas cualesquiera sea siempre el mismo e igual a A¿7. 
Así ^ en la figura 237 el ángulo es POR — AéL 



Fig, 237 



Fig, 23S 


De esta manera la figura quedará dividida en un gran número de 
porciones rectangulares , como PSQR (íig. 237) - 

Sea PSQR = A A ♦ Ahora bien 3 A A es la diferencia de las áreas 
de los sectores circulares POR y SOQ. Por tanto, 

A A = HÍQ + ^y A0 -U ü* 

= q A$ A0 + Vt Ap“ AO , 


(I) 
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La función f (% t y) del Artículo 245 ha de reemplazarse por una 
función que emplee coordenadas polares. Sea ésta P(p f 0). Enton¬ 
ces f procediendo como en el Artículo 245 , elegimos un punto (o , O ) 
de A A, formamos el producto F(q¡ Ü) A A para cada A A dentro de 
la región S r sumamos estos productos y, finalmente, hacemos que 
Aq —? O y A0~M) r En el Artículo 258 se demostró que el valor 
límite de esta suma doble puede hallarse por integración sucesiva. 
Podemos, pues, escribir (compárese con (1), Art. 245) 

(2) Km ZX F (e> f fVce.sJeíMtf, 

Aíi —J Jf 

c 


y a esta expresión la llamamos la integral doble de la función F (o , d) 
extendida a la región S, 

Obsérvese que en (2) el valor de A/1 dado por (1) se ha reempla¬ 
zado en la integral por q dg dB. 

La aplicación más sencilla de (2) es la de hallar el área de la 
región S. Entonces tenemos 


un 




q dd do, 


Estas fórmulas se recuerdan fácilmente si consideramos los elemen¬ 
tos de área como rectángulos con dimensiones n dft y do , y, por 
tanto , de área o dB dg . 

Las figuras 239 y 240 ilustran de un modo general la diferencia de 
de los procedimientos indicados por las dos integrales. 




Fig. 239 


Fig. 240 


En la primera, puesto que dg antecede a dd , integramos en pri¬ 
mer lugar con respecto a q , manteniendo 6 constante. Este proceso 
cubrirá la tira radial KGI1L (fig. 238). Los extremos para p son 
q = OG y p = OH , que se encuentran resolviendo con respecto a p 
en función de 9 la ecuación (o las ecuaciones) de la curva (o de las 
curvas) que limita la figura. Después integramos haciendo variar 6, 
siendo los extremos 6 = Z. JOX y 6 = Z I0X. 
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La segunda integración en (27) se ejecuta integrando con respecto 
a 6 y permaneciendo q constante. Este paso cubre la tira circu¬ 
lar ABCD (fig. 237) entre dos arcos circulares consecutivos. Des¬ 
pués se integra haciendo variar q . 

Cuando la superficie está limitada por una curva y dos de sus radios 
vectores (área barrida por el radio vector), obtenemos, de la primera 
forma en (H), 

( q d() dd = K I Ü 2 M , 

a */ 11 «/« 


de acuerdo con (D) del Artículo 159. 

Las integrales dobles en coordenadas polares tienen una de las 
formas 


(3) 


SS™ 


0) g do dO 


o 



0)q dO do. 


EJEMPLO 1. Hallar los extremos para la integral doble que permite calcular 
alguna magnitud pedida relativa ai área de la superficie interior a la circunferen¬ 
cia o — 2 r eos 6 y exterior a la circunferencia Q — r (fig. 241) . 


Solución. Los puntos de intersección 
son A ^r, y ^ y B ^r, —. Emplean¬ 
do la primera forma de (3), tendremos 
que los extremos para Q son 

Q = OG — r. 
q — OH = 2 x eos 6 : 

y para son y y - y. 



Fig. 241 


EJEMPLO 2. Hallar el área de la superficie interior a la circunferencia 
q — 2 r eos 6 y exterior a la circunferencia Q = r. 


Solución. Según el ejemplo anterior, tenemos 


A = 



dQ dO = 


f * l 

1 ^ — M t 2 eos 2 O — r 2 ) dB 


= r 2 (y* +y Vi) = 1.91 r». 
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255* Fórmulas que emplean coordenadas polares* No hay difi¬ 
cultad en establecer las siguientes fórmulas : 


(1) 

M z = J q 2 sen 9 dg dO . 

(2) 

M v = ^ J% 2 003 ® óq dO . 

(3) 

íi = J* J 1 sea 2 0 dg do 

(4) 

ly = ^ ^ 0* COS 2 ^ dO 

(5) 

lo = Q* dg d$ . 


Habrá que cambiarse el orden de las diferenciales si se ejecuta en 
primer lugar la integración con respecto a O * 


EJEMPLO L A causa de sus importantes aplicaciones* vamos ahora a deter¬ 
minar los momentos de inercia de un circulo. 

Sea a = el radio* Entonces, según (5) f el momento polar de inercia con 
respecto al centro es 

J * a r f* 2 w 

.U. “ 

en donde A = ¿rea del círculo. 

Además, puesto que, por simetría, l x — íy. tenemos, según (3), Art. 253, 




Fig* 242 


(7) /* = 1 4 

2 4 

Estas fórmulas nos dicen : u) El momen¬ 
to polar de inercia de un círculo con respecto 
a su centro es igual al producto de la mitad del 
área por el cuadrado del radio; b ) el mo¬ 
mento polar de inercia con respecto a un diá¬ 
metro cualquiera es igual al producto de un 
cuarto del área por el cuadrado del radio. 


EJEMPLO 2. Hallar el centro de gravedad de un lazo de la lemniscata 

Q 2 = a 2 eos 2 9. 

Solución* Puesto que OX es un eje de simetría, tenemos y = O, 


1 C 

T*-J. J. 


Q dQ d6 


' 2 X 


Va* 


COS 2 S d$ — -r . 

4 
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Cálculo del momento: 


I C « ^ en* ^ & i /* 

— M tí = J J eos & dQ d& - y a 3 J 

l a¿ 

= y u 3 j (l - 2 scn = 0) '* eos fl rftf 

= o* ^ {I — z a ) ' - dz ^si sin 6 = |z\//J = — cr 1 * V 7 2. 


{coi 2 0} 'eos 0 dO. 

según (5) t Ari, 2 


Luego * = *L Vz = 0,55u. 

A o 




EJEMPLO 3. Hallar Jo para la re¬ 
gión limitada por la d rcunferencia 

Q = 2r eos 6. 

Solución, Sumando con respecto a los elementos en U tira OP (fig. 244). 
los extremos de n son cero y 2 r eos B (obtenidos de la ecuación de la circtinfe* 
renda) . 

Sumando con respecto a todas esas tiras, los extremos de B son ^ y y y , 
Por tanto, según (5), 


■ÍUS. 


It I cus Íf 


t? 3 do d& = 


) irr 1 


O bien, sumando én primer lugar con respecto a los elementos en una tira 
circular (comoQfí)* tenemos 


Jo 


- P P 2 r c ri do dv = 

O J - are 

2 r 


FBOBLEMAS 

Hallar el área de cada una de las superficies siguientes: 

1. Interior al círculo (? — Jí y a la derecha de la recta 4 Q eos B — 3. 

3 (4 ti- 3 VI) 
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2. Interior al círculo () = 3 eos H y exterior al círculo y = + . 

SoL 3(2 jt + Ty/J) 


8 


3. Interior al circuí o Q = 3 eos fl y exterior al círculo g = eos 8. 

Sol. 2 re* 

4* Interior a la cardíoide g^I-bcos 8 y a la derecha de la recu 4 g eos 8—3* 

Sal ■ f + 

5. Interior a ]a cardíoide q ~ [ + eos 0 y exterior al círculo g = 1. 

So!. 4 + 2. 
4 

6* Interior al círculo g = I y exterior a U cardíoide Q =* 1 + eos 6. 

Sol. 2-4. 
4 

7- Interior al círculo g = 3 eos 0 y exterior a la cardíoide g = I + eos 8. 

Sol . rt. 

8. Interior al círculo g = 1 y exterior a la parábola g (l + eos 0) = 1. 

soi. 4-1. 
2 3 

9. Interior a la cardíoide Q — 1 -j-eos fl y exterior a la parábola 
Q (I -f eos 0) - 1. 

^ , 3 it t 4 

Sol. _ + T . 

10* Interior al círculo g - eos 0 sen 8 y exterior al circulo Q — 1- 

**■ f- 

11. Interior al círculo g =» sen í y exterior a la cardíoide g = I — tos tí. 

Sol * i-5* 
4 

12, Interior a la lemniseata g* =2^ eos 2í y exterior al círculo g = a. 

Sol. 0,684 

13. Interior a la cardíoide g = 4(1 4- eos 8) y exterior a la parábola 

g (1 — eos 8) = 3* Sol. 5, 504* 

14, Interior al círculo g = 2 a eos 8 y exterior al círculo g = a. Hallar 
también el centro de gravedad, h e ¡ v . 

+ 3VI)« 


5oL A 


_ (ÜL. Y^l \ * - 0 * " 

V 2 / ’ 2 (2 Jt + 3 VT) 

/n 3 \Z3 \ /3 x 11 v / ’3\ 

'»=(« + —)*'' ^ = (V+— ) 
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tí 


15, Hallar el centro de gravedad de U superficie limitada por la cardioide 
= £1(1 + eos &) . 


Sol. 


x = 


5 a 

T’' 


16« Hallar d centro de gravedad de la superficie limitada por un lazo de la 
curva q — a eos 2 í. 


Sol. 


- _ i 28 V 7 a 

105 Ji 


17* Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por un lazo de la 
curva Q = a eos 3 9, 


Sol 


- = SI V 3 a 
SO* * 


18* Hallar l v para la lemniscata i? 3 = a 3 eos 2 9. 

Sol. d(3^ + 8)o a . 

19* Hallar h para la cardiotde tí = o (I + eos 5) . 

20, Hallar h. t i u para un lazo de la curva q = n eos 2 0. 


21* Demostrar, por medio de (l) del Artículo 254* que 

lím M - ■ ■ = 1, 

£p-fü Q Ap As 

¿kft— 

y que. por tanto, A Á *‘difiere de tj Ap Atf en un infinitésimo de orden supe- 
riod* ( A ri* ,99) . Entonces A A en el primer miembro de {2), Art. 254. puede 
reemplazarse por y A o Afl. (La demostración se omite*) 



256* Método general para hallar las áreas de Las superficies curvas. 
El método que se dio en el Artículo 164 era aplicable sólo al área 
de una superficie de revolución. Ahora vamos a dar un método 
más general. Sea 


la ecuación de la superficie 
KL en la figura 245, y su¬ 
pongamos que se pida calcular 
el área de la región 5' de la 
superficie * 

Designemos por S la re- 
gión del piano XOY que es la 
proyección ortogonal de S f 
sobre este plano. Hagamos 
pasar planos paralelos a YOZ 
y XOZ a distancias iguales 


Fíg. 24? 
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a Ax y A y respectivamente * Como vimos en el Artículo 244, estos 
planos forman prismas truncados (como PE } limitados por arriba por 
una porción (como PQ) de la superficie dada, siendo la proyección de 
esta porción sobre el piano XOY un rectángulo (como A#), de área 
Ax Ai/. Este rectángulo forma la base inferior del prisma. Las coorde¬ 
nadas de P son (x f y , z) . 

Ahora consideremos el plano tangente a la superficie KL en el 
punto P, Evidentemente, el mismo rectángulo AB es la proyección 
sobre el plano XOY de la porción PR del plano tangente que es 
intersecada por el prisma PB . Designando por y el ángulo que 
forman el plano tangente y el plano XOY , tenemos 

Area AB = área PR * eos y f 

La proyección de una área plana sobre un segundo plano 
es igual al producto del área de la porción proyectada 
por el coseno del ángulo entre los planos, 

o sea , Ay Ax = área PR * eos y * 


Ahora bien, y es igual al ángulo que forman OZ y la recta per¬ 
pendicular al plano tangente trazada por O, Portante, según (Lf) , 
Artículo 237 , y (2) y (3) del Artículo 4 , tenemos 


Entonces 


eos y = 


Area PR — 


*+ 00 + 00 ] 

*+ 00 + 00 ] 


K - 


H 

A y Ax. 


Tomamos éste como el elemento de área de la región SO Entonces 
definimos el área de la región S 1 como 


¿ax 


-IX[-O0’+(f)1 


a 

Ay Ax, 


extendiéndose la suma a la región S, como en el Artículo 245, Deno¬ 
tando por A el área de la región 5 1 , tenemos 


« -jjo+o 

s 

y los extremos de la integración dependen de la proyección sobre el 
plano XOY de la región cuya área deseamos calcular . Así, para {/) 
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deducimos los extremos de la curva o curvas que limitan la región S 
en el plano XO Y } exactamente como lo hemos hecho en los artículos 
anteriores. 

Antes de integrar, debe reducirse la expresión 



a una función de x y y solamente , empleando la ecuación de la 
superficie curva. 

Si conviene más proyectar el área buscada sobre el plano XOZ , 
empléese la fórmula 

« ■ j.r = cir co i —- 

S 

en donde los extremos de las integrales se hallan de las curvas que 
limitan la región S , que ahora es la proyección de la superficie cuya 
área se busca sobre el plano XOZ. 

Análogamente, podemos emplear 

(K) 

hallándose los extremos de las curvas que limitan la proyección de 
la superficie cuya área se busca sobre el plano VOZ . 

En algunos problemas se pide el área de la porción de una super¬ 
ficie determinada por una segunda superficie que !a corta. En tal 
caso, las derivadas parciales que se necesitan para sustituirse en la 
fórmula deben hallarse de la ecuación de la superficie cuya área parcial 
se desea. 

Puesto que los extremos de las integrales se encuentran proyectando 
la superficie cuya área se busca sobre uno de los planos de coordena¬ 
das , debe recordarse que : 

Para hallar la proyección sobre el plano XOY de la superficie cuya 
área se busca, dehe eliminarse z entre las ecuaciones de las superficies 
cuyas intersecciones forman el contorno de la superficie. 

Análogamente , para hallar la proyección sobre el plano XOZ basta 
eliminar y, y para hallarla proyección sobre d plano YOZ basta eli¬ 
minar x. 
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Esta área de una superficie curva da un ejemplo más de la integra¬ 
ción de uno función sobre una área dada. Así, en (/) integramos la 
función 

[‘ + <8 ,+ (S)T 

sobre la proyección en el plano XOY de ia superficie curva en 
cuestión. 

Como ya se ha observado, {/) y (i£) deben reducirse a 

SS f( * f z) dz dz y ss f{y, z)dy dz , 

respectivamente, por medio de la ecuación de la superficie en la que 
está la superficie curva en cuestión 

Ejemplo i. Hallar el área de la superficie esférica x 2 + y* + = r 3 por 

integración doble. 


Solución, Sea ABC (íig. 246) un octavo de la superficie. En este caso 


dz 

dx 


x_ 

7- 


ñz 


_ y_ 

z 


1 + 


(JDMD’-'+S 


1 , y_ J t ** 4- 4- z a _ 

2 z 2 z 1 r* 


La proyección sobre el plano XOY es AOB, una región limitada por x — O 

(es decir. Ofi) . y =0 (es decir. O A ) y 
x 2 +■ y a = r 3 (es decir, BA) . 

Integrando en primer lugar con respecto 
a y, sumamos todos los elementos a lo largo 
de una tira (como DEGF ) que se proyecta 
sobre eí plano XOY en una tira (como 
MNGF) ; es decir, los exeremos de y son cero 
y MF ( = \J r’ 2 - a- 3 ). Después* la integra¬ 
ción con respecto a x suma todas esas tiras que 
componen la superficie y\BC; es decir* los 
extremas de x son cero y OA (— r) . Susti¬ 
tuyendo en (/) , obtenemos 



FG 


Fig. 24u 


i-rx 




r dy dx 


V r a — jc 3 — y 3 


■tr j 

1 


o sea. 


4 = 4 
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EJEMPLO 2* El centro de una esfera de radio r está cu la superficie de un 
cilindro recto, cuya base tiene un radio igual a Hallar el área de la parte 

de la superficie del cilindro que está dentro de la esfera. 

Solución, Tomando el origen de coordenadas en el centro de la esfera, una 
generarríz del cilindro como el eje de las z 
y un diámetro de una sección recta del 
cilindro como eje de las x t la ecuación 
de la esfera es 

+ y* + X a - r a 

y la del cilindro 

x 2 + y 2 = rx. 

Evidentemente, GDAPfí (fíg, 247) es un 
cuarto de la superficie cilindrica cuya área 
se busca. Puesto que esta superficie se 
proyecta en el arco semicircular ODA en 
el plano XGY, no hay región $ de la 
que pudiéramos determinar los extremos 
en este plano; en consecuencia vamos a 

proyectar la superficie sobre el plano XOZ . Entonces la región 5 sobre la que 
integramos es GACB* que está limitada por z = O (es decir, OA). X =* O (es 
decir, OB) y % 2 + rx = r 1 (es decir, ACB) : la última ecuación se encuentra 
eliminando y entre las ecuaciones de las dos superficies. En primer lugar inte¬ 
gramos con respecto a ¿; esto quiere decir que sumamos todos los elementos en 
una tira vertical (como PD) , siendo los extremos de z cero y y/ r* — rx. 
Después, integrando con respecto a x, sumamos todas esas tiras, siendo los 
extremos de x cero y r. 

Puesto que la superficie cuya área se busca esti sobre el cilindro, es preciso 
hallar de la ecuación del cilindro tas derivadas parciales que se necesitan para 
aplicar la fórmula (d). 



Por tanto. 


Sustituyendo en (J) , 


dy _ r — 2 jr ciy _ ^ 
dx 2 y dz 


+-rx""bw-- 


Sustituyendo el valor de y en fundón de x obtenido de la ecuación del 
cilindro, resulta 


a. 2 , r ("^-éé^=-i,c 

Jo Jo v rx - x 2 Jo 


V r? - 

Vfr-A 


dx 
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PROBLEMAS 


1. En el ejemplo anterior, hallar el área de la parte de la superficie esférica 
interceptada por el cilindro. 


5o/. 4 r 


/ T" 


dy dx 


Vr 1 - x 3 - y 2 


= 2(jt - 2) rL 


2. Los ejes de dos cilindros circulares rectos iguales se cortan en ángulo 
recto. El radio de sus bases es r. Hallar d área de la superficie de uno de ellos 
que está dentro del otro* 


SUGESTION. Tómense como ecuaciones de los cilindros 


Sol. Sr 


r r n * #■* - 

J 0 t/O 


dy dx 


V r 3 - 


= 8rL 


3. Hallar el área de la porción de la esfera x 2 + y 2 + z 2 =■* 2 ay que está 

dentro de una hoja del cono x 2 z 2 — y 3 . Sol. 2 na 7 . 

4. Hallar el área de la parte dd cilindro x 2 -J- y 2 = r 2 que está entre el pla¬ 
no £ — mx y d plano XOY* SoL 4 r-n?. 

5. Hallar el área de la parte dd plano -i- -j- -T — = i limitada por los 

abe 

planos de coordenadas. 

Sol. í-¿ V é*0* + e*a* + a‘M. 

6. Hallar el área de la porción de la esfera x - y- -r ¿ 2 - 2 ay que está 

dentro del paraboloide by — x 2 + z 3 . 5of. 2 ^a6. 


7. En el problema anterior, hallar el área de la porción del paraboloide que 
esta dentro de la esfera. 

S. Hallar el área de la superficie del paraboloide y 3 -j- z 2 ~ 4 ax intersecada 
por d cilindro parabólico y a = ax y d plano x = 3 a. Sol . & % flu 3 . 


9, En el problema anterior, hallar el área de la superficie del cilindro inter¬ 
secada pot el paraboloide y el plano. _ 

Sol. (13 V 13 — I ) -. 

VI 

10. Hallar la superficie del cilindro z 2 (x eos ti -f y sen a) 2 — r 2 situado 

in d primer ociante, 

SUGESTION. El eje de este cilindro es la recta z = 0. x eos a4- y sen tt =0. 
y el radio de la base es r* 


Sol. 


sen a eos a 
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11* Hallar el área de la porción de la superficie del cilindro y 1 -' 4- — ¿r* 

limitada por una curva cuya ptoyecdón sobre el plano XY es x‘- 4- — a^. 

Sol. x %* 2 - 

12, Hallar por integración el área de la porción de la superficie esférica 
x 2 ■+ y 2 4' — 100 que está entre los planos paralelos x = — B y x — b. 


257* Cálculo de volúmenes por integración triple * En muchos 
casos j si se dan las ecuaciones de las superficies que limitan un sólido t 
el volumen de éste puede calcularse por medio de tres integraciones 
sucesivas. El procedimiento no es más que una extensión de los méto- 
dos que ya se han empleado en este capítulo (entre otros, véase 
el Art. 247). 

Supongamos que mediante planos paralelos a los planos de coorde¬ 
nadas , dividimos el solido en paralelepípedos rectangulares de dimen¬ 
siones As, Ay, A#, y que, como elemento de volumen , tomamos el 
volumen Az ■ Ay ■ Ax, de uno de estos paralelepípedos. 

Si ahora sumamos todos esos elementos dentro de la región R limi¬ 
tada por las superficies dadas, sumando en primer lugar todos los 
elementos en una columna paralela a uno de los ejes de coordenadas f 
después sumando todas esas columnas en una rebanada paralela a uno 
de los planos de coordenadas que contenga ese eje y t por último, 
sumando todas esas rebanadas dentro de la región en cuestión , enton¬ 
ces el volumen V del sólido será el límite de esta suma triple cuando 
Az, A y f Ax tienden a cero. Es decir, 


(1) 


V = lím 

¿vj— 

o 

A* 


YIZ 


Az Ay Ax, 


R 


extendiéndose las sumas a toda la región R que limitan Las superficies 
dadas. Este límite se representa por 


(L) 


-sss 


dz dy 


dx. 


Por extensión del principio del Artículo 245 f llamamos a (L) la 
integral triple de la función f(x, y, z) = 1 extendida a la región R, 
Muchos problemas se resuelven mediante la integración de una función 
variable de x f y , z extendida a una región dada. La notación es 


sss 


/( x, y, s) dzdydx, 


R 


( 2 ) 
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que representa, por supuesto, el límite de una suma triple análoga a 
las sumas dobles que ya hemos discutido. En tratados más adelantados 
se demuestra que el valor de la integral triple (2) se determina por 
integración sucesiva Los extremos o límites de las integrales se hallan 
de la misma manera que para los de (L). 

Ejemplos sencillos de aplicación de (2) son las fórmulas para el 
centro de gravedad (x, y, z) de un sólido homogéneo, a saber, 


«-J 7 J* x dx dy dz t 

Vy = SSS y d x dy dz , 

-JJ7 z dx dy dz . 


Estas se obtienen ratonando como en el Artículo 249, empleando 
momentos de volumen. En los integrandos, (x } y f z) es un punto 
interior. 

El centro de gravedad estará en cualquier plano de simetría. 


P fl MPLO !. Hallar el volumen de la porción de[ elipsoidr 


*!+«! + *!= I 

a ¿ T b * ^ ca 


que esia en el primer ocian re. 


Solución* Sea O-ABC (fíg. 24S) la porción deI elipsoide cuyo volumen 

se pide, siendo las ecuaciones de las super¬ 
ficies que los limitan 

^3 

O) £ T + 4 + 2 a = 1 

fl 2 í>3 f* 

(4) z = O ( = OAB) . 

(5) DO CMC) i 

( 6 ) x = ® {=OSC)> 

Trabando planos paralelos a los planos 
de coordenadas el cuerpo se divide en ele¬ 
mentos que son paralelepípedos rectángulos 
de dimensiones A_v. Ay. Az. En la figura. 
Fig. 248 PQ es uno de estos elementos. 

Integrando en primer lugar con respecto 
a sumamos todos eso* elementos en una columna (como Rá) , siendo los 

ex iremos de * T según (4) y (3) , cero y TR - c* [ L — A - — ~ . respectiva- 

\ ÍJ a 

mente, obtenidos despejando z. 
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Integrando después con respecto a y, sumamos todas esas columnas en una 
rebanada (como DEMNGF) , siendo los extremos de y cero [según (?) ] y 

í j j^3 

MG = b .* / l — — (según la ecuación de h cueva ACB, ~h= t, despe¬ 
jando y) * 

Por último, integrando con respecto a x* sumamos todas esas rebanadas 
dentro de la región encera Q-AÜC, siendo los extremos de x, cero [se¬ 
gún (h) 1 y O A - a. 


Luego» 


A / 1 _ — \¡ ] _ 5 T _ ^ 

V a? /• r. V U 2 4* 

l dz dy dx 

Jo 


-XT 

Xcb C a f 2 Jt 

= 4T»J (1 = — 


Por tanto, el volumen del elipsoide entero es 


4 Jt¿2¿3C 


EJEMPLO 2. Hallar el volumen del sólido limitado por las superficies 


(7) 

ht 

4* 

1 

H 

W 

1 

(8) 

Z = j X* + 1 y 2 . 

4 

Solución. 

Las superficies son los paraboloides 


dípticos de la figura 249* Eliminando 2 entre (7) 
y (8) , encontramos 

(9) 4 ** + 1 y» = 4. 

que es la ecuación del cilindro AECD (véase la 
figura) que pasa por Ja curva de intersección de (7) 
y (8) y tiene las generatrices paralelas a OZ* 

Tenemos 



Hg. 249 


r \ r 2 vi¡ u - C 1 - % & 

( 10 ) V= 4 l l l dz dy dx* 

J G 4/ O J ! j **-(- Vi 


l,os extremos se determinan como sigue: 

Integrando con respecto a z, sumamos los elementos de volumen dz dy dx 
en una columna de base dy dx desde la superficie (8) hasta la superficie (7) 
(de AÍP a MQ en la figura)* Por consiguiente, los extremos de z se dan por 
los segundos miembros de estas ecuaciones. 

Asi encontramos 

C i C 2 ^~ {l - 

V = 4 V l (4-4 X* - y z y*) dy dx< 

J o Jo 


<n> 
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l os extremos para esta íntegra! doble son los correspondientes para la región 
DAIS, la porción de la base del cilindro (9) que está en el primer cuadrante. 
Ejecutándolas operaciones en (II), bailamos V r — 4 ji V 2 = 17,77 unidades 
cúbicas. 

Puede ser que el problema dado sea tal que la primera integración 
(leba ejecutarse con respecto a x o y t no con respecto a z como arriba. 
Entonces los extremos deben determinarse conforme a la discusión 
anterior. 


258- Cálculo de volúmenes, empleando coordenadas cilindricas. En 
muchos problemas que implican integraciones, el trabajo se simplifica 
bastante empleando coordenadas cilindricas {q , O , z) según se definen 
en (7) del Artículo 4 . A menudo la ecuación cilindrica de cualquiera 
de las superficies que limitan el cuerpo puede escribirse directamente a 
partir de su definición. En todo caso puede hallarse a partir de su 
ecuación cartesiana por medio de la sustitución 


( 1 ) 


x — o eos fl , y = q sen O , 



Las coordenadas cilindricas son útiles, sobre todo, cuando una de 
¡as superficies que limitan el cuerpo es una superficie ríe revolución 

En efecto , la ecuación 
de una superficie, cuan¬ 
do el eje es OZ , tiene la 
furnia z — / (o); es de 
cir 7 no aparece la coor¬ 
denada (f , 


Volumen bajo una 
superficie. Sea 


la ecuación cilindrica de 
una superficie > como KL 
de la figura 250 . Desea¬ 
rnos hallar el volumen 
del sólido limitado arriba 
2^0 por esta superficie, de¬ 

bajo por el plano XÓX 
y lateralmente por la superficie cilindrica cuya sección recta por el 
p 1 ano XO Y es 1 a reg i ún S , Esta su p erfide c i I í n d r i ca i o te rse c a en 
la superficie (2) la región S f . 
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Para ello, dividamos el sólido en elementos de volumen como 
sigue : dividamos S en elementos de área A A trazando rectas radíales 
desde O y arcos de círculos de centros ü, como en el Artículo 254 . 
Hagamos pasar planos por las rectas radiales y OZ . Hagamos pasar 
por los arcos circulares dentro de S superficies cilindricas de revolución 
coneje OZ. De esta manera el sólido queda dividido en columnas 
tales como MNPQ¡ en donde área MN = A A y MP = z. Así el 
elemento de volumen es un prisma recto con base AA y altura z. 
Por tanto, 

(3) AV — z AA . 

El volumen V se halla sumando los prismas (3) cuyas bases están 
dentro de S, y determinando el límite de esta suma cuando el número 
de las rectas radiales y los arcos circulares dentro de S aumenta infi¬ 
nitamente de manera que Aq —$ Q y A0 O. Es decir , 

(4) V= lím TT z AA . 

Ahora demostremos que el límite doble en (4) puede encontrarse 
po r i n tegra c i ó o su c es i va . (C o m p á rese con el A r tic u lo 244.) E s to se 
hace hallando el volumen aproximado de una rebanada del sólido 
incluida entre dos planos radiales como ROZ y SOZ ¡ y después 
tomando el límite de la suma de estas rebanadas. 

Sea DEFG la sección del sólido en el plano ROZ , Los valores de z 
a io largo de la curva GPF se dan por (2) cuando 0 (~ ángulo XOR) 
se mantiene fijo 4 En el plano ROZ tomemos OR y OZ como ejes 
rectangulares, y (i;, z) como coordenadas. Sea {*? , z) el centro de 
gravedad de la superficie DEFG. Entonces, según (2) y (3) del Ar¬ 
tículo 177, 

J * OE r* os 

qz do = i qF( g i 9)dg , 

OD J üli 

La integral será una función de 0 . 

Hagamos ahora girar el recinto DEFG alrededor de OZ . Según 
el Art. 250 , el volumen del sólido así engendrado es 2 jiq * área DEFG> 
Los planos ROZ y SOZ cortan de este sólido de revolución un prisma 
cuadrangular cuyo volumen es Aüg- área DEFG, puesto que el ángulo 
ROS — Afl (radianes). Por tanto, 


( 5 ) 


J * QE 

o F{q t fl )d o 
o o 
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es igual, aproximadamente s ai volumen de la rebanada del sólido 
incluida entre los planos HOZ y SOZ. El limite de la suma de los 
prismas (5) cuando Afl “> O es el volumen exacto. 

Por tanto t 



en donde 


a = Z XOA , p = Z XOB , q t = G/> = ji(ff), o 2 = OE = /^ (^}, 


valores que han de determinarse según las ecuaciones polares de las 
curvas que limitan la región S . 


El elemento de la integral en (6 ), a saber , 


F (q , $) q dg dú = zq dg d$ t 


puede concebirse como el volumen de un prisma recto de altura z y 
base de área q dg d& . Así se reemplaza AA eo (3) por o Ao Afl , 
como en el Artículo 254. 

Ahora tenernos la fórmula * 





s 


s 


para el volumen bajo la superficie (2) y los extremos de las integrales 
se hallan como se hallaron en el Artículo 254 los extremos para el área 
de la región $. 

De (/lí) y (4) podemos deducir (2) del Artículo 254. 

Ejemplo I. Demostrar que el volumen del sólido limitado por el elipsoidi- 
tk revolución b 2 (a* 2 -f y 2 ) + e*** 2 = a 2 b 2 y la superficie cilindrica jc - + y z — cjc = 0 
viene dado por la fórmula 



(7) 


Determinar el valor de esta integral. 



z — — V a 2 — g e . 


a 


* El orden de la integración no importa. La demostración se omite. 
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La ecuación polar de ¡a circunferencia ac £ T y 2 — ar = O que limita la región $ 
en el plano XY es, según (I), 

(9) Q = u eos 0. 

Para el semicírculo los extremos de Q ion cero y a eos 9 é cuando 9 se mantiene 
fijo; y para 9, cero y Ji ít. Sustituyendo en (Ai) el valor de ¿ según (S) > y 
los extremos mencionados, obtenemos (7) * Integrando 

v = A a ¡ b (3íi- 4)= 1,206 a a 6. 



Cálculo de volúmenes por integración triple. El elemento de volu¬ 
men Ay será ahora un demento del prisma recto que se empleó en (3) ; 
es decir, un prisma recto con base A A y altura As. El sólido se 
divide en tales elementos haciendo pasar por él los planos y superficies 
cilindricas que se emplearon en la figura 250 , y también planos parale¬ 
las al plano XOY a distancias iguales a As. Ahora tenemos 

(10) 47 = Az 4 A . 


Sumando , y tomando el límite cuando \z —> 0, A o 0, \d -4-0 , 

tenemos 


(iV) 


*-sss o dz dg do , 


puesto que A A puede reemplazarse por y Ay A tí como antes, 

Las fórmulas (3) del Artículo 257 para el centro de gravedad se 
convierten en 


«-JXf q 1 eos H dz dg dO t Vy — SSS y- sen 0 dz dg dO } 

»-sss uz dz dg d0 t 


cuando se emplean las coordenadas cilindricas. 
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Ejemplo 2. Hallar el volumen del sólido cuya superficie superior esta 
sobre la esfera 

( 11 ) * B + *• + *“-*8 
y cuya superficie inferior está sobre el paraboloide de revolución 
(12) x 2 y 2 — 2 z* 

Solución* La figura 252 muestra ía esfera y el paraboloide en el primer 
ociante, La curva de tnteisección AB está en el plano z — 1. Su proyección DE 
sobre el plano XY es la circunferencia 

(J1) + y 2 = 4* 



Las ecuaciones cilindricas son, según (1) 


(14) o* 4- z 2 — S [la esfera (II) ] : 

(15) Q 2 = 2 z [el paraboloide (12) ] ; 

(16) 0 = 2 1 la circunferencia (12)]- 


Un elemento de área A A en el círculo (ló) ha sido dibujado en Ai (t>, 
la figura. Un elemento de volumen AV se muestra en P(o, 0, z) * 
Tenemos, según (N) f 


07) 


s* 2 V g - p2 

ti Qdz dQ d6. 

0 */ ó ftZ 


&} en 


Los extremos de las integrales se bailan como sigue; Integrando con respecto 
a z (manteniendo fijos q y 0) , sumamos los elementos de volumen (10) en 
una columna desde La superficie (15) hasta la superficie (14) (de MP^zMPi 
en la figura) . Según (15), 2 = MP¡= 34 O 3 ; según (14), z — MP\ — \f 8— Q 2 \ 
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es ros son los extremos de z. Los extremos de n y 8 son los correspondientes al 
círculo {16} * La integración con respecto a g da la suma de las columnas en la 
rebanada incluida entre el plano que pasa por OZ y OM y el que pasa por 
O Z y ON. La integración final suma estas rebanadas. 

Integrando en (17) , 

V = -y jt(8 y/~2 — 7) = l&J. 


En los siguientes problemas, las fórmulas (M) y (N) deben em¬ 
plearse cuando la ecuaciones de las superficies que limitan al cuerpo 
vienen dadas en coordenadas cilindricas. Si para trazar una figura , se 
necesitan las ecuaciones rectangulares correspondientes , pueden obte¬ 
nerse por medio de la transformación 

(18) e ! = ** + y 2 , 6 = are tg —. 

Pueden agregarse a éstas las siguientes : 


(19) 


sen O = 


V z 3 + y* 


eos O = 


V x 2 + 1 / 


PROBLEMAS 


1, Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de la superficie cilin¬ 
drica x 3 -h ^ =* 4, arriba del plano x 4 z = 2 £ incluido entre los planos 

y = O- y = 3- 

C A C 2 C 4 “ ** 

Sol , V = 1 1 l dt dy ?= I?,í unidades cúbicas. 

Jo •S-U/2-x 


2- Resolver el ejemplo 2 del Artículo 247 empleando coordenadas cilindricas. 


SoL 



o 3 3 

^dg de = ± 

a 2 


nú 3 . 


3» Hallar el volumen del sólido limitado arriba por e! cilindro z — 4 — x* 
y debajo por el paraboloide elíptico z = 3 x 2 + 

n 2 ST- r2 n i-** 

I dz dy dx ” 4 si. 

j i/ 3 + v2 


4* Dos planos se cortan bajo un ángulo de a radianes, en un diámetro de 
una esfera de radío a. Hallar el volumen de la cuña esférico incluida entre los 
planos y la superficie esférica, empleando coordenadas cilindricas, 

1S0L ctu 3 . 


5, Hallar él volumen del espacio comprendido debajo del plano z = x y 
acriba del paraboloide elíptico z = x 2 + y 2 * Sol . ^2 ** 
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6, Resolver el problema 5 empleando coordenadas cilindricas. 

J » W ir Z» OOí & Z' ^ C 06 ^ 

I | dz dQ d9 - J.jí a. 

(J t/ O p2 

7* Hallar el volumen del sólido limitado por la esfera o 3 + z 2 — a z dentro 
del cilindro q — a eos 8. Sol. % u a (n — %} . 

8♦ Hallar el volumen del espacio comprendido arriba de z = 0. debajo del 
cono z 1 = x 2 + y 2 y dentro del cilindro je 2 -J- y* — 2 ax* Empleando coordena¬ 
das cilindricas, Sol, u 3 . 

9, Hallar el volumen del sólido limitado por z = x + 1 f h -jtHs/ 1 - 

SoL Jíar. 

10. En el problema 3 P demostrar que la integración con respecto a z da 
{sin integración adicional) V = 4 A —4 /y — /r, en donde A es el área de la 

elipse 4 jc 2 + y 2 = 4, /* e son los momentos de inercia para esta elipse dados 

por las fórmulas { E ) del Artículo 252, 

11. H a har el volumen del espacio comprendido debajo dd plano 

2 i — 4 -j- Q eos 8, arriba de z * 0 y dentro del cilindro p = 2 eos 0, 

Sol , JÍjc. 

12, Un sólido está limitado por el paraboloide de revolución ay. = p 2 y el 
plano i = o* Hallar d centro de gravedad* Soí. tt) H 0, % c) - 

13. Un sólido está limitado por el hiperboloide z 2 — a* 4* 0* V la hoja 
superior del cono z 2 = 2 y 5 . Hallar d volumen. 

Sol. % .-W 3 (V 2 - I ) . 

11. Hallar el centro de gravedad dd sólido del problema 13. 

Sol. ÍO. 0. y*a {\/2 + l) ]. 

15. Hallar el centro de gravedad del sólido dd problema 1. 

Sol, 04* H. 'fí), 

16. Hallar el centro de gravedad del solido del problema 2. 

SoL 04 a. 0, i?ía). 

17. Hallar el centro de gravedad del sólido del problema 8. 

18. Hallar el volumen del sólido limitado debajo por z — 0, arriba por el 
cono z — a — Q y lateralmente por y = a eos 8, Sol. u 3 (9 — lój . 

19. Hallar el centro de gravedad del sólido del problema anterior. 

20. Hallar el volumen del sólido debajo de la superficie esférica q* -f z 2 ■= 25 
y arriba de U hoja superior de la superficie cónica z — Q + I. 

21. Comparar el ejemplo 3 del Artículo 165 y ct ejemplo I del Articulo 257, 
y deducir (N) del Artículo 1C>5 de (L) de! Artículo 257, 

22. Deducirla fórmula (2) del Articulo 17S de la primera fórmula de (3) 
del Artículo 257, 
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PROBLEMAS ADICIONALES 


1. Hallar el volumen del sólido limitado arriba por U esfera t} 2 z 2 — r 2 , 

debajo por el cono z = q ctg 0, e incluido entre ¡os planos 8 = ft, O ^ (3 4“ Ap, 

siendo ^ y fl ángulos agudos. (El sólido es parte de una cuna esférica, como 
O-SQN de la figura 197, cuando se traza OQ.} 

5o/. r 3 AP (í — eos tp) . 

2, Hallar (sin integración) el volumen del sólido limitado por la esfera 
Q 2 -b z 2 = r 2 . los conos z — q ctg tp y z = q ctg (0 + As# 1 ) y los planos 
ff = fL 8 = P T AfL empleando el resultado del problema anterior, (El sólido 
es uno como Q-PiftQÓ* de la figura 1 97, cuando se trazan QR y OQ ♦) 

Sot. -y r* 1 Ap sen ífi T -L A 0^ sen | 

3* Hallar (sin integración) el volumen del sólido limitado por 
z = q ctg <p, z = Q ctg (0 + A0) , 8 = P, 8 = p T Ap, e incluido entre las 

esferas Q 2 + z ¿ = r 2 , + z 2 = (r + ¿r) a t empleando el resultado del pro¬ 

blema 2, 

Sol. 2 Ap Ar sen ^0 + y A0^ sen y A0 + r Ar -f i Ar 2 ^ ' 

(El sólido se obtiene de la figura 197 prolongando cada uno de los radios 
OPi* QR* OQ, OS, una distancia Ar basta P i\ R f t Q f , S' sobre la esfera 
P 2 + ¿ T¿ = (f + Ar) 2 . Los conos cortan esta esfera según los arcos circulares 
Pt*R f y los planos la cortan según los arcos de círculos máximos 

Pi'ó', R'Q f . El sólido tiene los vértices PiRQS-PS R f Q f S*>) 

4* El sólido del problema 3 es el elemento de volumen AV cuando se em¬ 
pican coordenadas esféricas, (8) del Artículo 4, sustituyendo (4 por fl. Enton¬ 
ces un vértice P de AV tiene las coordenadas esféricas (r, (p, 8) . Demostrar del 
problema 3 que 


Ar-^or- sen 0 Ar Atp A0 
A0 — 

Luego AV difiere de r = sen 0 Ar A0 A& en un infinitésimo de orden superior 
(Art, 99) , 

5. En el sólido del problema anterior, demostrar que las aristas de AV que 
se encuentran en un vértice cualquiera son mutuamente perpendiculares, y que 
las longitudes de las que se cortan en (r, 0. 8) son. respectivamente. 
Ar, r A0, r sen 0 A ÉL 


6, Describir los tres sistemas de superficies (esferas, conos y planos) que 
han de trazarse para dividir un sólido R en elementos de volumen AV (pro¬ 
blema 4) cuando se emplean coordenadas esféricas. Sea (r, 0, 8) un punto 
cualquiera de AV „ Entonces escribimos 


i% 8 XSX f < r ' *• 

¿.e—>a 

A*-?r, 


■fff 


F(r, 


í&, (?) r 2 sen <f> d r d<)> dO. 
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En el primer miembro, AV puede reemplazarse por r 2 sen ¡p Ar A0 Áfl 
(véase el problema 4} : es decir, por el producto de las tres aristas del proble¬ 
ma *L El segundo miembro se calcula por integración sucesiva. (La demostra- 
don se omite») 

7, Efectuar la integración del problema anterior si F (r, <p, — r y si R 

Cs la esfera r — 2 a eos (p, es decir, ■+- y 2 + z s = 2 a¿* 

£ít 




8, Efectuar la integración del problema b si F (r, 0, 0) = r- eos £ y si i? 
es la región r = 2 a eos 
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CURVAS IMPORTANTES 

Para comodidad del estudiante, damos aquí las ecuaciones y gráfi¬ 
cas de las curvas más comunes que se emplean eo el texto. 




Porábota cúbica Parábola semicúbi ca 

y - tur 11 . y 2 = az*. 



Cisoide cíe Diocle $ 



y l {2 a — x) = i 5 . 
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(x* 4- y 1 )* — a 2 (x 2 — y 2 ). x 2 y' = (y + a ) 2 ( b 7 — y") . 

a 2 — a 2 eos 2 O . (En la figura , h > o.) 



x — a are vers —— V 2 ay — y 2 . 
a 

¡x = a(Ú — sen O ), 

\y — a(l — eos 0). 



origen 


x = a are vers ~ + V 2 ay— 

/z = a(0 + sen ) , 

\y — a (1 — eos O ) ■ 



01 

Catenaria 


X 



Parábola 



a 



L ± L 

x 2 + y 2 — a' ¿ „ 
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Astroiúe 

2 _ 2 _ 

3* -f y* = „ 

/ x = a cos s $ , 
\y = a sen 3 O . 


Enluta de (a elipse 

(ax) * + (by) a = (a? — 6 a ) » * 
/ x - a eos 3 O , 

\ = 6 sen 3 $ , 

r 


Co/ndioíde 

a: 2 + jr + ax = a V x 2 + y 2 . 
U = fl(I — eos 0), 

r 


Sinusoide 
2 / — sen x. 


Hoja de descartes 
>t 3 + y* — 3 a$|/ = 0 . 


Cosinusoiafe 
t/ = eos x . 
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p = 6 — a eos 6 . y 2 — x 2 - 

(En la figura, b < a. ) a x 



q = aO. 



Espira/ logarítmica 

q = e" 8 , o sea , 
log p = a8 . 



q6 = a. 



L íluus 


0*9 — a? . 
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Espiral parabólica 



(g “ a) a = 4 acB 


y = log x 




y = sec x 

Q/vtvUta* Calcula. — 42, 



y = tgx 
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/?o$Q de tres hojas 



Rosa de tres hojas 


n — a sen 3 8 


q = fl cns 3 0 



Rosa de cuatro hojas 



o = a sen 2 8 


q - a eos 2 8 




Rosa de ocho hojas 


q 2 — a? sen 2 8 


o = a sen 4 8 
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/ x — r eos $ + r0 sen íi ( 
\ y — r son — rfl cr>s o 


it -■ 

x — a sech 1 — — \/ a’ — u l 
a J 

< 

y = a sech — 

{ a 
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TABLA DE INTEGRALES 


Algunas formas elementales 

L. J'íí/CjO - J f'{x)dx - f(x) + C. 

I. J\ du = o 

1. J' f«í«í * do ± dw =*=••■) = J Ju ^ do ^ dar ♦ ♦ * * 


<fa = 


■ + C. 


í rí ^ — I ) 


5. ^ — = ln u 


+ C- 


Formas racionales que contienen a + bu 

(Véanse también Lis fórmulas %-lfJ4 de reducción para las integrales binomio) 


-f 

- J.- 

- St. 


(j + bu) n du = i"r 1 + c. 


b (n 4- l ) 


= — ln {a -f* bu) + C* 


(fj - ^ — 1) 


+ bu ¿j 


[u + bu — ü ln (éí + bu) ] + C. 


-h bu 


9' 1 - “M" = “3 [14 (a + M* ” 2o(a + bu) + a* !n (o + bu) ]-f C. 

^) ü + bu o J 

J <„ + M« = i í TTTU + ln (a + bl,) ] + c ‘ 
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.+íu)« ' F» [“ + bu ~ TThT, ~ 2 9 (fl + iu) ] 


[| [/tí 


Jj* [ a 


I 


(a + bu)* b- [ a + ¿u 2 (ü + 6u) 2 
d u 

u fa 4* bu) 
da 


+ C. 


-x^)+ c - 

u 2 ('n + £>io " _ üü + o= ln ( ir ) + c 


du 


{ 


u (a -j- bu) 2 a (a + üu) 




+ c. 


Formas racionales que contienen a s ± &V 


da I . bu , ^ 

o . > t~ = — are Eg - h C. 

a 3 4- a 


du 


úr — Mu J 




+ c. 


b 2 it" - ir 2 ah !n ( bu + u) + C ' 


u (o 2 ± fa 2 N a ) '■ (íu = 4’ 4 :rr -T'^' + C. 


ti du 


b*u* 


2 b a 


. +1) 


In (a 2 * 6 *ü*) + c. 


U M t/u _ _ ÜW-) _ 

± fo2 tt 2yp =t M (ro — 2 p + I) (a 3 ± íj 2 u 2 )P-l 

a 2 {rrc — 1) j* u™--du 

** b 2 {m — 2 p + I ) J (a 2 =fc 

Lí'* 1 ti ü _ LÍ W1 ’H 

(a- J- Mu 3 ) P 2 a 2 (p -— 1 ) (a 2 ^ Mu 2 ) 7* l 


m - 2 p + í j‘ u m du 

2ü*(p - I) J iVi* 


¿/ ti 

ti (a 3 =*= Mu 3 ) 


] 

2 M 



-ü!— ) 

± Mu- ) 


+ C. 


6 6 [ 

+ C. 


(ti 2 > Mu 3 } 

(ti 3 < h ¿ u 2 ) 

1 n ^ - 1) 
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du I 




a 2 im — I) u **” 1 (a 2 b-u*) r¡ -1 


24 


■S 


da 


ft 3 (itj + 2 p — 3) /' u 

a 11 (m — 1) J y fn-2 (ü- 

1 


da 

y III — 2 (fl- =t 6-U*) P 


yw {a* ± b 3 u 3 )P Za 3 (p — I } ym — 1 (a 2 =fc b 2 u 2 )P-i 

du 


i rr? -4- 2 p — 3 f_ 

2 a 2 1 p — I ) J u ,ff (¿r 2 


b J ij -) p— 1 


Formas que contienen v' a + bu 

Los radicales pueden quitarse en el integrando haciendo a + bu = e 3 . Véanse 
también hs fórmulas %-!04 de reducción para las integrales binomias 

25. j’vsTT+Tudu-- + 

25. ^7+5= 5. - ; -g ?- 12 rt “ “■><" + + C. 

• f— 

J V7 

• f“ 

J V7 

p_u^ 

• J V7 


lt' 71 V a + bu Ju ~ 


2íi>h i j + bu) ^ 


b{7 m + 3,1 A <2 rr- +3) . 


_ | u m i Vt/ + bu du r 


23 


29 


30 


31 


du 


2 (2 a — bu) a ~r- bu 

3 b 2 


+ C. 


~F bu 

2 du 7 i ^ u- — 4 <¿bu + 3 b 2 y- ) \* a + bu 


+ bu 

t¡ " du _ 2 ü' |! V (i -F bu 


15 b a 


+ bu 

d ti 


6 (2 m + I ) * f 2 

\/ a + bu - \/ 


2 ani C o"' 

*+" J Vü 


+ c. 

T ¿/y 


32 


33 


J du 1 | ^ a + bu — \/ 

u v 7 n + bu \/ü \\/ íí T bu + V a/ 

r du 

u 


+■ bu 
+ C T para ¿j > O- 


__ = — ; are tg * / u bu _j_ c para u < q 

V tí + bu \/ — a \ “ 0 

_ du \f a + bu b (2 m — 3) _ 

WT+7Í * -<J ( m ~ 0«— 1- ifl(m-i) J UH.-V7T77 

du 


du 


u^ \/ a + bu 
\f a H~ ¿JtJ du 


34. J v l 7 , “ =2VT+7j + U 

V a + ¿u du 


r—= 

u y/ u 


-F bu 


35. J: 


u 7 ** 


(a 4- bu) % b (2 m — 5 j ú + bu du 

a(m — 1) u m -i 2fj(m 


S 8 J- 


yWl-1 
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36 


Formas que contienen V 11 1 ± a 1 

En este grupo de fórmulas podemos reemplazar 

ln(u + V u 3 -j-a 2 ) por sentí -1 

ln(u | V u 2 — ¿i 3 ) por cosh ^ 1 

]n ía± VV+gA pQC Mah _, 

V ti / u 

. (u 2 ± a 2 )^ du = *y \/ u 2 * a 2 =t ]n (u + \/ u 2 ± a 2 ) + C. 




37. | (u* * a 2 ) 2 da = u(u * * * 2) * 


n + 1 


38* 


39. 


40. 


41* 


42. 


43, 


44. 


45 . 


J A 

u(u* * í¡ ! > ‘ du « 
^un { a 


(u 2 ± a 2 ) 2 
n + 2 


+1 


+ C. 


(n s* — 1) 

(n - 2 ) 


* * a 2 ) T du = =»= ü 2 ) 


n + m + 1 
fc íi 2 (m — 1 ) 


- I) f 
+ 1 J 


du 


(a 2 a 2 ) 

du 

(u 2 ± a 2 ) 




íí 


JV 
J 

f—^ 

^ («* ± ff ») * 

J u 2 du 
i u 2 ± a 


n + m 

In (u -f V u 2 ± a 2 ) + C, 


«m-s ( u * ds G 2 ) » du- 


a 2 \/ u 2 =*= ií 2 


+ C. 


2-n 


+ C. 


-■W? 


Jí _ 2 


a* - ~ In (u + \/ 11“ * a 1 ) + C, 


C*- ~~ Ti - — - + ln (u + s/ u ! ± u 3 ) + C. 

i/ (u 2 =t a 2 ) \/ U 2 ± ü 2 

J 


u m du 


u m- i 


(u 2 =t a 2 ) 2 (m — n + 1) (u 2 =t á 2 ) 2 


¿i 2 1 r» — I ) 
m — n + I 


S 


u m -2 du 


(u 2 =t u 2 ) 2 
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U m du f 1 


) 


+ C. 


«•.f.. 

m — n 4* 3 u m du 

=*= a 3 (n — 2) I —_i 

J (u 2 =*« 2 )* 

47 . r —íí^- r 7 =_i, n ( ü 

C du 

u (u 2 — a 9 ) 

f7. 

J eta. x/u 2 -f-a 2 1 /a 4- \/ u 2 ■+■ a*\ 

■h 


48 


49 


50 


.. — — are scc-(- C. 

/2 a a 


i 2 (u 2 ^ a 2 ) 
da 


V ü 2 * 

=t Ü'U 


■ + c. 


da a/ ti 2 — a a . 1 a 

Vi = 2«V + T7¡ arc scc 7 + C - 


f < 

52. I - 

11™ í U* 


3( U 2 _ ü 2) 
du 


I 


U m ( U 2 =* j 2 ) J 


- ú 2 (m — l)u w— *(u 2j *= a 2 ) 2 
n? -r n — 3 


-1 


r n — 3 _(fu_ 

(n? — I) 1 «_* 

u*i-2( u 2 =fc a 3 ) 2 


53. 


f- 

•y ir n 


du 


(u 2 a 2 ) 2 =*= a 3 (n — 2) u» _1 (u 2 =±= a 5 ) 2 


+ 


m n — 3 
=*= a* (/? 


u wí (u 2 =*= íi 2 ) 2 


54. , . K - ± £L ) JL ^ . 


— a ln ( ~) 


55. 


56 


P 

J (u 2 — a 2 ) ^ efu y —^ U . _ 

--- = V u - a 2 — a are sec-(- C. 

■S 
'■S'- 


+ c 


(u 2 =*= o 2 ) du y/ u 2 ^ a 2 / y- x 

1 -Hr — 2 -^-+ In (u + V^*o«)+c. 


57. f (u 2 ü a ) 2 ¿fu _ _ (u 2 ^ Q 2 ) 2 

u»« =t a ¿ (m — l)u m ~l 


— m ~ n ~ 3 
=*= a 2 (m — 1) J 


(u 2 =b a 2 ) 2 du 


+ C, 


u m-2 
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58. 


f tu****)* 

J u>* 


¿ du _ (u 3 - a 2 } V 

{rí — m + 1 ) u"' — 1 


+ -^-JTT f 

n — m + 1 


(u*±a 2 )Z du 

UTA 


59, 


Formas que contienen V d l — ú 1 

(a 2 — u du — ^ \/ a* — u 2 -R ~ are sen ^- + C. 


00. J (u 2 - 


K 3 ) ’ 2 <íu = 


U ( Q 2 — Lf U ) - 

l? + i 


+ -^pj J <* 3 - u # ) 2 3 4«. (n ^ - 1) 


61 . 


02, 


j' 

J 




U'" (ti 2 — U 2 ) 2 Ju - — 


n + 2 


-4- J 

— 1 (ti 2 — tí 2 ) ü 


n -(- m -R l 

a y (m - l) 


n -R m -J- I 


^ uw-^iti 2 — n 


(n - 2) 


*) 2 rfu. 


83. J 

ti t, 

1 {a 2 — ti 2 ) M 

64. | 

r du 

' ( Ü 2_ U J)ÍÍ 

J 

65. I 

f* tí du 

\ * 


(u 2 - U¡) 5 

08. j 

r ti 3 j» 

1 (íí 3 - ti 2 ) K 

07, 1 

p u = ÍÍU 

1 ( 0 2 _ U S)^ 

08. | 

(* u m ¿u 

1 71 

J 

F - n*\ 2 


= ate sen-1- C. 


(a 2 - u 2 ) 1 2 

n - 2 


+ C. 


are sen — + C„ 

¡i 


ti"? - 1 


Í7T - + I ) (tí“ ~ U 2 ) ¿ 1 


+ 


G 2 (m - I) 

m — n -R 1 


J IjTK — ‘J ¿fu 

i 
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69. 




"• s 

»■/ 

, 2 . f 

”■ f 

71 - J 

,5 - s 

7=. J 
77. J 

7». J 
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rfü u™ + 1 


(a* - u 3 ) * ÍJ 2 tn -2) (a* - u 2 ) a 
m — n -F 3 




m — n + 3 z' u*ff du 

íj 2 (n — 2j) 1 ü_i" 

J ( a z _ u 2) <¿ 


da 


(a 2 — u 2 ) 
d + Vu 2 - u 3 


_ J_ ^ ^ d-j-Vfl 2 - u 3 ^ 


= — -L cosh — i -Í- + C* 

ü U 


Va 3 - u 2 


ufa 2 - u 3 ) 

u 2 (a 2 - u 2 )L 
du 

u*(a 2 -u 2 )X - 2 a 2 

_ __ _ 1 


+ C 


Hr C. 


\/ a 2 - u 2 I / á + V tf 2 — ü 3 \ 

»• - ****"V « ) 


+ C 


cosh-1 — + C. 
2 cru~ 2 a 8 u 


¿tí 


I 


a* iü 2 — u*) w * a 1 (m — 1) ü m ~ i (ir 2 — u 2 ) - 


- I 


m + n — 3 p 
a*(m - 1 ) 1 


du 


um-iia 2 - u 3 ) t 


du 


I 


u m ( w 3 _ 2 ü 2 (n — 2 ) -uw-1 (a 3 — u 2 ) - 

da 


üi __ | 

tz"* (^2 — u 2) j 


(u J — u 2 ) ^ du. 


, ÍT7 4- fí — 3 p 
a 2 (n-2) j 

= V^¡i- fl ln^ + V /~ U -^ 

= Vo 1 — ü 2 — a cosh — i — + C* 


+ C 


Ctí ^ — Lt 3 > H u \/ — Lí 2 ti , _ 

- --—-- — — - --- — are sen— + C. ■ 

u* u u 


(o 2 — lí 2 ) 2 da 


Li m 


- + i r ~ 

_ _ (tí 3 — Cf 2 ) ^ , m ’ rí - í I (a 2 — u 3 ) ? 

u- (m - \ )u™- t a ¿ (n) - 1) J 


du 


«. JL C 

(g g — u 2 > i du __ (ü a — u 2 ) 2 _|_ (i-n l ( ü 2 — 

u m (n— /rí+1) u ní —l n - rwf 1 *■* 


-— j 

ü*) 2 £/u 


u /f) 
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Formas que contienen V 2 au ± u* 

Las fórmulas 96 -lQá de reducción para las integrales binomias pueden 
aplicarse escribiendo \/ 2 au * u* = u'i (2 a ± tr) T ¿, 

79, V2 uu — u a du - u ^ a y/ 2 aa — u % + y a re eos ^ 1 — + C. 


80, 


81 . 


\/ 2 ati — u 2 ¿u = — au - IjL- \/2 ítlí — u- 

b 


+ C\ 


83, 


84. 


85, 


X" 

+ T arccos ( | -f) 

f a* v'i.b-u* du = - U,,, - |(Z Jtl : unj! 

J m + 2 

+ «ilüL±IIf H .- 1 K /j au - u 

m + 2 ^ 

J \/ 2 au —u 2 í/u /--- , /, ti \ 

-—-—“ = V ¿ tiu - u 2 + u are eos í 1 —— I 

0-í) 


du. 


4- c. 


X^ 

X 


u 2 dtí 2 V 2 au - u 2 


are eos 


+ C 


V 2 au -T* J» f2 i/u - ^)H 


3 íiu a 


+ c. 


X \/2üü-u-dt¡ {2 a u — u 3 ) ^ 

” a (2 m “ 3 l o " 


— 3 2 aa — cíu 


a {2 m — 3) 


X 


uw — 1 


86 


87 


X 

•X 


du 


\/ 2 au — u 2 
dtr 


= are eos ^ I — ~ ^ + C. 

— í n { ¡4 T tí 4~ V 2 i/u T u" ) T LX 


88 , 


89 , 


V 2 ülí T lí 2 

F (u, V 2 tru + tí 2 ) du = J E (¡r — a* V z~ — a 1 } dz. 


f --^2^ + . 

w 2 du — tr¬ 


en donde jf = tí 4* d 

:os (‘~7) + c - 
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90 * 


J u 2 du _ 
2 aü — u 2 


CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 

(u +3 a) VT au — tí 2 


01. 


S 


tí ” 1 du 


+ ~ arc eos ^ + C. 

um - ly/ 2 au — u* 


V 2 [tu - u a 


■J; 


t/ti 


a f2 n? - i) r 

m J 

V 2 au — 


y/ 2 uu — u 2 

cíu 


u m ~ 1 ¿Ju 

2 a ti — u® 

+ C- 


ii fn 2 au — u' ¿ 


94 




2 a u — u ~ 
« (2 m — 1) u"* 

m - 


d (2 m 




du 


\/ 2 au — u 3 


(2 au — u a ) a a \/ 2 au — u : 


95. 


96 


■S 

C _u_d 

d (2 au — 


: + C. 


+ C. 


/ 


(2 au — ü 2 ) rl a \f 7 au — u 1 

Fórmulas de reducción para las integrales binomias 

u w- ff +i (a -e ba<t) v+i 


u m (a T feu f /)7 J d u — ■ 


b(pq + m + I) 

_ » <rn - t/ + n r uW1 _, {u + bu!)lJ da¡ 
b (pí?+m-Fl) J 

07. C U ‘to+bu*)Pdu- * m +' Í '**?' ím 

J pq + m + 1 

+- apq --- f u"> (a +- bul) # -1 du. 

pq + m + 1 J 

98. f- da 

J 1 


1 


u™ (a ’F ¿u'O v 


ü Crr? — I) u ,n 1 (u + bu l i) v - 1 


¿? ( m — q 4- pq — I) 


r— 

J u m —á 


du 


99 


■J 


du 


u m (a + bwO v aq (p — I ) u® — 1 Ítí + bu‘J) t> - i 


m — q + pq — 1 


/ 


du 


aq(p — I) u ,n (d + bu'/)* 1 - 1 
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J du _ J_ 1 ( uv \ , c 

u (a -b feu<7) uq 11 \ u -|- feuV / 

(a + jfrujtfjP du _ (u+j5ü í 0P + 1 


669 


102 


103 


X 

/ 

•J 

J 




a (m — 1) 

(a + Wj) du = (g + p 


g (m - 1} u íft — ! 

fe (m — g — p¿7 — 1 ) ^ (a + feu^) Pt/ü 


u m - </ 


u m 


u m d ii 


{pq — m + 1) u") — l 

(a + feu4) v - i da 


+ 


pq 


apV fj 
— ni + I J 


u™ — f i + 1 


(a + bu Q ) P fe (rft — pg T 1) (a + J> — t 

o (m — q T 1 ) C - <1 du 
b(m — qp+\)J (a^büf))# 

u n 4 > 


u™ du 


(íi + buQ) & aq {p — 1) (g T bu*} & - 1 


ro 4- q — pq + I 


Si 


u'f* du 


uq(p — I) J (tí + bu?)P- 


Formas que contienen a + bu -t cu~ (c > 0) 

La expresión a -|- bu + (v 1 puede reducirse a un binomio escribiendo 


U= Z -1, fe = ^4«c 

2r 4 c a 


Entonces 


ü + bu + tu 2 - t (z a — fe) = 


La expresión ud-feu-cu 3 puede reducirse a un binomio escribiendo 
. h , _ fe* + 4 üc 

u = 2 + r—. A - -J-*- 

¿C 4 C~ 


Entonces 


105 


106 


107 


JW 


du 


tí T feu — tü 2 = c(fe —- Jt*>4 
2 


bu + CU* - y- — 


b 2 


are ig 


/ 2 fü + fe \ 

\ V 4 ye - fe" / 


+ <S 

cuando 5 a < 4 uc. 


r du 

i? + 5 tí + 


V í> 2 -4 , 


V b 2 + 4 


( 


2 ru + fe — \/ fe 2 — 4 ¿ 


+ C> 


2 ru T fe H- V fe 3 “ 4 ar / 

cuando fe M > 4 ac. 


[ n 


(z 


/ ¿i 4 íic + 2 ru — fe 
\/ fe^ T 4 nc — 2 rti + fe 


+ C, 
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IOS. 1 , , ' —! = "5 ln (u + tm ± cu’) 

J tí + bu =»= cu 2 2 c 

+ (n r— ^ - 

\ Ic/^a-Y bu — c u J 

109 , ^ V t/ + bu -f cu 2 du = - — V íí + bu + cu 2 


¿2 — 4 ___ 

— —-- ^ “ ln (Zcti + 6 + 2\/ c V a + bu -|-cu-') + C. 
8 c / “ 


,.jv. 


110, | V u + bu — cu 2 da = -- C “ —- \/ A -f 6u- cu 2 

b 2 4- 4 tic / 2 cu — 

~r —— a i - - are sen 


8cM 


( 1 2fU -• _) Hr C. 
\ V íj 2 + 4 ac / 


111 


du 


= ~ ln (2 cu 4- b + 2 \/ c \/ a “t~ £>¡j. —^ ¿ru 3 ) -f' C, 


. f—_ 

*/ V n + bu + cu 2 V c 
f* dü I / Z cu — h \ 

112. I- ^are sen I ■ ~ I 4“ C. 

J V ü + bu — cu 2 Vi \ V b l + 4 tic / 

J a du y/ ü H- bu -f* cu* 

V tí ~h i 


113 


4- bu “h cu* 


114 


• f-=£ 

*/ V* n 4- 


í/u 


— -ln (2 cti *f b +2 \f~c + bu 4 -lu 2 ) -f C. 

2c- 

VíH' bu — cu- 


bu — ui* 


U í 2 m — h 

4- —“pr are sen 
2 


( 2í ^ h )+c. 

\V íiH‘4 ül / 


Otras formas algebraicas 


H5. 


116, 


S 4 iü 


itu = \/ tú j” Lt } ( /i 4"~ tí ) 

4" (¿( ■— h ) logii { \/ ü 4- u 4“ h ~h u ) + C. 
t/ u — %/ (tí ~ u > ( b + u ) 


+ í a 4~ b ) are sen 


4 


» 4- b 
íí 4" b 


+ C. 
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117 * 

11 B* 

119* 

120 . 

121 , 

122 . 

123 r 

124. 

125. 

126. 

127, 

128. 

129, 

130, 


TABLA DE INTEGRALES 
^ '\j ^ “ iu = — V (f> + tij (b - 1 1) 

— (a + b) are sen . ¡ b -- U . + 

\ 0 + ¿ 

^ y/ Ü " = **■ I — u 3 T are ten a + C. 

f . fTT^ 

1 "— _ = 2 are sen v i- 

*) V (u — d) (5 — u) b — a 


+ c. 


Formas exponenciales y logarítmicas 
e*w da = -h C. 

S‘ 

J* 

U u C" u t/ El — —-— — —^ 1 El 

“ ü J 

J t-íl frftíf n 

¿/t; = ■ - -- - -— | L 

a In h a ln b 

J b' 1 " da _ b mt ti ln b f*l 

~ _ (lí — 1) tfM—1 + n - \J " 


rf» =-r í ir + c ' 

¿i In o 


fi tP ii 

da = — 7 - (ulí — I ) + C- 

¿f- 


é|W - 1 L u ' íJ (fu. 


uTt — 1 í/lj T C. 




ln u t/ii = a ln u — a T C, 

JT Id u ./u = «fH [ “~| - <„ + ,), ] + C 

E/ Wf hi ,J lí du =a ——¡—- ln” ü — ——¡—r 1 tf w liv j ^i ¿i tiií. 

f?7 + i m T I J 

J , f v ait Ln ir \ C *■«« . 

* ,íjfr ' ln ti au — ——- — — I — da. 

a a J i.i 

r du = 

I 11 ln tj 


1 n (I n y J T C. 


671 
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Formas trigonométricas 

En formas que contienen tg u, ctg u * sec u* esc u. y que no aparecen debajo, 
emplear en primer lugar las relaciones 

tg u - S ^ n U , ctg a = —-íí| sec u = —í—, esc u = —!— 


du — — eos ü + C. 


^sen ti 

^eos u du - sen ti -j- C. 

^ tg o du = — In eos tí -f- C - in sec tí 4 C. 

^ctg u da = ln sen u i C. 

135. ( u du ^ C = ln (sec u 4 tg u) 4C 
^ J eos tí 

(t + t) + c 

r ese u du - I = in Use tí — ctg ¡j^C 

^ sen u 


132 


133 


134 


136 


137 


In lg y 4 C. 


138 


139 


du - — cLg u 4 C. 

sec tj 4 C. 


, ^ sec 2 u ríu ~ tg u 4 C 

J c,t= “ 

sec u Ig u du 

140. ^esc ti ctg ti d tr = — esc tí C- 

141, 1 sen 2 tí du — 14 tí — ¡4 sen 2 u 

142* eos 2 tí du - 14. u 4 Ví sen 2 ü 4 C. 

143, eos» u sen ti da - — a 4 C. 

J o 4 1 


4 C. 


o 4 1 
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144. sen'» u eos u du — senfi ~^ . 1 l l _ 

J » + 1 

145. f s*n mu sen nu rfu = - ""<»" + "> w + *" , (m ~ "> “ + C. 

J 2 (m 4~ n) 2 (m — n) 

116. f eos mu eos nu rfu = «*("?>«)« + «*n (m - n) u + c 
J 2(m4-n) 1 {ni — n) 

, 1 « ^ j eos (m -f n)u eos (m—n)u , ~ 

147. I sen mu eos nuda = — - 5 - — — =4 - 4- C. 

J 2(m + n) 2(m - n) 

S 

■s 


148 


149 


du 


I -f* eos a eos u 
du 


2 ese a are tg (tg )Á a tg u) -f C. 


eos a -E eos u 


4- eos a sen u 


- ese a In ( ' ¿i* . g.«Ajj“ ) 4- c 
\1 — tg H a tg H uj 

(tg 2 l A u < ctg 2 \A a ) 

= 2 ese a tgh - 1 (tg H fl tg }A u) 4- C 

( tg 2 ]'2 u < ctg 2 ’/» tí) . 

2 ese ü are tg (ese u tg u 4* ctg a) 4~ C. 


150. J f 

151 . f-^- --c«c„ ln( 5S fl ’ a il u +C 

J eos a 4- sen u \tg fl + lg í: u 4* sec a/ 


[ (ctg a tg u 4- esc a) 2 < I ) 
= — 2 ese a tgh - l (ctg a tg y /¿ u 4* esc a) 4- C 

[ (ctg a tg Yi u 4- esc a) 2 < I | 


152- f , , 1 “ , --Larctg(Íilií) + C. 

J á 1 eos 2 u 4- b* sen 2 a ab \ a / 

153. f-*»» ™ = ?M(nMn . ml V COm> + C. 

J u ‘ + n 

154. C~ eos mi elu = ± ?_c?« nu) + c . 

I a 2 4- n 2 

155. ^*ti sen u efu = sen u — u eos u 4“ C. 

156. ^ u eos u du = eos u 4 u sen ufC. 
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Fórmulas de reducción para integrales trigonométricas 

157. í sen “ u (lu — — —— “ co - ~ -+• --- i sen» ~ s u du. 

J n n 

158. J'cos» u du = cos.-^ M n U + n^Ij cos , 2 „ dlít 

159 [ _ __ eos u . n — 2 r_du_ 

* J ¿en» a (o — í ) sen» — 1 u n — I ^ sen n "2 u 

ICO ( = _ sen u_ _j_ n —2 j* du 

" J eos» u (n — J) cos»-l u ' n — 1 J cosfl-2 u 

161* C eos» 1 li sen» i ¿ du = S— m - u sen ” 1-1 u _j_ U1 -L j cos'»-^ a sen» u üu- 

J jTj + n m-fíí* 7 


162- i eos" 1 u sen» tí ¿tí - — —— 

J m 

163. T-——— = t- 

} eos»' ti sen» tí {m — 


m -f 

-í tí cos f n+ 1 tí . rt — 1 f 


H- o 

1 


m -b 


n J 


cos m li sen » ? ti ¿t> 


1J sen» - 1 ti eos m "i ti 
m + n — 2 C da 


, m + n —1 r 

ni — I Je 


,s *J 


du 


c os m ti sen» u 


m — I ,jF eos'»-? tt sen» t¡ 

__1___ 

fn — t) sen»- k tí eos"' t tí 


m + o — 2 r 
n —- ! J 


du 


eos"' ti sen»- T 2 tí 


1GG. 


16 ? 


1GB 


■J 


sen» tí du 
cos™ u 


J sen» u ¿tí _ __ _ 

eos 1 ” ir (n 


(o — 1) sen» 

-i ií 


n 

- ! J sen' j --L, 

COS»'— 1 U 

f - m 


1 

i* eos»*-- u du 

í m — n) sen»- 1 

ti m 

— 

¡rc 1 

J sen 1 ” t/ 

sen»* 1 u 

n 

_ 

m 

4~ 2 sen» tí ¿tí 

(m — 1) eos*»- 1 

u 

m 


I COS t »’^ tí 

sen» i u 

-r- + - 

r ? 

- 

1 /'sen» - ¿ tí ¿u 


— m ) eos»* 


cos íP1 tí 


169 


f tg» u du — ——— írg» ~ l tí du* 

n- ! ■> 
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■s 


TABLA DE INTEGRALES 

cEg" - 2 u da. 


] 71 ■ 1 co£" a da 


e ttn eos» 1 —1 u ( a eos ti T n sen íí ) 


u* + n 
n(rj — I ) 


eiut u du. 


+ n [ n ~ 'J j'e 

a ¿ + n 2 J 

172, f .*< un- u rfu - el "' sen “- t » <" “ n “ - n <os u > 

J a 7 + n 7 

+ n l n ~ } - sen»-* u du , 

^ a* + P7 S J 

173. 1 u w »( au dy — u • - {cu sen au + m eos ju) 


f 


— 171 ^^ f am-2 eos au du. 




174* I u rp * sen au du — ^ (m sen au — au eos üu) 


■Jjü -LA f uw- "2 sen au du . 

a 2 J 


175. 

i 7 ti, 

177. 

17R. 

179* 


180. 


S 

S 

s 

s 

f 

f 


Funciones trigonométricas invernas 

are sen l du — u 3 re sen tj + \/ I — ti* + C* 

are eos i Uu - a are eos u — V ! - ü a + C. 

áre t g u du — a are ig a — lo V I t ^ + C* 

a re c T g é r du — ti J re cig u T !n V IT o 2 + C. 

are set u du = ti are spc u — lo (u + u* — I ) T 1 

— lí are sec u — tosb 1 u -|- C. 

are esc u du * u are esc u + lo (u o 2 — I ) T 


= o ate esc o T cosh -1 u T C. 
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Funciones hiperbólicas 


181. J scnh u 

da = 

cosb ú -F C* 


182.cosb ti 

du = 

: senh tí + C- 


183. ^rgb tí 

du — 

In cosb ti + C. 


184. ^ctgh u 

da = 

In senh ti f C. 


185. sceb tj 

da = 

¿re íg (senh u J -F C 

= g d u 4- C. 

186. ^csch a 

da ^ i n tgh \i u + C. 


187. secb 5 i 

í da = 

= tgh u -F C 


188. J cscb J ti 

i tíu - 

' — etgb tí “F C. 


189 . ^ sedi u 

tgh i , 

i Ju = — stfth íí + C + 


190. | csch u 

cegb 

tí í/tí — — eseb tí + C 


191. ^senb^ 

tí du 

= 14 senh 2 ti — V± a 

+ c, 

192, cosb 2 

tí Ju 

— Í4 senh 2 if ií tí 

+ c. 

193. J"tgh 2 tí 

i/ tJ = 

= u — tgh u -F C. 


194. ^ agh* 

u du 

= tí - ctgh u + C. 



195 


196 


. ^u senil u du = u cosb a — senil tí C 
. u cosb u da — u scnb a — cosb u T C 
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107, 

199, 

199, 

200 , 

201 . 

202 . 

203, 


^ senh 1 a da = u senh 1 u — y/ 1 + uHC. 

^ cosh - 1 tí da = u cosh- 1 u — V tT* — 1 + C. 

^ igh 1 ü du = ti ígb _J ti + Vi ln(l — ti~) + C< 

^ ctgh _J u du — u ctgh -1 u + Vi lo (I — u z ) -f C- 

J^sccli - 1 ü du = u %eth~ 1 u + gd ( tgh~ ! u) + C 

=■ u sech^ 1 lí + are sen ti -j- C. 

^ csch -1 tt dit = u csch” 1 ti + senh -1 u + C, 

_ senh (m+ n)tí 
2 (m i n) 
sEnh (rt) — n) u , p 
2 (m - n) 


S 


senh mu senh mí du 


201 


X 


cosh nm cosh nu du = u 

2 (m ~b n ) 

, senh { m — n) u r - 

+ 2 (m - o) 


205 


J , , . cosh ( i77 4- o) u 

senh mu cash nu du — -— - 5 - 

2 (m -h n) 


cosh (m — n) u , f 
+ ■ 2 (m — n) +C " 


( m < n ) 
( n, < ") 
( m <") 


206 


207 


208 


■f 

■S 

f 


du 


cosh u f cosh u 


= 2 csch a tgli — 1 ítgh y : u tgh } ¿ íj) + C. 


du 


eos a T cosh u 


du 


1 + eos a cosh u 


= l esc tf ^re tg (tgb Vi tí tg \V u) T C. 


= 2 esc a tgh- 1 (tgh ¡4 u tg \4 u) + C 


(tgh* ü tí < ctg* Vi ci) - 

| „ ( * , f a senh nu — n cosh rut) . ^ 

209 1 í®** senh mí ítu — ----+ C . 

J i,z - 

210 f «<■« cosh nu ¿u = F - J ' U IOsh nu ~-^ - s - enh nu-1 + C. 

J a * ~ n 
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Caracol de Pascal, 656, 

Cardíoide, 141, 143, 150, 163, J74 ( 
186, 296* 130, 315 , 343 . 391, 409, 
634. 615, 655. 
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Construcción de curvas* 98, 
Coordenadas* 
cilindricas, 9, 
esféricas, 9. 
polares* 85, 148* 

Coseno, 

cálculo del, 452. 
hiperbólico, 507 ^ 

Cosinusoide, 655. 

Cuña esférica, 649, 

Curva, 

de Agnesi, 76, 105* 327, 393, 653, 
exponencial, 108, 657- 
de ferrocarril, 183. 
logarítmica. 109, 657. 
de probabilidad, 65?, 
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Curva, 

de transición. 183. 

Curvas, 

alabeadas, 577, 580, 587. 
construcción de, 98. 
importantes, 653. 

Curvatura, 179. 

D 

D’Alembert, 422. 

Decremento, 25. 

Derivación, 
logarítmica. 113. 
de series, 445, 

Derivada, 27. 

como rapidez de variación. 78. 
interpretación geométrica, 32. 
símbolos, 28. 

Derivadas, 

cambio de variables, 558. 
fórmulas, 36, 105, 138, 143, 514, 
521, 522. 

de funciones implícitas, 49, 90, 

185, 560. 

de orden superior, 565. 
parciales, 544. 

interpretación geométrica, 546. 
regla general, 30. 
sucesivas, 89, 565. 
totales, 556. 

transformación de, 199. 

Desarrollo en serie, 435. 

Descartes, 57, 143, 351, 655. 
Desleimiento de una solución. 488. 
Diferenciación, 170. 

Diferencial, 164, 
del arco, 171. 173. 
del área, 287. 
binomia, 365, 368. 
como aproximación. 165. 
como incremento, 552. 
como infinitésimo, 176. 
interpretación geométrica, 165. 
total, 549, 550. 

interpretación geométrica, 584. 
Diferenciales, 

definiciones, 164. 
fórmulas, 169. 
trigonométricas, 369, 380. 
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Dilatación, 403. 

Diocles, 653. 

Dirección de una curva, 52. 
Discriminante, 3. 

E 

Ecuación, 
auxiliar. 497. 
característica, 497. 
del plano, 9. 
de segundo grado. 3. 

Ecuaciones, 
diferenciales, 458. 
homogéneas. 464. 
lineales. 467. 
de orden n, 4%, 498. 
de orden superior, 473 
reducibles a lineales. 470. 
de segundo orden, 476. 481 
con variables separables, 4< 
método de New ton. 158. 
del movimiento, 144. 
paramétricas, 138. 
polares, 148. 
resolución gráfica, 155. 

Elemento, 309. 311. 

Elipse, 139. 

Elipsoide, 341, 347. 643, 646. 
Envolvente, 570. 

Error, 

relativo. 167. 

en tanto por ciento, 167. 

Errores, 166, 552. 

Esferoide, 324. 

Espiral. 

de Arquímedes. 153. 154, 186 337, 
656. 

hiperbólica, 143, 154. 321. 337, 656. 
logarítmica, 153, 154, 656. 
parabólica, 657. 

Estrofoide, 656. 

Evolvente, 196. 

de un círculo, 187, 336, 350. 
Evoluta, 190, 194, 575. 
de la cicloide, 193. 
de la elipse, 192, 655. 
de la parábola, 191. 
propiedades, 194. 

Extremos, 

en una integral, 289. 
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F 

Factorial* 4|>, 

Familia de curvas, 278, Í7Q. 

Fluxiones, 25, 

Formas elementales, 232, 

Fórmula, 
parabólica, 3DQ, 
de Si m pson, 300. 
de los trapecios, 2%, 

Fórmulas, 
de Algebra, 3. 
aproximadas. 448. 454. 
en coordenadas polares, 632. 
curvatura, 180, IS2, 
de derivación* 3b. 105, j|4, 521, 522, 
de diferenciación, 160. 
de Geometría. 4, 
analítica. 6. 
de reducción, 374, 380. 
de Trigonometría, 4. 

Fourier, 2SS. 

Función, ! 2 . 
complementaria, 481 
continua, 15. 
creciente, 62, 
decreciente. 62. 
explícita, 49. 
exponencial. 108, 
implícita, 49. 
inversa, 48, 
logarítmica. 10°, 
trascendente , 105. 

F unciones, 

de dos o más \ ¿fiables. 543. 
hiperbólicas. >07: 
inversas, 518, 

trigonométricas, 117, 119, Í26, 

G 

Grado, 4, 459, 464. 

Gráficas, 15. 98. 653. 

Guder man rano, 532» 

Gudermann, 532. 

H 

Hawkes, 353. 

Hipérbola equilátera, 514, 517. 534. L 
659. 
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Hipocidoide, 57 , 343, 187, 297, 327, 
329, 336, 341. 350 

Hoja de Descartes, 57, 143, 351. 655. 

Homogénea, 464. 

Hornee, 156. 

1 

incremento total. 549. 

Incrementos. 25» 

Indeterminada, 20°. 

Infinitésimos, 22 . 176. 
teorema de equivalencia, 177. 

Infinita, 19, 

inflexión, 96. 

Integración, 
aproximada, 297, 
cambio de limites, 303 + 
como suma, 309. 

descomposición del intervalo, 3Ü3. 
de diferenciales, 
binomias. 365. 
trigonométricas, 257 369, 

doble, 617* 
definida, 603, 

extendida a una región 5+ 609, 
fórmulas de reducción. 374. 380. 
de fracciones racionales. 352. 
interpretación geométrica 603. 
parcial, 602. 
par partes, 269* 

de potencias fraccionarias de 
¿f + ó*. 362. 
por racionalización, 3bh 
de series, 445, 
por sustitución. 363 
por sustituciones diversas, 37L 
par tabla de integrales, 384, 
Integral, 459. 
definida, 287. 
general. 460. 
indefinida, 229, 

Integrales, 

dobles, triples, etc,, 602, 
fórmulas. 526, 529. 
impropias, 304, 
inmediatas, 231, 232. 
múltiples, 602, 

Integrando, 236, 

Interés compuesto, 486. 
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Interpolación* 454 
intervalo, II. 

de convergencia* 429* 

Inversión del masca hado. 489. 

J 

Jacobí* 547. 

K 

Kicmer, 536, 

L 

La place, 25. 

Leibniti, 34. 

Lemimcata* 152, 136. 320, 632, 634, 
635, 654, 

Ley, 

adiabática, 86* 
de New ton, 486, 

Limite, 16. 

Límites, 

en una integral, 286. 
teoremas sobre* 1?. 

Línea. 

de rumbo, 537, 
telegráfica, 523* 

Lituus, 656. 

Logaritmos, 3. 
cálculo de, 442, 
módulo. 108* 
naturales, í07* 
neperianos, 107. 
vulgares, 108. 

Longitud de un arco, 330. 331* 334, 
de una curva alabeada, 580, 
Loxodrómíca, 537, 

M 

Maclaurin, 432, 435* 516* 

Máximo, 58, 64, 71, 92* 219* 
Máximos y mínimos, 64. 
de fundones de varias variables 
592, 

Media aritmética, 406* 

Me reato r, 536, 54U* 

Mínimo* 58, 64* 68, 71 * 92* 219* 


Momento, 3^0 
de un cilindro 394, 
de inercia, 623* 
dimensiones, 624* 
polar de inercia, 627, 
de superficie, 390, 617, 
Movimiento, 
curvilíneo, 145, 175. 
rectilíneo, 30* 11!. 

N 

New ton , 25. 34. 158, 159* 405, 489. 
Nicomedes. 654. 

Normal, 54* 

a una curva alabeada, 577. 
a una superficie, 582, 

Numero, 
complejo, 538* 
f> 107, 416. 
ti, 446. 

O 

Operador diferencial, 29. 

Orden, 458. 

Oseulador 204* 

P 

Pappus, 4U9, 410, 619, 621, 
Parábola, 654* 653, 
cúbica, 188. 653. 
scmicúbica. 324, 611, 653* 
Paraboloide* 327* 
elíptico. 614, hlü. 649. 
de revolución, 615. 

Parámetro, 11* 138. 

variable, 570. 

Pascal, 656, 

Pendiente, 52, 139, 150* 

Plano, 

normal, 577, 579, 587* 
tangente, 582. 5S3. 

Presión, 396, 

Problemas de Mecánica. 490* 
Proyección de una superficie, 637. 
Proyectil, 282. 

Proyectiles. 146. 282, 577, 

Punto de inflexión, 96. 
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Punios, 
de cambio, 65, 
singulares, 583. 

R 

Radian» 4, 

Radío de curvatura. 183, 

Raíces, 154. 

Rapidez. 78. 82, 

Razón de cambio, 78. 

Rectificación de curvas, 330, 334» 580. 
Regla de potencias, 41, 

Residuo, 436. 

Rolle. 203. 

Rosa de dos o mis hojas, 658» 

s 

Secantoide. 657. 

Sector hiperbólico, 515. 

Segmento parabólico. 625. 

Seno hiperbólico. 507, 

Separación de variables, 462» 

Serie, 

binó mica, 43 I. 
convergente, 413, 415» 
divergente, 413, 415, 
geométrica, 413. 
de Maclaurin. 435, 448. 
oscilante. 413. 

"p'\ 410» 

de potencias en (jv — uj , 433» 
suma de una» 415» 
de Taylor, 450, 452, 454, 
valor de una, 415. 

Series, 412. 

absolutamente convergentes» 425. 
alternadas, 423, 
campo de convergencia» 429. 
criterios de convergencia y diver¬ 
gencia, 417. 425. 
intervalo de convergencia, 420, 
operaciones con» 441. 
de potencias, 428. 
razón de D fc Alemhert, 422, 
Simpson. 300, 

Sinusoide, 655. 

Solución» 456, 
completa, 460. 
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Solución, 

general» 458, 460. 
particular. 460. 

Speed f 145. 

Stirling, 436. 

Subnormal, 54» 152, 

Subtangente, 54, 152. 

Sucesión. 412. 

Sustitución reciproca, 371 

T 

Tabla de» 

funciones hiperbólicas, 5Ü9, 
integrales, 66(1» 

Tangente, 32, 54. 
a una curva alabeada, 577, 587. 
hiperbólica, 508» 
horizontal, 52 f 141. 
a una superficie, 5S2. 
vertical, 53, 141, 

Tangcntoide. 657. 

Taylor, 450, 452, 598, 

Teorema, 
del binomio» 432, 
fundamenta! del Cálculo integral, 
311» 

de Pappus, 409, 619. 
de Rolle, 203. 
de Taylor» 598, 

del valor medio» 207, 218, 5 C HJ, 
Termino complementario, 43o, 451» 
Toro, 326. 

Trabajo, 400. 

Tractriz, 104» 329, 344» 513. 517» 
533, 659. 

Triseetriz» 187, 322. 

V 

V alor, 

absoluto, SI. 
medio, 406. 
numérico. I!. 

Valores críticos de la variable inde¬ 
pendiente, 65, 

Variahle, 11, 12, 
de integración, 226. 

Velocidad, 80, 144, 175. 

Vibración, 491, 493, 494, 
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(t Bfi 

Volumen, 
hajo una superficie* 614, 644, 
de un sólido de revolución, 322, 
125, 32o, ti 19. 
hueco* 225. 

de sólidos cuyas secciones transver¬ 
sales se conocen, 344. 


Volúmenes, 345. 
en coordenadas cilindricas, £44, 
por doble integración, 604, 6Ü6. 
fórmulas de, 4, 
de sólidos de revolución. 61Q, 
que no son de revolución, 345. 
por triple integración, £41, 647, 
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Obras afines: 

INTRODUCCIÓN AL CÁLCULO Y AL ANÁLISIS 
MATEMÁTICO I Y II 

Courant, Richard 
John, Fritz 

Ampliamente reconocidos y respetados como maestros en la 
materia, los autores presentan esta obra en dos volúmenes 
con el fin de ofrecer al estudiante los principios del cálculo en 
exposiciones que combinan la precisión con la intuición, y la 
teoría con la práctica. 

PROBLEMAS DE CÁLCULO 
Y ANÁLISIS MATEMÁTICO 

Blank, Albert A. 

Presenta todas las indicaciones necesarias para resolver no 
sólo los problemas planteados en la obra, sino los que pudieran 
presentarse posteriormente. En cuanto a ios planteamientos 
que ofrecen mayor grado de dificultad, el autor proporciona 
exposiciones más precisas y análisis más detallados con el fin 
de facilitar la tarea del estudiante. 

GEOMETRÍA ANALÍTICA BIDIMENSIONAL 
Subconjuntos del plano 

Taylor • Wade 

El contenido de la obra versa sobre tres temas principales: el 
cálculo, la línea recta y las cónicas (parábola, elipse e hipérbola). 
Aborda el estudio de esta materia con base en gráficas de 
relaciones. Los autores también se valen del concepto de re¬ 
lación para estudiar las gráficas de conjunto de relaciones 
determinadas por expresiones entre dos variables. 


Por su contenido, este puede 
ser considerado como uno de 
los libros de texto insustituibles. 
Lo extenso de sus temas y la 
claridad con la que están ex¬ 
puestos se complementan para 
conformar una valiosa obra que 
incluye múltiples ejercicios, con 
y sin respuesta, para que el 
alumno los resuelva, algunos de 
los cuales tienen aplicación a la 
Economía. 

La estructura didáctica del li¬ 
bro permite que el estudiante 
asimile fácil y sistemáticamente 
los temas que se abordan enél. 
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